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IСНУВАННЯ ПРОМIЖНИХ КУСКОВО ЛIНIЙНИХ ТА НЕСКIНЧЕННО
ДИФЕРЕНЦIЙОВНИХ ФУНКЦIЙ

Для рiзних промiжкiв I ⊆ R, напiвнеперервних вiдповiдно зверху та знизу функцiй g : I →
R та h : I → R, таких, що g(x) < h(x) на I, та константи γ ∈ (g(x0), h(x0)) для деякого x0 ∈ I
знаходяться промiжнi кусково лiнiйнi та нескiнченно диференцiйовнi функцiї, що набувають
значення γ в точцi x0.

For given interval I ⊆ R, semicontinuous upper and lower respectively functions g : I → R and
h : I → R, such, that g(x) < h(x) on I, and a constant γ ∈ (g(x0), h(x0)) for some x0 ∈ I we find
intermediate piecewise linear and infinitely differentiable function, that gain γ in x0.

1. Теорема Гана про промiжну фун-
кцiю та її зв’язок з теоремою Тiтце-
Урисона.

Австрiйський математик Г. Ган у сво-
їй статтi 1917 року [1] довiв таку теорему:
для метричного простору X, напiвнеперерв-
ної зверху функцiї g : X → R i напiвнепе-
рервної знизу функцiї h : X → R, таких,
що g(x) ≤ h(x) на X, iснує така неперервна
функцiя f : X → R, що g(x) ≤ f(x) ≤ h(x)
на X. Г. Тонґ [2] i М. Катетов [3] показали,
що ця теорема є характеристичною для нор-
мальностi в класi T1-просторiв. Перед ними
Ж. Д’єдонне [4] перенiс теорему Гана на па-
ракомпактнi простори.

Вiдомо, що в нормальних просторах ви-
конується i теорема Тiтце-Урисона про про-
довження неперервних функцiй [5]. Виявля-
ється, ця теорема випливає з теореми Гана-
Д’єдонне-Тонґа-Катетова, яку ми коротко
називатимемо теоремою Гана про промiжну
функцiю або просто теоремою Гана.

Справдi, нехай X — нормальний про-
стiр, X0 — замкнена множина в X i f0 :
X0 → [0, 1] — неперервна функцiя. Визначи-
мо функцiї g : X → [0, 1] i h : X → [0, 1],
покладаючи g(x) = h(x) = f0(x) на X0 i
g(x) = 0, h(x) = 1 на X \ X0. Легко пере-
вiрити, що функцiя g : X → [0, 1] напiвнепе-
рервна зверху, а h : X → [0, 1] — знизу, при
цьому g(x) ≤ h(x) на X. За теоремою Гана
iснує неперервна функцiя f : X → [0, 1], для
якої g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) на X. Тодi f набуває

значень у вiдрiзку [0, 1] i f(x) = f0(x) на X0.
Таким чином, f : X → [0, 1] — це неперервне
продовження функцiї f0.

2. Розвиток теореми Гана.
В останнi роки теорема Гана про про-

мiжну функцiю обросла рiзними аналога-
ми i узагальненнями. Щоб їх сформулюва-
ти, введемо нову термiнологiю.

Пару (g, h) функцiй g, h : X → R, де
g — напiвнеперервна зверху, а h — знизу,
для яких виконується нерiвнiсть g(x) ≤ h(x)
на X, називатимемо парою Гана на X, а у
випадку, коли виконується строга нерiвнiсть
g(x) < h(x) на X — строгою парою Гана
на X. Функцiю f назвемо промiжною для
пари Гана (g, h), якщо g(x) ≤ f(x) ≤ h(x)
на x ∈ X, i строго промiжною для па-
ри Гана (g, h), якщо g(x) < f(x) < h(x)
при g(x) < h(x) i g(x) = f(x) = h(x) при
g(x) = h(x).

К. Даукер [6] i М. Катетов [3] встановили,
що T1-простiр X буде нормальним i злiчен-
но паракомпактним тодi i тiльки тодi, ко-
ли для кожної строгої пари Гана (g, h) на X
iснує строго промiжна неперервна функцiя
f : X → R.

З другого боку Е. Майкл [7] довiв, що T1-
простiр X буде досконало нормальним тодi
i тiльки тодi, коли кожна пара Гана (g, h)
на X має строго промiжну неперервну фун-
кцiю f : X → R.

Новi доведення теорем про промiжну
функцiю дали К. Ґуд i Я. Старс [8]. Можли-

ISSN 2309-4001.Буковинський математичний журнал. 2016. – Т. 4, № 3–4. 93



вiсть перенесення теореми Гана на випадок
загальнiших, нiж R впорядкованих просто-
рiв значень вивчав К. Ямазакi [9].

Недавно з’явилися iншi аналоги теоре-
ми Гана. Так, В. Маслюченко i С. Петей
[10] встановили, що для довiльної пари Гана
(g, h) на вiдрiзку [a, b], де g i h — зростаючi
функцiї iснує зростаюча неперервна промi-
жна функцiя f : X → R.

Промiжнi афiннi функцiї f : E → R
на опуклих пiдмножинах векторних просто-
рiв для пари (g, h), що складається з опу-
клої функцiї g : E → R i вгнутої функцiї
h : E → R, вивчали В. Маслюченко i В.
Мельник [11].

3. Новi задачi про промiжну фун-
кцiю.

У зв’язку з результатом Маслюченка-
Петея з [10] виникло питання: чи для ко-
жної пари Гана (g, h) на вiдрiзку [a, b], де g i
h — функцiї обмеженої варiацiї, iснує промi-
жна неперервна функцiя обмеженої варiацiї
f : [a, b] → R? Вiдповiдь на це питання поки
що не знайдена. У процесi пошукiв вiдпо-
вiдi на нього виникли питання про iснуван-
ня промiжних неперервно диференцiйовних
(коротше: C1-функцiя) чи кусково лiнiйних
функцiй, адже такi функцiї мають скiнчен-
ну варiацiю. Такi питання природно ставити
для строгої пари Гана (g, h), оскiльки у ви-
падку рiвностi g = h промiжна функцiя f
буде мати тi ж властивостi, що й g i h, а цi
функцiї не зобов’язанi бути неперервно ди-
ференцiйовними чи кусково лiнiйними. Пи-
тання про промiжну C1-функцiю чи куско-
во лiнiйну функцiю для строгої пари Гана
можна ставити не тiльки для вiдрiзка, а i,
скажiмо, для всiєї числової прямої R.

Тут ми покажемо, що для вiдрiзка на це
питання легко можна дати вiдповiдь з допо-
могою теореми Даукера-Катетова.

Розглянемо банаховий простiр Cu[a, b]
всiх неперервних функцiй f : [a, b] → R з
рiвномiрною нормою ||f || = max

a≤x≤b
|f(x)|.

Теорема 1. Нехай E — всюди щiльна мно-
жина у просторi Cu[a, b] i (g, h) — строга па-
ра Гана на [a, b]. Тодi iснує строго промiжна
для (g, h) функцiя f з множини E.

Доведення. За теоремою Даукера-
Катетова iснує неперервна функцiя
f1 : [a, b] → R, яка є строго промiжною
для пари (g, h). Оскiльки (f1, h) — це
теж строга пара Гана, то iснує непе-
рервна функцiя f2 : [a, b] → R, яка є
строго промiжною для (f1, h). Таким чи-
ном, для побудованих функцiй маємо,
що g(x) < f1(x) < f2(x) < h(x) на [a, b].
Розглянемо функцiю φ(x) = f1(x)+f2(x)

2
на

[a, b]. Зрозумiло, що функцiя φ неперервна
i f1(x) < φ(x) < f2(x) на [a, b]. При цьому

φ(x)− f1(x) =
f2(x)− f1(x)

2
= f2(x)− φ(x)

на [a, b]. За теоремою Вейерштрасса iснує
число

ε = min
a≤x≤b

(φ(x)− f1(x)) =

=
1

2
min
a≤x≤b

(f2(x)−f1(x)) = min
a≤x≤b

(f2(x)−φ(x))

i ε > 0. В ε-околi

Uε(φ) = {ψ ∈ C[a, b] : ||ψ − φ|| < ε}

функцiї φ знайдеться якийсь елемент f з
всюди щiльної в Cu[a, b] множини E. Цей
елемент i буде шуканою функцiєю, адже

g(x) < f1(x) = φ(x)− (φ(x)− f1(x)) ≤

≤ φ(x)− ε < f(x) < φ(x) + ε ≤

≤ φ(x) + f1(x)− φ(x) = f2(x) < h(x)

на [a, b].
Позначимо символом P [a, b] множину

всiх многочленiв на [a, b]. За теоремою
Вейєрштрасса про рiвномiрне наближення
неперервних функцiй многочленами на вiд-
рiзку [a, b] множина P [a, b] всюди щiльна в
Cu[a, b]. Тому з теореми 1 негайно випливає.

Наслiдок 1. Для кожної строгої пари Га-
на (g, h) на [a, b] iснує такий многочлен f :
[a, b] → R, який є строго промiжною фун-
кцiєю для (g, h) на [a, b].

Зауважимо, що многочлен — це не тiльки
C1-функцiя, а й C∞-функцiя, тобто нескiн-
ченно диференцiйовна функцiя, отже, для
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кожної строгої пари Гана (g, h) на [a, b] iснує
строго промiжна C∞-функцiя f : [a, b] → R.

Функцiю f : [a, b] → R називають ку-
сково лiнiйною, якщо iснує таке розбиття
T : a = x0 < x1 < x2 < ... < xn = b
вiдрiзка [a, b], що кожне звуження f |[xk−1,xk]

є лiнiйною функцiєю на [xk−1, xk]. Зрозумi-
ло, що кожна кусково лiнiйна функцiя не-
перервна. Множину всiх кусково лiнiйних
функцiй f : [a, b] → R ми позначаємо сим-
волом Q[a, b]. З теореми Кантора про рiвно-
мiрну неперервнiсть неперервної на вiдрiзку
[a, b] функцiї негайно випливає, що множина
Q[a, b] всюди щiльна в Cu[a, b]. Тому з теоре-
ми 1 отримуємо i наступний наслiдок.

Наслiдок 2. Для довiльної строгої пари
Гана (g, h) на [a, b] iснує строго промiжна ку-
сково лiнiйна функцiя f : [a, b] → R.

Зауважимо, що для строгих пар Гана на
R цей метод побудови строго промiжних
C∞-функцiй чи кусково лiнiйних функцiй
не застосовний. Тут ми розвинемо iншi ме-
тоди, якi дозволяють будувати строго про-
мiжнi C∞-функцiї i кусково лiнiйнi функцiї
з певними додатковими властивостями для
строгих пар Гана на вiдрiзку [a, b], не ви-
користовуючи при цьому теорему Даукера-
Катетова, а безпосередньо доводячи її пiдси-
ленi версiї для [a, b]. Цi результати дозволя-
ють здiйснити побудову строго промiжних
C∞-функцiй i кусково лiнiйних функцiй i на
довiльних числових промiжках.

4. Iснування промiжних кусково лi-
нiйних функцiй з даним значенням.

Надалi позначатимемо символом Uε(x0)
ε-окiл (x0 − ε, x0 + ε) точки x0 в R.

Теорема 2. Нехай (g, h) — строга пара Га-
на на вiдрiзку I = [a, b] i g(a) < γ < h(a). То-
дi iснує кусково лiнiйна функцiя f : I → R,
така, що g(x) < f(x) < h(x) на I та f(a) = γ.

Доведення. Розглянемо множину

X = {x ∈ [a, b] : ∃fx ∈ Q[a, x] |

g(t) < fx(t) < h(t) на [a, x] i fx(a) = γ}

Зауважимо, що a ∈ X, оскiльки на {a}
можна визначити кусково лiнiйну функцiю
fa(a) = γ, i для неї g(a) < fa(a) < g(a), а
отже, X ̸= Ø. Окрiм того, X ⊆ [a, b], а отже,

множинаX обмежена зверху числом b. Тому
iснує x0 = supX i a ≤ x0 ≤ b.

Доведемо спочатку, що x0 ∈ X. Вiзьме-
мо довiльне число y0, таке, що g(x0) < y0 <
h(x0). Оскiльки функцiї g i h напiвнеперерв-
нi в точцi x0 вiдповiдно зверху i знизу, то
iснує таке δ0 > 0, що g(x) < y0 < h(x) на
Uδ0(x0) ∩ I

За означенням супремуму iснує x1 ∈ X,
таке, що x0 − δ0 < x1 ≤ x0. Якщо x0 = x1,
то x0 ∈ X. Нехай x1 < x0. Оскiльки функцiї
g i h напiвнеперервнi в точцi x1 вiдповiдно
зверху i знизу, то iснує таке δ1 > 0, що x1 +
δ1 < x0 i g(x) < y1 < h(x) з y1 = fx1(x1)
на Uδ1(x1) ∩ I. Покладемо c = min{y0, y1} i
d = max{y0, y1}. Оскiльки g(x) < y1 < h(x) i
g(x) < y0 < h(x) на J = [x1; x1+δ1], то g(x) <
c ≤ d < h(x) на J . Отже, прямокутник P =
J×[c; d] не мiстить точок жодного з графiкiв
функцiй g i h.

Введемо функцiю fx0 : [a, x0] → R:

fx0(x) =


fx1(x), x ∈ [a; x1];

y1 +
y0−y1
δ1

(x− x1), x ∈ J ;

y0, x ∈ [x1 + δ1;x0].

Дана функцiя коректно визначена i є куско-
во лiнiйною. Окрiм того, fx0(a) = γ, i, як
легко перевiрити, g(x) < fx0(x) < h(x) на
[a, x0]. Таким чином, x0 ∈ X.

Доведемо тепер, що x0 = b. Нехай x0 < b.
Покладемо x2 = min{x0+ δ0

2
; b} i розглянемо

функцiю

fx2(x) =

{
fx0(x), x ∈ [a; x0];
y0, x ∈ [x0;x2].

Оскiльки [x0;x2] ⊆ Uδ0(x0) ∩ I, то g(x) <
y0 < h(x) на [x0, x2]. Крiм того, fx2 — кусково
лiнiйна функцiя i f(x2) = γ, отже, x2 ∈ X.
Але це неможливо, бо x2 > x0 = supX.
Таким чином, маємо, що x0 = b i функцiя
f = fb є шуканою.

Замiною t = b−x з теореми 2 легко виво-
диться i такий результат.

Теорема 3. Нехай (g, h) — строга пара Га-
на на вiдрiзку I = [a, b] i g(b) < γ < h(b). То-
дi iснує кусково лiнiйна функцiя f : [a, b] →
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R, така, що g(x) < f(x) < h(x) на I i
f(b) = γ.

5. Лема про iснування ланцюжка
вiдрiзкiв.

Система множин A називається вписа-
ною в систему множин B (позначається: A 4
B), якщо для довiльного A ∈ A iснує B ∈ B,
таке, що A ⊆ B.

Кажуть, що вiдрiзки I = [a, b] та J = [c, d]
перетинаються нетривiально, якщо a <
c < b < d.

Ланцюжком для вiдрiзка [a, b] ми нази-
ватимемо скiнченну послiдовнiсть вiдрiзкiв
I1, ..., In, таку, що вiдрiзки Ik та Ik+1 не-
тривiально перетинаються для кожного k =
1, ..., n − 1, вiдрiзки Ik та Ik+2 не перетина-

ються для кожного k = 1, ..., n− 2 i
n∪
k=1

Ik ⊇

[a, b].

Надалi через
◦
A ми позначатимемо внутрi-

шнiсть множини A.
Лема 1. Нехай I = [a, b], Pj = [αj, βj] i

αj < βj при j = 0, 1, ...,m та ã = min{β0, b},
причому [ã, b) ⊆

m∪
j=1

◦
P j i a ∈

◦
P 0. Тодi iснує

такий ланцюжок вiдрiзкiв Ik = [ak, bk], де
k = 0, 1, ..., n, що система I = {I0, I1, .., In}
вписана в систему P = {P0, P1, ..., Pm}, при-
чому a0 = a, bn = b i I0 ⊆ P0.

Доведення. За умовою α0 < a < β0. Якщо
β0 ≥ b, то ми покладаємо a0 = a, b0 = b,
I0 = [a0, b0] i послiдовнiсть з одного вiдрiзка
I0 буде шуканим ланцюжком.

Нехай β0 < b. Покладемо b0 = β0 =
ã, I0 = [a0, b0] i j0 = 0. Оскiльки b0 ∈
[ã, b), то iснує такий iндекс j1 = 1, ...,m,

що b0 ∈
◦
P j1 , тобто αj1 < b0 < βj1 . Вiзьме-

мо a1 =
max{αj1

,a}+b0
2

, b1 = min{βj1 ; b} i по-
кладемо I1 = [a1, b1]. Оскiльки αj1 < b0 i
a < b0, то max{αj1 , a} < b0, а тому a0 =
a ≤ max{αj1 , a} < a1 < b0 i a1 > αj1 . З дру-
гого боку b1 ≤ βj1 , отже, I1 ⊆ Pj1 . Крiм того,
b0 < βj1 i b0 < b, тому b0 < b1. Таким чином,
a0 < a1 < b0 < b1, отже, вiдрiзки I0 та I1
нетривiально перетинаються. Якщо b1 = b,
то пара (I0, I1) буде шуканим ланцюжком.

Нехай b1 < b. Оскiльки b1 > b0 = ã, та

b1 ∈ [ã, b), отже, iснує j2 = 1, ...,m, таке, що

b1 ∈
◦
P j2 = (αj2 , βj2), тобто, αj2 < b1 < βj2 .

Оскiльки b1 = βj1 /∈
◦
P j1 i b1 ∈

◦
P j2 , то j1 ̸= j2.

Тому всi три номери j0, j1 i j2 рiзнi. Вi-
зьмемо a2 =

max{αj2
,b0}+b1

2
, b2 = min{βj2 ; b},

I2 = [a2, b2]. Оскiльки αj2 < b1 i b0 < b1, то
max{αj2 , b0} < b1, а тому a1 < max{αj2 , b0} <
a2 < b1 i a2 > αj2 . З другого боку, b2 ≤ βj2 ,
отже, I2 ⊆ Pj2 . Крiм того, b1 < βj2 i b1 < b,
тому b1 < b2. Таким чином, a1 < a2 <
b1 < b2, отже, вiдрiзки I1 та I2 нетривi-
ально перетинаються. Окрiм того, оскiльки
b0 ≤ max{αj2 , b0} < a2, то вiдрiзки I0 та I2
не перетинаються. Якщо b2 = b, то трiйка
(I0, I1, I2) буде шуканим ланцюжком, якщо
ж b2 < b, то побудова продовжується.

Припустимо, що для деякого номера k >
2 вже побудованi вiдрiзки Is = [as, bs] при
s = 0, ..., k − 1, такi, що сусiднi вiдрiзки
Is та Is+1 перетинаються нетривiально при
s = 0, ..., k − 2, а вiдрiзки Is та Is+2 не пе-
ретинаються при s = 0, ..., k − 3. При цьому
визначенi рiзнi номери 0 = j0, j1, ..., jj−1 се-
ред чисел 0, 1, ...,m, такi, що Is ⊆ Pjs при
s = 0, ..., k− 1, as =

max{αjs ,bs−2}+bs−1

2
, bs = βjs

при s = 2, ..., k − 2, bk−1 = min{βjk−1
; b} i

b0 < b1 < ... < bk−1. Якщо bk−1 = b, то на-
бiр (I0, ..., Ik−1) i буде шуканим ланцюжком
вiдрiзкiв.

Нехай bk−1 < b. Тодi bk−1 ∈ [ã, b), отже,
iснує такий номер jk = 1, ...,m, що bk−1 ∈
◦
P jk , тобто αjk < bk−1 < βjk . За побудовою
bk−1 = βjk−1

> bk−2 = βjk−2
> ... > b1 = βj1 ,

отже, bk−1 /∈
◦
P js при s = 1, ..., k − 1. Крiм

того, jk ̸= j0 = 0, бо jk ≥ 1. Таким чином,
всi номери j0, ..., jk рiзнi.

Покладемо ak =
max{αjk

,bk−2}+bk−1

2
, bk =

min{βjk ; b} i Ik = [ak, bk]. Перевiримо, що
ak−1 < ak < bk−1 < bk. Оскiльки за припуще-
нням вiдрiзки Ik−2 та Ik−1 нетривiально пе-
ретинаються, то ak−2 < ak−1 < bk−2 < bk−1,
зокрема, ak−1 < bk−2, а значить, ak−1 <
max{αjk , bk−2}. Але αjk < bk−1 i bk−2 < bk−1,
тому max{αjk , bk−2} < bk−1. Отже, ak−1 <
max{αjk , bk−2} < ak < bk−1. Далi bk−1 < βjk
i bk−1 < b, тому bk−1 < bk. Таким чином,
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ak < bk, i вiдрiзки Ik−1 та Ik нетривiально
перетинаються. До того ж

ak > max{αjk , bk−2} ≥ bk−2,

отже, вiдрiзки Ik−2 та Ik не перетинаються.
Нарештi,

αjk ≤ max{αjk , bk−2} < ak < bk ≤ βjk .

Отже, Ik ⊆ Pjk . Таким чином, побудову мо-
жна продовжити ще на один крок.

Оскiльки число iндексiв вiдрiзкiв Pj до-
рiвнює m + 1, то процес побудови вiдрiзкiв
Ik не може тривати до нескiнченностi, адже
iндекси j0, ..., jk, якi виникають у побудовi є
рiзними. Отже, процедура завершується на
якомусь кроцi n ≤ m i ми отримаємо шука-
ний ланцюжок I0, ..., In для вiдрiзка I.

6. Лема про нескiнченно диференцi-
йовнi функцiї.

Розглянемо функцiю f : R → R

f(x) =

{
e

1
x2−1 , |x| < 1;
0, |x| ≥ 1.

Добре вiдомо, що f — нескiнченно диферен-
цiйовна функцiя. При цьому f(x) > 0 на
(−1, 1).

Позначимо I =
+∞∫
−∞

f(x)dx =
1∫

−1

e
1

x2−1dx.

Ясно, що I > 0. Розглянемо функцiю g(x) =
x∫

−∞

f(t)
I
dt. Оскiльки функцiя f неперервна,

то g′(x) = f(x)
I

≥ 0 на R. Тому функцiя g
нескiнченно диференцiйовна на R, g зростає
на R, причому g(x) = 0 при x ≤ −1 i g(x) = 1
при x ≥ 1.

Позначимо символом C∞(R) простiр всiх
нескiнченно диференцйовних функцiй h :
R → R.

Лема 2. Нехай a, b, α, β ∈ R i a < b. Тодi
iснує функцiя φ ∈ C∞(R), така, що φ(x) = α
при x ≤ a, φ(x) = β при x ≥ β, i φ зростає
при α < β, спадає при α > β та є сталою
при α = β.

Доведення. Позначимо ψ(x) = 2x−a
b−a − 1.

Легко перевiрити, що функцiя φ(x) = (β −
α)g(ψ(x))+α, де g — вище побудована фун-
кцiя, є шуканою.

7. Iснування нескiнченно диферен-
цiйовних промiжних функцiй, ло-
кально сталих на кiнцях вiдрiзка.

Теорема 4. Нехай (g, h) — строга пара Га-
на на I = [a, b], i γ — довiльне число з iнтер-
валу (g(a), h(a)). Тодi для пари (g, h) iснує
строго промiжна C∞-функцiя f : I → R,
така, що f локально стала в точках a i b i
f(a) = γ.

Доведення. Для кожної точки x ∈ (a, b]
розглянемо довiльне число yx, таке, що
g(x) < yx < h(x), i покладемо ya = γ.
Оскiльки функцiя g напiвнеперервна звер-
ху, а h знизу, то для кожного x ∈ I iснує
таке δx > 0, що g(u) < yx < h(u) при
u ∈ Vx = (x− 2δx, x+ 2δx) i u ∈ I.

Якщо d = a + 2δa ≥ b, то стала функцiя
f(x) = ya = γ i буде шуканою. Нехай d < b.
Покладемо c = a + δa. Тодi a < c < b. Зро-
зумiло, що вiдрiзок [c, b] покривається си-
стемою iнтервалiв Ux = (x − δx, x + δx), де
x пробiгає [c, b], адже x ∈ Ux для кожного
x ∈ [c, b]. За лемою Гейне-Бореля iснує скiн-
ченне число точок x1, ..., xm з вiдрiзка [c, b],

таких, що [c, b] ⊆
m∪
j=1

Uxj .

Вiзьмемо Pj = Uxj , P0 = [a, c] та P = {Pj :
j = 0, 1, ...,m}. За лемою 1, iснує ланцюжок
з вiдрiзкiв Ik = [ak, bk], k = 0, 1, ..., n, вписа-
ний в покриття P , такий, що I0 ⊆ P0, a0 = a
i bn = b. Оскiльки для довiльного k = 0, ...,m
маємо, що Ik ⊆ Pjk = Uxjk ⊆ Vxjk , то
g(u) < yxkj < h(u) на I ∩ Ik. Надалi буде-
мо позначати z0 = ya = γ i yxjk = zk при
k = 1, ..., n. Для нашого ланцюжка викону-
ються такi нерiвностi:

a = a0 < a1 < b0 < a2 < b1 < ... < an <

< bn−1 < bn = b

Покладемо Ak = [ak, bk−1], k = 1, ..., n; B0 =
[a0, a1], Bk = [ak−1, ak+1] при k = 1, ..., n −
1, Bn = [bn−1, bn]. Маємо, що для кожного
k = 0, ..., n виконуються включення Bk ⊆ Ik
i для кожного k = 1, ..., n — включення Ak =
Ik−1 ∩ Ik.

Для кожного вiдрiзка Ak = [ak, bk−1] при
k = 1, ..., n, використовуючи лему 2, побу-
дуємо C∞-функцiю φk : R → R, для якої
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φk(x) = zk−1 при x ≤ ak, φk(x) = zk при
x ≥ bk−1, причому функцiя φk зростає при
zk−1 ≤ zk i спадає при zk−1 ≥ zk. Визна-
чимо функцiю f : [a, b] → R, покладаючи
f(x) = zk, якщо x ∈ Bk при k = 0, 1, ..., n, i
f(x) = φk(x), якщо x ∈ Ak при k = 1, ..., n.

Зрозумiло, що функцiя f нескiнченно ди-
ференцiйовна, локально стала у точках a i b,
i f(a) = z0 = γ.

Покажемо, що f є строго промiжною
функцiєю для пари (g, h) на [a, b]. Нехай x ∈
[a, b]. Тодi iснує такий номер k = 0, 1, ..., n,
що x ∈ Bk, або такий номер k = 1, ..., n, що
x ∈ Ak.

Припустимо, що x ∈ Bk при k = 1, ..., n−
1. Тодi f(x) = zk = yjk i g(u) < yjk < h(u) на
Vjk . Оскiльки вiдрiзки Ik−1 та Ik i Ik та Ik+1

нетривiально перетинаються i Ik−1 ∩ Ik+1 =
Ø, то

ak−1 < ak < bk−1 < ak+1 < bk < bk+1,

отже, Bk = [bk−1, ak+1] ⊆ [ak, bk] = Ik ⊆ Vxjk
а тому f(x) = zk ∈ (g(x), h(x)).

Нехай x ∈ B0. Тодi f(x) = z0 = ya = γ.
Але a = a0 < a1 < b0, тому

B0 = [a0, a1] ⊆ [a0, b0] = I0 ⊆ P0 = [a, c] ⊆ Va.

Отже f(x) = γ ∈ (g(x), h(x)).
Нарештi, нехай x ∈ Bn. Тодi f(x) = zn =

yjn . Але вiдрiзки In−1 та In нетривiально пе-
ретинаються. Тому an−1 < an < bn−1 < bn,
отже,

Bn = [bn−1, bn] ⊆ [an, bn] = In ⊆ Vxjn .

В такому разi f(x) = yjn ∈ (g(x), h(x)).
Нехай тепер x ∈ Ak для деякого k =

1, ..., n. За побудовою g(u) < zs < h(u) на
Is для довiльного s = 0, 1, ..., n. Нехай ck =
min{zk−1, zk} i dk = max{zk−1, zk}. Оскiльки
Ak = Ik−1 ∩ Ik, то g(x) < ck ≤ dk < h(x). Але
f(x) = φk(x) ∈ [ck, dk]. Тому g(x) < f(x) <
h(x). Таким чином, f — це шукана функцiя.

Замiною t = b−x з теореми 2 легко виво-
диться i такий результат.

Теорема 5. Нехай (g, h) — строга пара Га-
на на I = [a, b], i γ — довiльне число з iнтер-
валу (g(b), h(b)). Тодi для пари (g, h) iснує
строго промiжна C∞-функцiя f : I → R,

така, що f локально стала в точках a i b i
f(b) = γ.

Зауважимо, що з леми про iснування впи-
саного ланцюжка вiдрiзкiв можна вивести i
теорему 2.

8. Промiжнi функцiї на рiзних про-
мiжках.

З допомогою теорем 2, 3, 4 i 5 ми мо-
жемо здiйснити побудову строго промiжних
кусково лiнiйних чи C∞-функцiй на довiль-
них промiжках числової прямої.

Теорема 6. Нехай I = [a, b) — довiльний
вiдкритий справа промiжок в R, скiнченний
чи нескiнченний, (g, h) — строга пара Гана
на I i g(a) < γ < h(a). Тодi iснує строго
промiжна для пари (g, h) нескiнченно дифе-
ренцiйовна функцiя f : I → R, така, що
f(a) = γ i f — локально стала у точцi a.

Доведення. Легко побудувати таку стро-
го зростаючу послiдовнiсть точок bn ∈ (a, b),
що lim

n→∞
bn = b. Для одноманiтностi позна-

чень покладемо b0 = a. За теоремою 3
iснує така C∞-функцiя f1 : [b0, b1] → R, що
f1(b0) = γ, причому f1 локально стала на
кiнцях вiдрiзка [b0, b1] i є строго промiжною
для строгої пари Гана (g|[b0,b1], h|[b0,b1]). На
другому кроцi будуємо таку C∞-функцiю
f2 : [b1, b2] → R, що f2(b1) = f1(b1), причо-
му вона є локально сталою на кiнцях вiдрiз-
ка [b1, b2], i є строго промiжною для строгої
пари Гана (g|[b1,b2], h|[b1,b2]).

Продовжуючи цей процес до нескiнчен-
ностi, ми побудуємо для кожного номера n ∈
N таку C∞-функцiю fn : [bn−1, bn] → R, що
локально сталi на кiнцях вiдрiзка [bn−1, bn], i
fn(bn−1) = fn−1(bn−1) та є строго промiжною
для строгої пари Гана (g|[bn−1,bn], h|[bn−1,bn]).

Покладемо f(x) = fn(x) на [bn−1, bn], де
n — довiльний номер. Цими умовами коре-
ктно визначається C∞-функцiя f : I → R,
яка i буде строго промiжною для строгої па-
ри Гана (g, h) на I, причому f(a) = γ i f є
локально сталою в точцi a.

Так само з теореми 4 легко виводиться
такий результат, який можна отримати i з
теореми 6 вiдповiдною замiною.

Теорема 7. Нехай I = (a, b] — довiль-
ний вiдкритий злiва промiжок, скiнченний
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чи нескiнченний, (g, h) — строга пара Га-
на на I i g(b) < γ < h(b). Тодi iснує стро-
го промiжна для пари (g, h) нескiнченно ди-
ференцiйовна функцiя f : I → R, така, що
f(b) = γ i f локально стала в точцi b.

З теоерем 6 i 7 легко легко виводиться:
Теорема 8. Нехай I = (a, b) — довiльний

iнтервал в R, скiнченний чи нескiнченний,
x0 ∈ I, (g, h) — строга пара Гана на I, i
g(x0) < y0 < h(x0). Тодi iснує строго промi-
жна для пари (g, h) нескiнченно диференцi-
йовна функцiя f : I → R, така, що f(x0 = y0.

Доведення. За теоремами 6 i 7 iснують
C∞-функцiї f− : (a, x0] → R i f+ : [x0, b) →
R, якi є строго промiжними для строгих пар
Гана (g|(a,x0], h|(a,x0]) i (g|[x0,b), h|[x0,b)) вiдпо-
вiдно i f−(x0) = y0 = f+(x0), f− та f+ ло-
кально сталi в точцi x0. Тодi функцiя f :
I → R, для якої f(x) = f−(x) на (a, x0] i
f(x) = f+(x) на [x0, b) буде шуканою.

Функцiю f : [a, b) → R /f : (a, b] → R/
ми називаємо кусково лiнiйною, якщо iснує
така строго зростаюча /спадна/ послiдов-
нiсть точок (xn)

∞
n=0, що x0 = a /x0 = b/,

lim
n→∞

xn = b / lim
n→∞

xn = a/ i всi звуження
f |[xn,xn+1] /f |[xn+1,xn]/ є лiнiйними.

Функцiю f : (a, b) → R ми називатиме-
мо кусково лiнiйною, якщо iснує така дво-
стороння послiдовнiсть (xn)n∈Z точок xn з
iнтервалу (a, b), що xn < xn+1 для кожного
n ∈ Z, lim

n→+∞
xn = b, lim

n→−∞
xn = a, i звуження

f |[xn,xn+1] є лiнiйною функцiєю для кожного
n ∈ Z.

Аналогiчнi твердження справедливi i в
тому випадку, коли I — довiльний промi-
жок.

Так само як теорема 6 на основi теорем 2
i 3, легко встановлюються такi результати.

Теорема 9. Для довiльної строгої пари Га-
на (g, h) на промiжку I = [a, b) i числа γ,
для якого g(a) < γ < h(a), iснує така стро-
го промiжна для пари (g, h) кусково лiнiйна
функцiя f : I → R, що f(a) = γ.

Теорема 10. Для довiльної строгої пари
Гана (g, h) на промiжку I = (a, b] i числа γ,
для якого g(b) < γ < h(b), iснує така стро-
го промiжна для пари (g, h) кусково лiнiйна
функцiя f : I → R, що f(b) = γ.

Теорема 11. Нехай I = (a, b) довiльний
iнтервал в R, скiнченний чи нескiнченний,
x0 ∈ I, (g, h) — строга пара Гана на I, i
g(x0) < y0 < h(x0). Тодi iснує строго промi-
жна для пари (g, h) кусково лiнiйна функцiя
f : I → R, така, що f(x0) = y0.

9. Приклади.
Покажемо, що коли g(x) = h(x) хоча б

в однiй точцi, то промiжнi кусково лiнiйнi
чи нескiнченно диференцiйовнi функцiї мо-
жуть не iснувати.

Приклад 1. Для точок xn = 1
n

з вiдрiз-
ка [0, 1] побудуємо функцiї g : [0, 1] → R i
h : [0, 1] → R, покладаючи g(0) = h(0) = 0,
g(xn) = −2xn

3
i h(xn) = −xn

3
, якщо n парне,

g(xn) = xn
3

i h(xn) = 2xn
3

, якщо n непарне,
i вважаючи, що функцiї g i h лiнiйнi на ко-
жному вiдрiзку [xn+1, xn].

Маємо, що g(0) = h(0) i g(x) < h(x) на
(0, 1]. Легко перевiрити, що функцiї g i h не-
перервнi. Покажемо, що для пари Гана (g, h)
на [0, 1] не iснує промiжної кусково лiнiйної
функцiї. Справдi, нехай f : [0, 1] → R — про-
мiжна функцiя для пари (g, h). Покажемо,
що на кожному вiдрiзку [xn+2, xn] функцiя
f не може бути лiнiйною. Якщо n парне, то

f(xn) ≤ h(xn) = −xn
3
< 0 <

<
xn+1

3
= g(xn+1) ≤ f(xn+1)

i
f(xn+2) ≤ h(xn+2) = −xn+2

3
< 0 <

<
xn+1

3
= g(xn+1) ≤ f(xn+1),

отже, f(xn) < f(xn+1) i f(xn+1) > f(xn+2),
а xn+2 < xn+1 < xn. Таким чином, фун-
кцiя f не є монотонною на In, а значить,
не є i лiнiйною на In. Якщо n непарне, то
f(xn+1) < f(xn) i f(xn+2) > f(xn+1) i знову
f не монотонна, а тому i не лiнiйна на In.

Тепер зрозумiло, що f не може бути ку-
сково лiнiйною на [0, 1], iнакше б iснувало
таке число c ∈ (0, 1), що f лiнiйна на [0, c],
але xn → 0, тому при достатньо великих n
виконуються нерiвностi 0 < xn+2 < xn < c,
а тодi In ⊆ [0, c] i f лiнiйна на In, що немо-
жливо.
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Приклад 2. Вiзьмемо g(x) = |x|, h(x) =
2|x|. Покажемо, що не iснує промiжної ди-
ференцiйовної функцiї для пари (g, h) на
[−1, 1].

Нехай така функцiя f iснує. Тодi при
∆x > 0:

|∆x|
∆x

=
g(∆x)

∆x
≤ f(∆x)

∆x
≤ h(∆x)

∆x
=

2|∆x|
∆x

.

Отже, lim
∆x→+0

∆x
∆x

≤ lim
∆x→+0

f(∆x)
∆x

≤ lim
∆x→+0

2∆x
∆x
.

Звiдки 1 ≤ f ′(0) ≤ 2.
З iншого боку, |∆x|

∆x
≥ f(∆x)

∆x
≥ 2|∆x|

∆x
при

∆x < 0, а отже, lim
∆x→−0

|∆x|
∆x

≥ lim
∆x→−0

f(∆x)
∆x

≥

lim
∆x→−0

2|∆x|
∆x

звiдки, −1 ≥ f ′(0) ≥ −2.
Отримана суперечнiсть показує, що про-

мiжної диференцiйовної функцiї для пари
(g, h) на [−1, 1] не iснує.
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