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ПРО ЗВ’ЯЗОК МIЖ ФУНДАМЕНТАЛЬНИМИ РОЗВ’ЯЗКАМИ
ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ I РIВНЯНЬ З ДРОБОВИМИ ПОХIДНИМИ

Встановлюється зв’язок мiж функцiями Грiна задачi Кошi для параболiчних рiвнянь
i вiдповiдних рiвнянь з дробовою похiдною. На його основi виводяться оцiнки компонент
функцiї Грiна i будується розв’язок та фундаментальний розв’язок задачi Кошi зi змiнними
коефiцiєнтами фрактальних рiвнянь.

It is established the connection between Green functions of the Cauchy problem for parabolic
equations and related equations with fractional derivative. On the basis of such connection esti-
mates of component of Green function are derived and the solution and the fundamental solution
of the Cauchy problem with variable coefficients of fractal equations are constructed.

Вступ
Задачi для рiвнянь з частинними похi-

дними виникають при моделюваннi рiзних
складних явищ i процесiв у сучасному при-
родознавствi, технiцi, математичнiй фiзицi,
квантовiй механiцi, теорiї ядерних ланцюго-
вих реакцiй, економiцi екологiї тощо. Кла-
сичнi розв’язки задачi Кошi й крайових за-
дач вивчались в монографiях Т.Я. Загорско-
го, С.Д. Ейдельмана, О.О. Ладижинської,
С.Д. Iвасишена, Б.Й. Пташника та iн.

Задачi з дробовими похiдними були пре-
дметом дослiджень багатьох математикiв у
рiзнi перiоди: Л. Ейлером, Ж. Лiувiллем та
Рiманом, Ж. Адамаром, С. Самко i А. Кiн-
басом, А. Нахушевим тощо. Основи дробо-
вого iнтегро-диференцiювання подано у по-
сiбнику Н.О. Вiрченко i В.Я. Рибака [1], де
проаналiзовано бiльше двохсот публiкацiй.

Для рiвнянь параболiчного типу тепер
опублiковано вiтчизняними i зарубiжними
матемтаиками ряд визначних праць. Зокре-
ма, у книзi С.Д. Ейдельмана, С.Д. Iвасише-
на, А.Н. Кочубея [3] за допомогою функцiй
Фокса вивчено властивостi функцiї Грiна за-
дачi Кошi для рiвнянь другого порядку, ме-
тодом Є. Левi побудовано фундаментальний
розв’язок i встановлено коректнiсть цiєї за-
дачi.

У цiй статтi, яка складається iз двох ча-
стин, компоненти функцiї Грiна задачi Кошi

для рiвнянь з дробовою похiдною визнача-
ються за допомогою функцiї Грiна вiдповiд-
ного параболiчного рiвняння. Незалежно вiд
порядку рiвняння i числа просторових змiн-
них встановлюється єдиний пiдхiд до оцiнок
компонент функцiї Грiна. Вiн базується на
зображеннi iнтегралiв Лапласа по спецiаль-
них контурах.

У другiй частинi дослдження розгляда-
ється задача Кошi для рiвнянь зi змiнни-
ми коефiцiєнтами. За допомогою об’ємно-
го потенцiала задача зводиться до нерегу-
лярного iнтегрального рiвняння Вольтерра–
Фредгольма з ядром iз класу Дiнi. Буду-
ється резольвента i встановлюється коре-
ктнiсть задачi Кошi в нормованих просто-
рах Дiнi.

§1. Функцiя Грiна задачi Кошi

У пiвпросторi Π = (0,∞) × En розгляне-
мо задачу Кошi для рiвнянь параболiчного
типу

∂u

∂t
=
∑
|k|≤2b

AkD
k
xu+ f(t, x), (1)

u|t=0 = φ(x).

А також цю задачу для рiвняння з модифi-
кованим оператором дробового диференцiю-
вання

Dα
t u1 −

u1(0, t)

Γ(1− α)tα
=
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=
∑
|k|≤2b

AkD
k
xu1 + f1(t, x). (2)

Для знаходження розв’язкiв скористає-
мось перетвореннями Фур’є i Лапласа

F (t, σ) = Ff(t, x) =

∫
En

e−iσxf(t, x)dx, (3)

Lf1(t, x) = ψ(p, x) =

∞∫
0

e−ptf1(t, x)dt, (4)

де f ∈ L1(En), f1 – оригiнал. Оператори F
i L мають оберненi F−1 i L−1, з допомогою
F−1 фундаментальний розв’язок задачi Ко-
шi (1) визначається формулою

G0(t, x) = F−1Q(t, σ) =

=
1

(2π)n

∫
En

eiσxQ(t, σ)dσ, (5)

де Q(t, σ) = exp{A(iσ)t} – нормальний
розв’язок рiвняння

dv

dt
=
∑
|k|≤2b

Ak(iσ)
kv(t, σ) ≡ A(iσ)v,

σ ∈ En, i =
√
−1.

Припустимо, що рiвняння (1) параболi-
чне, причому функцiя G(t, x) задовольняє
нерiвностi [2]

|Dk
xG0(t, x)| ≤ ckt

−n+|k|
2b e−cp(t,x), (6)

для всiх t ∈ (0,∞), ck, c – додатнi сталi,

ρ0(t, x) =
(
|x|t− 1

2b

)q0
, q0 =

2b

2b− 1
. Зауважи-

мо, що для |x| < 1 справджується нерiвнiсть
[2]

T∫
0

t−
n+|k|
2b e−ρ0(t,x)dt ≤

≤ cT


1, n+ |k| < 2b,
ln 1

|x| + 1, n+ |k| = 2b,

|x|−(n+|k|−2b), n+ |k| > 2b.

Застосуємо до рiвняння (2) перетворення
Фур’є Лапласа, тодi отримаємо рiвняння

pαv1(p, σ)− pα−1φ̃1(σ) =

=
∑
|k|≤2b

Ak(iσ)v1 + f̃1(p, σ). (7)

Звiдси знаходимо

v1(p, σ) =
φ̃1(σ)p

α−1

pα − A(iσ)
+

f̃1(p, σ)

pα − A(iσ)
, (8)

A(σ) ≡
∑
|k|≤2b

Ak(iσ)
k.

В результатi застосування оберненого опе-
ратора Фур’є-Лапласа до обох частин рiв-
ностi та теореми про перетворення Фур’є-
Лапласа згортки будемо мати

u1(t, x) =

∫
En

G1(t, x− ξ)φ1(ξ)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
En

G2(t− τ, x− ξ)f1(τ, ξ)dξ. (9)

Тут позначено

G1(t, x) = F−1
σ L−1

p

(
pα−1

pα − A(iσ)

)
=

= 1
(2π)n+1i

a+iσ∫
a−iσ

ept
∫
En

eiσx
(

pα−1

pα−A(σ)

)
dσdp;

G2(t, x) = F−1L−1
p

(
1

pα − A(iσ)

)
=

= L−1
p

{∞∫
0

e−p
ατG0(τ, x)dτ

}
.

(10)
Теорема 1 (про функцiю Грiна).

Якщо рiвняння (1) параболiчне, то компо-
ненти функцiї Грiна задачi для рiвняння
(2) визначаються формулами (10) i для них
справджуються нерiвностi

|Dk
xG1(t, x)| ≤

≤ cke
−cρ(x̂)t−

n+|k|
2b

αΨn+|k|−2b(x̂), (11)

|Dk
xG2(t, x)| ≤

≤ cke
−cρ(x̂)t−α

n+|k|
2b

−1+αΨn+|k|−2b(x̂), (12)

де для |x| < 1

Ψm(x) =

 1, m < 0,
| ln |x||+ 1, m = 0,

|x|−m, m > 0,
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а при |x| ≥ 1 Ψm(x) = Ψm(1) i m ∈ E1,

ρ(x̂) =

(
|x|
t

α
2b

)q
, q =

2b

2b− α

|DtG1(t, x)| ≤ ct−
nα+2b

2b Ψn−2b|x̂|e
−c|x̂|q . (13)

Для функцiй φ ∈ c(ω)(En), f ∈
c(ω)((0, T ) × En) розв’язок задачi Кошi (1),
(2) визначається формулою (9) i для нього
правильна нерiвнiсть

|Dk
xu(t, x)| ≤ ck

[
t−

|k|
2b (|φ|ω + |f1|ω)

]
,

|k| ≤ 2b.

Доведення. Очевидно правильна рiв-
нiсть

1

pα − A(iσ)
=

∞∫
0

e−(pα−A(iσ))τdτ.

Тому згiдно з формулою (5) маємо зображе-
ння

G1(t, x) = F−1L−1

 ∞∫
0

e
−(pα−A(iσ))τ
pα−1 dτ

 =

= L−1

 ∞∫
0

e−p
ατ

pα−1 F
−1
σ

(
eA(iσ)τ

)
dτ

 =

= L−1
p

 ∞∫
0

e−p
ατ

pα−1 G0(τ, x)dτ

 . (14)

З другого боку також знаходимо

G1(t, x) = F−1L−1

 pα−1

pα
(
1− A

pα

)
 =

= F−1L−1

(
1

p

∞∑
k=0

Ak

pαk

)
для |A(iσ)| < |p|α. Скористаємось спiввiдно-
шенням

L−1p−αk−1 =
1

2πi

∫
Repα≥|A(σ)|

eptp−αk−1dp =

=
tαk

Γ(αk + 1)
, (k = 0, 1, ...),

яке легко перевiряється, якщо до обох ча-
стин застосувати пряме перетворення Ла-

пласа
∞∫
0

e−pttαkdt = p−(k+α+1)Γ(αk + 1).

Отже, приходимо до такого зображення
функцiї

G1(t, x) = F−1

(
∞∑
k=0

Aktαk
1

Γ(αk + 1)

)
=

= F−1
σ Eα(A(iσ)t

α), (15)

де Eα(t) =
∞∑
k=0

tk

Γ(αk + 1)
– функцiя Мiттаг-

Лефлера.
Оцiнимо функцiю G1(t, x) та її похiднi,

виходячи iз зображення (14). Позначимо
функцiю пiд знаком оператора L−1

p через
φα(p, x) i продиференцiюємо.

Будемо мати

Dk
xφα(p, x) =

∞∫
0

e−p
ατDk

xG0(τ, x)dτ.

Для похiдних Dk
xG1, покладаючи p = zt−1,

τ = βt, отримуємо формулу

Dk
xG1(t, x) =

1

2πi

a+i∞∫
a−i∞

eptpα−1Dk
xφα(p, x)dp =

=
t−α

2πi

at+i∞∫
at−i∞

ezDk
xφα(zt

−1, x)zα−1dz =

=
1

2πi

a+i∞∫
a−i∞

ezzα−1

∞∫
0

e−z
αβDk

xG0(t
αβ, x)dβdz.

(16)
Спочатку оцiнимо функцiю

Dk
xφα(zt

−1, x). Зробивши замiну τ = tαβ,
будемо мати

Dk
xφα(zt

−1, x) = tα
∞∫
0

e−z
αβDk

xG0(t
αβ, x)dβ.
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За допомогою нерiвностi (6) знаходимо

|Dk
xφα(zt

−1, x)| ≤

≤ ctα
∞∫
0

e−(Rezα)β−cp(β,x̂)β−n+|k|
2b dβt−

n+|k|
2b

α.

Скористаємось нерiвнiстю [2, c. 153]

−Aβ − C1(|x̂|β− 1
2b )q ≤ −C0A

1
2b |x̂|, (17)

де C0 =
2bC

1
q

1

(2b− 1)
1
q

, 0 < c1 < c, A > 0.

Якщо скористатись лемою 7.1 [2], то для
ReZα ≥ c(φ) > 0 отримаємо

|Dk
xφα(zt

−1, x)| ≤ Cke
−(1−ε)(Rezα) 1

2b |x̂|×

×t−
n+|k|−2b

2b
α

∞∫
0

e−ε(Rezα)β−ερ(β,x̂)β−n+|k|
2b dβ ≤

≤ Cke
−Cε(Rezα) 1

2b |x̂|Ψn+|k|−2b(x̂)×

×t−
n+|k|−2b

2b
α. (18)

В iнтегралi (16) для DkG1(t, x)
пiдiнтегральна функцiя Ψk(z) ≡
ezzα−1Dk

zφα(zt
−1, x) аналiтична в обла-

стi Z = {Z = (a1 + iv1)e
iφ0 , a1 > 0, |v1| <

∞, 0 < φ0 <
ε

4
}.

У областi Z мiститься область Ca =
{Z,Z = a + ivei(sgnv)φ0 , a > 0}, яка склада-
ється iз двох прямих на площинi, що вихо-
дять з точки (a, 0) пiд кутом φ0 з уявною
вiссю при v ≥ 0 i (−φ0) при v ≤ 0.

Якщо z = |z|eiψ, z ∈ Ca, cosψ = Rez
|z| , то

cos(φ0 +
π

2
) = − sinφ0 ≤ cosψ =

=
Rez = a− |v| sinφ0√

(a− v sinφ0)2 + v2 cos2 φ0

≤ 1, (19)

тобто 0 ≤ ψ(v) ≤ φ0 +
π

2
, v ∈ (0,∞);

cosψ(0) = 1 + cosψ(∞) = cos(
π

2
+ φ0) < 0,

a cosφ0 ≤ |z(v)| ≤
√
v2 + a2.

У формулi (16) iнтеграл по контуру
Бромвiча (a−i∞; a+i∞) можна замiнити на
контур Ca. Справдi, нехай z = z1 + iz2. То-
дi функцiя f(z) в iнтегралi внаслiдок оцiнки
(6) задовольняє нерiвнiсть

|fk(z)| ≤ eRez|z|α−1ec[Re(z1+iz2)α] 1
2b ≤

≤ Cke
z1−c|z|

α
2b cosψα|x̂|Ψk(x̂)|z|α−1 (20)

i вона в областi Z аналiтична. За теоремою
Кошi (див. рис. )∫
aA

f(z)dz +

∫
AB

f(z)dz +

∫
Ca≃Ba

f(z)dz = 0.

Для точок z ∈ Ca cosαψ ≥ cosα
(π
2
+ φ0

)
=

γ > 0, якщо 0 < φ0 <

(
1

α
− 1

)
π

2
. Тому

lim
z2→∞

fk(z1 + iz2) = 0, z1 ∈ (−∞, a], x̂ ̸= 0

lim
z2→∞

∫
AB

fk(z1 + iz2)dz1 =

= lim
z2→∞

a∫
−∞

fk(z1 + iz2)dz1 = 0.

Отже, знаходимо, що

lim
z2→∞

∫
aA

fk(z1 + iz2)dz1 =

a+i∞∫
a−i∞

f(z)dz =

=

∫
Ca∗

f(z)dz.

Тепер оцiнимо похiднi Dk
xG1(t, x). Згiдно

з формулою (16)

Dk
xG1(t, x) = 2πi

∫
Ca

fk(z, t, x)dz =
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=
t−α

2πi

∞∫
0

fk(z(v), t, x)dv.

Враховуючи нерiвностi Rezα ≥ γ > 0, (19),
(20), будемо мати при |x̂| < 1

|Dk
xG1(t, x)| ≤ Ckt

−αn+|k|
2b ×

×
∞∫
0

ea−v sinφ0−c(a cosφ0)
α
2b γ|x̂|(a cosφ0)

α−1dv×

×Ψk(x̂) ≤ Ck(a)t
−αn+|k|

2b Ψn+|k|−2b(x̂). (21)

Якщо |x̂| ≥ 1, то в iнтегралi Dk
xG1 по кон-

туру Ca виконаємо замiну z = |x̂|yξ. Отри-
маємо

Dk
xG1(t, x) =

=
1

2πi

∫
Ca|x̂|y

eξ|x̂|
y

Dk
xG1(t, x̂

yξ, x)|ξ|−1dξ|x̂|yαt−α.

Знову з допомогою тих же нерiвностей зна-
ходимо

|Dk
xG1(t, x)| ≤ Ckt

−αn+|k|
2b Ψn+|k|−2b(x̂)×

×
∞∫
0

e(a−v sinφ0)|x̂|y−c2a
α
2b γ|x̂||x̂|y α

2bdv|x̂|yα.

Оскiльки q
α

2b
+1 =

2b

2b− α
· α
2b

+1 =
2b

2b− α
=

q i при досить малому a : a − c2a
α
2b = −c3,

c3 > 0, то для |x̂| ≥ 1 справджується нерiв-
нiсть

|Dk
xG1(t, x)| ≤ CkΨn+|k|−2b(x̂)×

×t−α
n+|k|
2b |x̂|yαe−c3|x̂|y0

∞∫
0

e−v sinφ0dv ≤

≤ CkΨn+|k|−2b(x̂)e
−c4|x̂|qt−α

n+|k|
2b . (22)

Знаходимо ще похiдну DtG1 iз (16):

DtG1 =
1

2πi

a+i∞∫
a−i∞

eptpα−1Φα(p, x)dp.

Якщо виконати замiну p = zt−1, а в iнте-
гралi Φα(zt

−1, x) ввести замiну τ = βtα, то
отримаємо

DtG1(t, x) =
1

2πi
t−1

at+i∞∫
at−i∞

ezzαΦα(t
−1z, x)dz =

=
t−1

2πi

a+i∞∫
a−i∞

dz

∞∫
0

e−βz
α+zzαG0(βt

αz, x)dβ.

Внаслiдок переходу в iнтегралi по z на
контур iнтегрування Ca i повторенням про-
ведених оцiнок будемо мати

|DtG1(t, x)| ≤ ct−
αn+2b

2b Ψn−2b(x̂)e
−c|x̂|y0 .

Звiдси для |x| < t
α
2b

|DtG1| ≤

≤ e−|x̂|y0


t−

αn+2b
2b , n < 2b,

t−1−α|x|−n+2b, n > 2b,

t−|1+α|
[
ln

|x|
t

α
2b

+ 1

]
, n = 2b,

(23)
а при |x| > t

α
2b отримуємо |DtG1(t, x)| ≤

ce−|x̂|y .
Ще оцiнимо дробову похiдну Dα

t G1(t, x)
i порiвняємо з DtG1. Функцiя G1(t, x) при
(t, x) ̸= 0 задовольняє рiвняння

Dα
t G1(t, x) =

∑
|k|≤2b

AkD
kG1(t, x).

Згiдно з нерiвнiстю (22) маємо, що

|Dα
t G1(t, x)| ≤ C|D2b

x G1(t, x)| ≤

≤ CΨn(x̂)t
−αn+2b

2b e−c|x̂|
y0 .

Тому,
|Dα

t G1(t, x)| ≤

≤ c

{
t−α|x|−n, |x| < t

α
2b ,

t−α
n+2b
2b e−c|x̂|

y0 , |x| > t
α
2b .

(24)

Властивостi функцiї Грiна

Властивiсть 1. Функцiя G1(t, x) має та-
ку властивiсть

I1 =

∫
En

G1(t, x− ξ)dξ = Eα(A(0)t
α) =
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= Eα(A0t
α). (25)

Зокрема, якщо в рiвняннi (1) A0 = 0, то
Eα(0) = 1 i тому∫

En

G1(t, x− ξ)dξ = 1.

Доведення. Згiдно з формулою (15)

I1 =

∫
En

G1(t, x− ξ)dξ =

=

∫
En

∫
En

eiσ(x−ξ)Eα(A(iσ)t
α)dσdξ.

Пiсля замiни порядку iнтегрування за вла-
стивiстю δ(x)–функцiї отримаємо

I1 =

∫
En

Eα(A(iσ)t
α)

∫
En

eiσ(x−ξ)dσ =

=

∫
En

Eα(A(iσ)t
α)δ(σ)dσ =

= Eα(A(0)t
α) = Eα(A0t

α).

Аналогiчно доводиться таке твердження.
Властивiсть 2. Для компоненти

G2(t, x) правильна рiвнiсть

I2(t) =

∫
En

G2(t, x− ξ)dξ =

=


1

Γ(α)
tα−1, якщо A0 = 0,

1

Γ(α)
tα−1 + o(tα−1), якщо A0 ̸= 0, t→ 0.

§2. Задача Кошi для рiвнянь зi
змiнними коефiцiєнтами

1. Властивостi об’ємного потенцiала
Розглянемо рiвняння з коефiцiєнтами,

якi залежать вiд параметра y ∈ En:

∂u

∂t
=
∑
|k|≤2b

Ak(y)D
ku.

Якщо Ak ∈ C(ω)(En), то для приросту фун-
кцiї Грiна правильна нерiвнiсть [5]

|∆yD
k
xG0(t, x− ξ; y)| ≤

≤ Ckωk(|∆y|)(t− τ)−
n+|k|
2b e

−c
(

|x−ξ|

t
1
2b

)q0

.

Тут ω(η) – модуль неперервностi Ak(y), який
надалi задовольняє умову Дiнi

F (η) =

η∫
0

ω(t)t−1dt <∞.

Компоненти функцiї Грiна G1(t, x, η),
G2(t, x, η), якi визначаються формулами
(10), наприклад

G1(t, x− ξ; y) =
1

2πi
×

×
a+i∞∫
a−i∞

eptpα−1

∞∫
0

e−p
ατG0(τ, x− ξ; y)dτ (26)

також по параметру y задовольнять вiдпо-
вiднi нерiвностi (11) – (13), (23)

|∆yD
k
xG1(t, x− ξ; y)| ≤ Ckω(|∆y|)×

×e−cρ0(x̂−ξ)t−α
n+|k|
2b Ψn+|k|−2b(x̂− ξ).

|∆yDtG1(t, x− ξ; y)| ≤ Ckω(|∆y|)× (27)

×t−
αn+2b

2b e−cρ0(x̂−ξ)Ψn−2b(x̂− ξ).

|∆yD
k
xG2(t, x− ξ; y)| ≤ ω(∆y)×

×t−1+α+α
n+|k|
2b Ψn+|k|−2b(x− ξ)e−c|x̂−ξ|

q

.

Далi розглянемо об’ємний потенцiал

V (t, x) =

t∫
0

dτ

∫
En

G2(t− τ, x− ξ, ξ)f(τ, ξ)dξ.

Похiднi D2b
x V знаходяться за формулою

D2b
x V (t, x) =

t∫
0

dτ

∫
En

D2b
x G2(t− τ, x− ξ, ξ)×

×[f(τ, ξ)− f(τ, x)]dξ +

t∫
0

dτ×
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×
∫
En

[
D2b
x G2(t− τ, x− ξ, ξ)−

−D−2b
x G2(t− τ, x− ξ, x)

]
dξf(τ, x)+

+

t∫
0

dτ

∫
En

D−2b
x G2(t− τ, x− ξ, x)dξf(τ, x) ≡

≡ I1 + I2 + I3f. (28)

Iнтеграли I1, I2 оцiнюються однаково з
використанням умови Дiнi функцiї f по x
i цiєї умови для G2(t, σ, x− ξ, x) по третьому
аргументу. Так для I1 знаходимо

|I1| ≤ c

t∫
0

dτ

(t− τ)1−α

∫
En

e
−c
(

|x−y|

(t−τ)
α
2b

)q

×

×(t− τ)−α
n+2b
2b Ψn(x̂− y)ωf (|x− y|)dy|f |ω =

= c

t∫
0

dτ

(t− τ)1−α

∫
|x−y|≤(t−τ)

α
2b

e−c|x̂−y|
q×

×(t− τ)−α|x− y|−nωf (|x− y|)dy|f |ω+

+c

t∫
0

dτ

(t− τ)1−α

∫
|x−y|>(t−τ)

α
2b

e−c|x̂−y|
q×

×(t− τ)−α
n+2b
2b ωf (|x− y|)dy|f |ω.

У iнтегралi першого доданку перейдемо
до сферичної системи координат, а в друго-
му доданку ще використаєм властивiсть мо-
дуля неперервностi: ω(t)t−1 < 2ω(τ)τ−1 для
0 < τ < t. Будемо мати нерiвнiсть

|I1| ≤ c

t∫
0

dτ

(t− τ)

(t−τ)
α
2b∫

0

ωf (ρ)ρ
−1dρ|f |ω+

+c|f |ω

t∫
0

dτ

t− τ

∞∫
(t−τ)

α
2b

e
−c
(

ρ

(t−τ)
α
2b

)q

ρn−1×

×ωf ((t− τ)
α
2b )(t− τ)−

αn
2b dρ.

Звiдси, покладаючи ρ = (t− τ)
α
2b z, дiстаємо

що

|I1| ≤ c|f |ω
t
α
2b∫

0

Ff (τ)τ
−1dτ + Ff (t

α
2b ) ≡

≡ c|f |ωΦf (t
α
2b ).

Така ж нерiвнiсть справджується i для I2
тiльки з модулем неперервностi коефiцiєнтiв
рiвняння.

Iнтеграл I3 дорiвнює нулевi за властивi-
стю функцiї G2. Отже, остаточно

|D2b
x V (t, x)| ≤ c0|f |ω[Fk[t

α
2b ] + Φf [t

α
2b ]]. (29)

Тепер знайдемо дробову похiдну
Dα
t V (t, x) та оцiнимо її вираз. Згiдно з

визначенням Dα
t V (t, x) = DtI

1−α
t V (t, x).

Позначимо I1−αt V (t, x) ≡ W (t, x) i вира-
зимо W через функцiю G1, враховуючи,
що G2(t, x − ξ, ξ) = D1−α

t G1(t, x − ξ, ξ).
Очевидно, маємо

W (t, x) =
1

Γ(α)

t∫
0

dτ

(t− τ)α

τ∫
0

dβ×

×
∫
En

D1−α
τ G1(τ − β, x− ξ, ξ)f(β, ξ)dξ.

Змiнимо порядок iнтегрування, отримає-
мо

W (t, x) =

t∫
0

dβ

(
1

Γ(α)

) t∫
β

dτ

(t− τ)α
×

×
∫
En

D1−α
τ G1(τ − β, x− ξ, ξ)f(β, ξ)dξ.

Оскiльки I1−αt (D1−α
t f) = f , то

W (t, x) =

t∫
0

dτ×

×
∫
En

G1(τ − τ, x− ξ, ξ)f(τ, ξ)dξ. (30)
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Отже, Dα
t V (t, x) = DtW . Але DtW зна-

ходиться за формулою, яка аналогiчна в [2].
Тому отримуємо, що

Dα
t V (t, x) =

∫
En

G1(t−τ, x−ξ, ξ)f(τ, ξ)dξ|τ=t+

+

t∫
0

dτ

∫
En

∂

∂t
G1(t− τ, x− ξ, ξ)f(τ, ξ)dξ =

= f(t, x) +

t∫
0

dτ

∫
En

∂G

∂t
[f(τ, ξ)− f(τ, x)]dξ+

+f(t, x) +

t∫
0

dτ

∫
En

[
∂

∂t
G1(t− τ, x− ξ, ξ)−

− ∂

∂t
G1(t− τ, x− ξ, x)

]
dξf(τ, x)+

+

t∫
0

f
∂

∂t

∫
En

G1(t− τ, x− ξ, x)dξ =

= f +H1 +H2 +H3.

Iнтеграли H1 i H2 оцiнюються однаково з
використанням гельдеровостi f(t, x) i G1 по
третьому аргументу та оцiнки (27):

|H1| ≤ c|f |ω

t∫
0

dτ

∫
En

e−c|x̂−ξ|
q

(t− τ)−
nα+2b

2b ×

×ωf (|x− ξ|)Ψn−2b(x̂− ξ)dξ = c|f |ω

t∫
0

dτ×

×
∫

|x−ξ|≤(t−τ)
α
2b

e−c|x̂−ξ|
q

(t−τ)−
nα+2b

2b ωf (|x−ξ|)×

×Ψn−2b(x̂− ξ)dξ + c|f |ω

t∫
0

dτ×

×
∫

|x−ξ|≥(t−τ)
α
2b

e−c|x̂−ξ|
q

(t− τ)−
nα+2b

2b ×

×ωf (|x− ξ|)Ψn−2b(x̂− ξ)dξ = H
(1)
1 +H

(2)
1 .

Для H
(1)
1 внаслiдок переходу до сфери-

чної системи координат отримуємо нерiв-
нiсть

H
(1)
1 ≤ c|f |ω

t∫
0

dτ

(t−τ)
α
2b∫

0

ω
(
(t− τ)

α
2b

)
t− τ

×

×e
−
(

ρ

(t−τ)
α
2b

)q

pn−1

pn− 2b
dp = c|f |ωF (t

α
2b ).

Iнтеграл H(2)
1 оцiнюється аналогiчно, але

при цьому використовується властивiсть мо-
дуля неперервностi

H
(2)
1 ≤ c|f |ω

t∫
0

ω((t− τ)α)

t− τ
dτ×

×
∞∫

(t−τ)
α
2b

e
−
(

ρ

(t−τ)
α
2b

)q

ρn(t− τ)−
nα+α

2b dρ ≤

≤ c|f |ωF (t
α
2b ).

Для H3 правильна нерiвнiсть |H3| ≤ c|f |c,
бо
∫
En

G1(t, x − ξ, x)dξ за властивiстю 1 має

обмежену похiдну по t. Отже, отримуємо не-
рiвнiсть

|Dα
t V (t, x)| ≤

≤ |f |c + C0

[
Ff (t

α
2b ) + Fk(t

α
2b )
]
|f |ω. (31)

Теорема 2 (про об’ємний потенцi-
ал). Нехай коефiцiєнти Ak рiвняння на-
лежать класу C(ωk)(En), а щiльнiсть по-
тенцiала V (t, x) f ∈ C(ωf )(En+), причому
модулi ωk(t) i ωf (t) задовольняють умови
t∫

0

ωk(τ)τ
−1dτ , Φf (t) =

t∫
0

Ft(τ)τ
−1dτ < ∞,

то V (t, x) має неперервнi похiднi Dk
xV (t, x),

|k| ≤ 2b, Dα
t V (t, x), якi задовiльняють не-

рiвностi (29), (31),

|Dk
xV (t, x)| ≤ Ck|f |ct

2b−|k|
2b

α), |k| < 2b.
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2. Зведення задачi Кошi до iнте-
грального рiвняння, побудова резоль-
венти

У шарi Π = (0, T )×En розглянемо задачу
Кошi для модифiкованого рiвняння

D∗α
t u ≡ Dα

t u−
u(0, x)

Γ(1− α)tα
=

=
∑
|k|≤2b

Ak(x)Dku+ f(t, x), (32)

u|t=0 = φ(x). (33)

Позначимо через
{
G

(0)
1 (t, x− ξ, y) ,

G
(0)
2 (t, x− ξ, y)

}
функцiю Грiна для рiвнян-

ня iз "замороженими"коефiцiєнтами в групi
старших членiв

D∗α
t u =

∑
|k|=2b

Ak(y)D
ku+ f(t, x), (34)

u|t=0 = φ(x).

Розв’язок задачi (32), (33) вiдшукуємо у
виглядi суми потенцiалiв

u(t, x) =

∫
En

G
(0)
1 (t, x− ξ, ξ)φ(ξ)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
En

G
(0)
2 (t− τ, x− ξ, ξ)µ(τ, ξ)dξ, (35)

де апрiорi µ(τ, ξ) – шукана функцiя, яка
при (t, x) ̸= 0 задовольняє нерiвномiр-
ну умову Дiнi. Функцiя G

(0)
1 (t, x − ξ, y)

задовольняє однорiдне рiвняння (32), а
G

(0)
2 (t, x−ξ, y) – рiвняння Dα

t G
(0)
2 (t, x−ξ, y) =∑

|k|=2b

Ak(y)D
k
xG

(0)
2 .

Якщо до функцiї u(t, x) iз (35) застосува-
ти оператор D∗α

t −
∑
|k|≤2b

AkD
k
x i задовольнити

рiвняння (32), то на основi формул для похi-
дних потенцiалiв (28), (29) для µ(t, x) отри-
муємо iнтегральне рiвняння

µ(t, x) = F(t, x)+

+

t∫
0

dτ

∫
K(t, τ, x, ξ)µ(τ, ξ)dξ, (36)

де

F(t, x) = f(t, x) +
φ(x)

Γ(1− α)tα
+

+

∫
En

∑
|k|≤2b

[Ak(x)− Ak(ξ)δ2b|k|]D
k
x×

×G(0)
1 (t, x− ξ, ξ)φ(ξ)dξ, (37)

δ2b|k| = 1, якщо |k| = 2b; δ2b|k| = 0, якщо
|k| < 2b.

|F(t, x)| ≤ |f |+ C|φ|ct−α
∫
En

e−ρ|x̂−ξ|
q×

×ω(|x− ξ|)
|x− ξ|n

dξ ≤ c

(
|f |c +

|φ|
tα

)
K(t− τ, x, ξ) ≡

∑
|k|=2b

[Ak(x)− Ak(ξ)]D
k
x×

×G(0)
2 (t−τ, x−ξ, ξ)+

∑
|k|<2b

Ak(x)D
kG

(0)
2 . (38)

Згiдно з нерiвностями (27) для G(0)
2 i умо-

вою Ak ∈ c(ω) маємо

|K(t− τ, x, ξ)| ≤

≤ Cω(|x− ξ|)|x− ξ|−n|t− τ |−1e−c|x̂−ξ|
q

, (39)

де x̂− ξ = (x− ξ)/(t− τ)
α
2b .

При побудовi резольвенти для ядра K
скористаємося такою лемою.

Лема. Для об’ємного iнтеграла

It(t, τ, x, ξ) =

t∫
τ

dβ

t− β

∫
En

e−ε|x̂−y|
q×

×ω(|x− y|)
|x− y|

ω(|y − ξ|n)
|y − ξ|n

dy

справджується нерiвнiсть

It(t, τ, x, ξ) ≤ C
ω(|x− ξ|)
|x− ξ|n

Φ
(
(t− τ)

α
2b

)
,

C = C(ε, n), ε > 0.
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Доведення. Проведемо вiдрiзок, який
з’єднує точки x i ξ, i через його середину
проведемо перпендикулярну площину. Че-
рез Ex позначимо ту частину простору, яка
мiстить точку x, а через Eξ – точку ξ. Якщо

y ∈ Ex, то очевидно, що |y − ξ| ≥ |x− ξ|
2

,

якщо y ∈ Eξ, то |x − y| ≥ |x− ξ|
2

. Тепер iн-
теграл I запишемо у виглядi

I =

t∫
τ

dβ

t− β

∫
Ex

e−ε|x̂−y|
q ω(|x− y|)
|x− y|n

ω(|y − ξ|)
|y − ξ|n

dy+

+

t∫
τ

dβ

t− β

∫
Eξ

e−ε|x̂−y|
q ω(|x− y|)
|x− y|n

ω(|y − ξ|)
|y − ξ|n

dy =

= I(x) + I(ξ).

За властивiстю монотонностi модуля не-
перервностi ω(h) маємо, що

I(x) ≤ 2n
ω(|x− ξ|)
|x− ξ|n

t∫
τ

dβ

t− β
×

×

 ∫
|x−y|≤(t−β)

α
2b

e−ε|x̂−y|
q ω(|x− y|)
|x− y|n

dy+

+

∫
|x−y|≥(t−β)

α
2b

e−ε|x̂−y|
q ω(|x− y|)
|x− y|n

dy

 .

Внаслiдок переходу до сферичної систе-
ми координат з центром в точцi x звiдси
отримуємо

I(x) ≤ 2nSn
ω(|x− ξ|)
|x− ξ|n

 (t−τ)
α
2b∫

0

dh

h

h∫
0

ω(ρ)

ρ
dρ+

+2

t∫
τ

ω([t− β]
α
2b )

[t− β]
α
2b

+1

∞∫
0

e
−ε
(

ρ

(t−β)
α
2b

)q

dρ

 .

Покладемо ρ = (t − β)
α
2bη, дiстаємо нерiв-

нiсть

I(x) ≤ Cnω(|x− ξ|)|x− ξ|−n×

×
[
Φ((t− τ)

α
2b ) + F ((t− τ)

α
2b )
]
.

В iнтегралi I(ξ) очевидно |x − y| ≥ 1

2
|x − ξ|,

тому

I(ξ) ≤ 2n
ω(|x− ξ|)
|x− ξ|n

 t∫
τ

dβ

t− β
×

×
∫

|y−ξ|≤(t−β)
α
2b

e−ε|x̂−y|
q ω(|y − ξ|)
|y − ξ|n

dy+

+

∫
|y−ξ|≥(t−β)

α
2b

e−ε|x̂−y|
q ω(|y − ξ|)
|y − ξ|n

dy

 .

Звiтси знаходимо

I(ξ) ≤ 2n
ω(|x− ξ|)
|x− ξ|n

 (t−β)
α
2b∫

0

F (n)

n
dn+

+

t∫
τ

ω(|t− β| α
2b )

|t− β|nα
2b

∫
e−ε|x̂−y|

q

dydβ

 .

Якщо в останньому iнтегралi виконати замi-
ну x− y = (t− β)

α
2b z, то для I(ξ) отримуємо

потрiбну нерiвнiсть, таку як для I(x).
Примiтка. Аналогiчно доводиться не-

рiвнiсть

Iτ (t, τ, x, ξ) =

t∫
τ

dβ

β − τ

∫
En

e−ε|ŷ−ξ|
q×

×ω(|x− y|)|x− y|−nω(|y − ξ|)|y − ξ|−ndy ≤
≤ cω(|x− ξ|)|x− ξ|−nΦ

(
(t− τ)

α
2b

)
.

Тепер оцiнимо повторнi ядра Km для K =
K1:

Km(t, τ, x, ξ) =

t∫
τ

dβ

∫
En

K(t, β, x, y)×

×Km−1(β, τ, y, ξ), (m = 2, 3, ...). (40)
Користуючись нерiвнiстю для K1 знахо-

димо

|K2(t, τ, x, ξ)| ≤ C2
1

t∫
τ

dβ

(t− β)(β − τ)
×
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×
∫
En

e−c|x̂−y|
q ω(|x− y|)
|x− y|n

e−c|ŷ−ξ|
q ω(|y − ξ|)
|y − ξ|n

dy.

Беручи до уваги нерiвнiсть |x̂− y|q +

|ŷ − ξ|q ≥ |x̂− ξ|q, отримуємо

|K2| ≤ C2
1(t− τ)−1e−(c−ε)|x−ξ|q

 t∫
τ

dβ

β − τ
×

×
∫
En

e−ε|x̂−ξ|
q ω(|x− y|)ω(|y − ξ|)

|x− y|n|y − ξ|n
dy+

t∫
τ

dβ

t− β

×
∫
En

e−ε|x̂−y|
q ω(|x− y|)ω(|y − ξ|)

|x− y|n|y − ξ|n
dy

 ≡

≡ c21
ω(|x− y|)

(t− τ)|x− ξ|n
[Iτ + It]×

× exp{−(c− ε)|x̂− ξ|q}, 0 < ε < c.

Звiтси з допомогою леми приходимо до не-
рiвностi

|K2(t, τ, x, ξ)| ≤ C2
1CnΦ

[
(t− τ)

α
2b

]
×

× ω(|x− ξ|)
(t− τ)|x− ξ|n

e−(c−ε)|x̂−ξ|q . (41)

Для наступного ядра K3 з врахуванням
оцiнок (40), (41) маємо, що

|K3(t, τ, x, ξ)| ≤ C3
1Cn

t∫
τ

Φ((β − τ)
α
2b )

(β − τ)(t− β)
×

×
∫
En

e−c|x̂−y|
q−(c−ε)|y−ξ|q ω(|x− y|)

|x− y|n
ω(|y − ξ|)
|y − ξ|n

dy ≤

≤ C3
1Cne

−(c−ε)|x̂−ξ|q(t− τ)−1×

×
t∫

τ

(
1

β − τ
+

1

t− β

)
Φ((β − τ)

α
2b )×

×
∫
e−ε|x̂−y|

q ω(|y − x|)
|x− y|n

ω(|y − ξ|)
|y − ξ|n

dy.

Звiдси випливає нерiвнiсть

|K3| ≤ C3
1C

2
ne

−(c−ε)|x̂−ξ|q(t− τ)−1×

×
t∫

τ

[
Φ((β − τ)

α
2b )

β − τ
· F ((t− β)

α
2b )+

+Φ((β − τ)
α
2b ) · F ((t− β)

α
2b )

t− β

]
dβ×

×ω(|x− ξ|)|x− ξ|−n.
Остаточно дiстаємо нерiвнiсть

|K3(t, τ, x, ξ)| ≤ C3
1C

2
ne

−(c−ε)|x̂−ξ|q(t− τ)−1×

×Φ((t− τ)
α
2b )
ω(|x− ξ|)
|x− ξ|n

Ψ(t− τ), (42)

де Ψ(t) ≡
t
α
2b∫

0

Φ(τ)τ−1dτ + Φ(t
α
2b ) ≤

c0

t
α
2b∫

0

Φ(τ)τ−1dτ , c0 > 0. По iндукцiї встанов-

люються оцiнки

|Km(t, τ, x, ξ)| ≤ Cm
1 C

m−1
n (t−τ)−1Φ((t−τ)

α
2b )×

×ω(|x− ξ|)
|x− ξ|n

e−(c−ε)|x̂−ξ|qΨm−1(t− τ), (43)

(m = 2, 3, ...).

Сума ряду Неймана – резольвента задо-
вольняє нерiвнiсть

|R(t, τ, x, ξ)| ≤ C1
ω(|x− ξ|)

|x− ξ|n(t− τ)
e−(c−ε)|x̂−ξ|q×

×

[
∞∑
m=1

(C1CnΨ)mΦ((t− τ)
α
2b ) + 1

]
.

Якщо C1CnΨ(t−τ) < 1 для 0 < t−τ ≤ T , то
ряд Неймана в областi |x − ξ| ≥ δ > 0, 0 <
t − τ ≤ T рiвномiрно i абсолютно збiжний,
при цьому

|R(t, τ, x, ξ)| ≤ C(t− τ)−1ω(|x− ξ|)|x− ξ|−n×

×e−(c−ε)|x̂−ξ|q . (44)
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3. Оцiнка розв’язку iнтегрального
рiвняння

Розв’язок рiвняння (36) визначається за
допомогою резольвенти формулою

µ(t, x) = F(t, x) +

t∫
0

dτ×

×
∫
R(t, τ, x, ξ)F(τ, ξ)dξ, (45)

Користуючись нерiвнiстю (27) для
G0

1(t, x − ξ, ξ) i умовно, що φ ∈ C(ωφ),
f ∈ Cωτ (Q) отримуємо

|F(t, x)| ≤ |f |+ |φ|c
tα

+ C

∫
En

ω(|x− ξ|)
|x− ξ|ntα

×

×e−c|x̂−ξ|q |φ|cdξ ≤ C

(
|f |c +

|φ|c
tα

)
. (46)

Тому для другого доданка в (45) правильна
оцiнка

|R×F| ≤ C

t∫
0

dτ

t− τ

∫
ω(|x− ξ|)
|x− ξ|n

e−c|x̂−ξ|
q×

×(|f |c + τ−α|φ|c)dξ ≤ C

t∫
0

dτ

(t− τ)τα
×

×

 (t−τ)
α
2b∫

0

ω(ρ)

ρ
dρ+ ω(t+ τ)

α
2b

×

×(|φ|c + tα|f |c)dτ.
Звiдси випливає нерiвнiсть

|R×F| ≤ CΦ(t
α
2b )

(
|φ|c
tα

+ |f |c
)
,

тобто µ(t, x) також задовольняє нерiвнiсть
(46).

Прирiст ∆xµ(t, x) оцiнимо на основi фор-
мули (36). Розглянемо в цiй формулi iнте-
гральний доданок, який запишемо у виглядi
суми

∆x(K×µ) =
t−η∫
0

dτ

∫
|x+h−τ |≤2|h|

[K(t, τ, x+h, ξ)−

−K(t, τ, x, ξ)]µ(τ, ξ)dξ+

+

t−η∫
0

dτ

∫
|x+h−ξ|≥2|h|

∆xK(t, τ, x, ξ)µ(τ, ξ)dξ+

+

t∫
t−η

dτ

∫
En

K(t, τ, x+ h, ξ)µ(τ, ξ)dξ−

−
t∫

t−η

dτ

∫
K(t, τ, x, ξ)µ(τ, ξ)dξ ≡

≡ I1 + I2 + I3 + I4, (47)

де η = |h| 2bα , h = ∆x, |∆x| < 1

2
t

α
2b , 0 < η <

t

4
.

В iнтегралi I1 доданки оцiнимо по моду-
лю за нерiвностями (39), (46). Будемо мати

|I1| ≤ c

t−η∫
0

dτ

(t− τ)τα

∫
|x+h−ξ|≥2|h|

[
e−c|

̂x+h−ξ|q×

×ω(|x+ h− ξ|)|x+ h− ξ|−n+

+e−c|x̂−ξ|
q

ω(|x− ξ|)|x− ξ|−n
]
dξ×|φ|c+tα|f |c.

Скористаємось властивiстю аддитивностi
модуля ω(t+ τ) ≤ ω(t) + ω(τ) i нерiвнiстю∫

|x+h−ξ|≤2h

ω(|x− ξ|)
|x− ξ|n

dξ ≤

≤
∫

|x−ξ|≤3h

ω(|x− ξ|)|x− ξ|−ndξ ≤

≤ Sn

3|h|∫
0

ω(ρ)

ρ
dρ ≤ 3SnF (|h|).

Тодi отримуємо, беручи до уваги, що η <

|∆x| 2bα < 2−
2b
α t,

|I1| ≤ CF (|h|)


t
2∫

0

dτ

(t− τ)τα
+

t−η∫
t
2

dτ

(t− τ)τα

×

×(|φ|c + tα|f |c) ≤ CF (|h|)
[
2

t
t1−α+
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+
2α

tα
ln

1

|∆x|

]
(|φ|c + tα|f |c).

Отже,

|I1| ≤ C(t−α|φ|c + |f |c)F (|∆x|)×

×
∣∣∣∣ln 1

(|∆x|)

∣∣∣∣ . (48)

Для оцiнки iнтеграла I2 запишемо при-
рiст ядра K(t, τ, x, ξ) у виглядi

∆xK(t, τ, x, ξ) =
∑
|k|=2b

[
∆xAk(x)D

k
xG2+

+(Ak(x)− Ak(ξ))∆xD
k
xG2

]
+

+
∑
|k|<2b

[
∆xAk(x)D

k
xG2+

+Ak(x)∆xD
k
xG2(t− τ, x− ξ, ξ)

]
.

Скористаємось теоремою про середнє
значення, нерiвностями |x+h−ξ| > 2|h| для

G2 i умовою |∆x| ≤ 1

2
(t− τ)

α
2b . Знаходимо

|∆xK(t, τ, x, ξ)| ≤ cω(|∆x|)×

×[|x− ξ|−ne−c|x̂−ξ|q +e−c| ̂x+h−ξ|q |x+h− ξ|−n]×
×(t− τ)−1. (49)

Тому маємо для I2 оцiнку

|I2| ≤ ω(h)

t−h∫
0

dτ

t− τ
×

×
∫

|x+h−ξ|≥2|h|

[
|x− ξ|−ne−c|x̂−ξ|q+

+|x+ h− ξ|−ne−c| ̂x+h−ξ|q
]
dξ(|φ|c + tα|f |c).

Якщо |x + h − ξ| ≥ 2h, то |x − ξ| ≥ h, а
тому отримаємо

|I2| ≤ (|φ|c + tα|f |c)ω(|∆x|)×

×

 ∞∫
|h|

e−ρ̂
q

ρ
dρ+

∞∫
|2h|

e−cρ̂ρ−1dρ

 t−α |ln |∆x|| ,
тобто

|I2| ≤ Cω(|∆x|) ln2 |∆x|(t−α|φ|c + |f |c). (50)

Iнтеграли I3 i I4 оцiнюються однаково. За
допомогою (39), (46) знаходимо

|I3| ≤
t∫

t−h

dτ

t− τ

 ∫
|x+h−ξ|<(t−τ)

α
2b

ω(|x+ h− ξ|)×

×|x+ h− ξ|−ne−c| ̂x+h−ξ|qdξ+

+

∫
|x+h−ξ|≥(t−τ)

α
2b

ω(|x+ h− ξ|)|x+ h− ξ|−n×

×e−c| ̂x+h−ξ|qdξ

]
(|φ|ct−α + |f |c) ≤

t∫
t−η

dτ

t− τ
×

×

 (t−τ)
α
2b∫

0

ω(ρ)

ρ
dρ+ ω((t− τ)

α
2b )

 (|φ|ct−α+|f |c).

Звiдси

|I3| ≤

 |∆x|∫
0

F(τ)

τ
dτ + F (|∆x|)

 (|φ|ct−α+|f |c).

З нерiвностi для I1, I2, I3 випливає оцiнка

|∆x(K × µ)| ≤ C(t−α|φ|c + |f |)×

×
[
F (|∆x|)

∣∣∣∣ln 1

|∆x|

∣∣∣∣+ ω(|∆x|) ln2 |∆x|+

+Φ(|∆x|)
]

(51)

для |∆x| < t
α
2b/2

Щоб оцiнити прирiст ∆xF(t, x) у формулi
(37) досить iнтегральний доданок (позначи-
мо його через H(t, x)) зобразити у виглядi
суми iнтегралiв

H =

∫
|x+n−ξ|≤2|h|

∑
[Ak(x+ h)− Ak(ξ)δ2bk]×

×Dk
xG

(0)
1 φdξ −

∫
|x+n−ξ|≤2|h|

∑
[Ak(x+ h)−

−Ak(ξ)δ2bk]Dk
xG

(0)
1 φdξ +

∫
|x+n−ξ|≥2|h|

∑
|k|≤2b

∆x×
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×Ak(x)Dk
xG

(0)
1 (t, x− h− ξ, ξ)φ(ξ)dξ+

+

∫
|x+n−ξ|≥2|h|

∑
|k|≤2b

[Ak(x)− Ak(ξ)vνk]×

×∆xD
k
xG1(t, x− ξ, ξ)φ(ξ)dξ.

Оцiнюючи з допомогою нерiвностi (27)
для G

(0)
1 доданки як вiдповiднi вирази в iн-

тегралах I1, I2 для |∆x| ≤ |h| < t
α
2b/2 отри-

маємо

|H| ≤ Ct−α
2|h|∫
0

ω(ρ)

ρ
dρ|φ|c + t−αω(|∆x|)×

×
∣∣∣∣ln 1

|∆x|

∣∣∣∣ |φ|c. (52)

Якщо тепер порiвняти нерiвностi (51),

(52) i врахувати, що функцiї F (|h|) ln 1

|h|
,

ω(h) ln2 |h| мають такий порядок при h → 0

як Φ(h) =

h∫
0

F |τ |
τ

dτ = A2ω(h), то отримує-

мо остаточну нерiвнiсть

|∆µ(t, x)| ≤ C[ωφ(|h|) + ωf (|h|)+

+Φ(|h|)](|φ|ωt−α + |f |ωf
). (53)

Для приросту резольвенти встановлює-
ться така нерiвнiсть

|∆xR(t, τ, x, ξ)| ≤ C(t− τ)−1ω(|∆x|)×

×
[
|x+∆x− ξ|−n + |x− ξ|−n

]
e−c|x̂

∗−ξ|q ,
(54)

де |x̂∗ − ξ| = min |x+∆x− ξ|, |x− ξ|.
Теорема 3 (про коректнiсть). Нехай

рiвняння (32) параболiчне i функцiї, якi ви-
значають задачу (32), (33), належать кла-
сам: Ak ∈ C(ω)(En), f ∈ C

(ωf )

([0,T ]×En)
, φ ∈

C
(ωφ)

(En)
. Модуль неперервностi Ω(h) = ωφ(h)+

ωt(h) + Φ(h) задовольняє умову Дiнi. То-
дi розв’язок цiєї задачi Кошi визначається
формулою

u(t, x) =

∫
En

Z1(t, 0, x, ξ)φ(ξ)dξ+

+

τ∫
0

dτ

∫
En

Z2(t, τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ (55)

i для нього виконується нерiвнiсть

|Dk
xu(t, x)| ≤ Ck(t

−α|φ|c + |f |ω), (56)

де |k| ≤ 2b, Zi(t, τ, x, ξ) = G
(0)
i (t, τ, x, ξ) +Wi,

W2 = G2 ××R, (i = 1, 2).
Зображення (55) виникає, якщо µ(t, x) iз

(45) пiдставити в формулу (35) i видiлити
в нiй ядро обереного оператора задачi (32),
(33).
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