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АНАЛIЗ МОДЕЛЕЙ ДИНАМIКИ ВIКОВОЇ СТРУКТУРИ БIОЛОГIЧНИХ
ПОПУЛЯЦIЙ З НЕЛIНIЙНИМИ ПРОЦЕСАМИ НАРОДЖУВАННЯ

Розглядається неперервна модель динамiки iзольованих популяцiй з нелiнiйною народжу-
ванiстю. Для математичної моделi, що є нелiнiйною крайовою задачею для рiвняння з ча-
стинними похiдними доведена теорема iснування та єдиностi розв’язкiв. Вивчається питання
iснування та стiйкостi стацiонарних розподiлiв вiкової структури.

We consider continuous model of the dynamic age structure for an isolation population with
nonlinear birth-rate. For a mathematical model, which is a boundary value problem for a first
order partial differential equation, we prove the existence and uniqueness theorem. We also study
the existence and stability of a stationary distributions for the age structure.

1. Вступ
Особливе мiсце серед моделей динамi-

ки чисельностi бiологiчних популяцiй займа-
ють моделi, що враховують неоднорiдностi
особин популяцiї, зокрема, вiкову структу-
ру.

Класична лiнiйна модель динамiки вiко-
вої структури [1] (модель Маккендрика фон
Фоерстера) являє собою систему рiвнянь з
частинними похiдними першого порядку, що
описують процес вимирання (рiвняння ви-
живання) та iнтегрального рiвняння вiднов-
лення, що визначає процес народжування,
вигляду

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −d(τ)x(τ, t), t, τ > 0,

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ)x(τ, t)dτ, t > 0, (1)

x(τ, t) = φ(τ), τ ≥ 0.

Тут x(τ, t) – вiкова щiльнiсть особин вi-
ку τ в момент часу t, d(τ), b(τ) – функцiї,
що описують процеси виживання та наро-
джуваностi, вiдповiдно, φ(τ) – початковий
вiковий розподiл.

Поведiнка розв’язкiв системи (1), як по-
казано в [2], визначається системним пара-
метром

P =

∞∫
0

b(τ) exp
(
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
)
dτ,

який називається бiологiчним потенцiалом.
В залежностi саме вiд значення P має-

мо три рiзнi поведiнки розв’язку x(τ, t) [2].
При P > 1 домiнують процеси вiдтворен-
ня i x(τ, t) → ∞ при t → ∞, при P < 1
x(τ, t) → 0 при t → ∞ для будь-якого τ ∈
[0,∞). При P = 1 процеси народжування
i виживання перебувають в рiвновазi i в си-
стемi (1) iснує нескiнченно багато стацiонар-

них станiв x0 exp
(
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
)
, x0 ∈ [0,∞) i

тiльки вiд початкового значення φ(τ) зале-
жить, який з них реалiзується.

В останнiй час придiляється значна увага
нелiнiйним моделям динамiки вiкової стру-
ктури, оскiльки функцiї народжування та
виживання залежать не тiльки вiд вiку τ ,
але й вiд щiльностi x(τ, t) i деяких функцiо-
налiв, наприклад, вiд зваженої чисельностi
популяцiї.

Моделi, якi враховують нелiнiйностi до-
зволяють вiдшукати механiзми стабiлiзацiї
розв’язкiв до нетривiальних станiв рiвнова-
ги. Прикладами таких робiт є [3, 4].

Аналiтичне дослiдження математичних
моделей динамiки вiкової структури спри-
яє бiльш глибокому розумiнню закономiр-
ностей розвитку бiологiчних систем та ви-
робленню розумних стратегiй рацiонального
керування наявними бiоресурсами.

Метою даної роботи є дослiдження мо-
делi динамiки вiкової структури бiологiчних
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популяцiй у випадку, коли функцiя, що опи-
сує процес народжування нелiнiйно зале-
жить вiд густини чисельностi x(τ, t), тобто
b = b(τ, x).

2. Формулювання об’єкта дослiдже-
ння

Модель, що враховує нелiнiйностi в про-
цесах народжування узагальнює (1) i має
вигляд

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −d(τ)x, t, τ > 0,

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ, x)x(τ, t)dτ, t > 0, (2)

x(τ, t) = φ(τ), τ ≥ 0.

Тут b(τ, x) – нелiнiйна функцiя народжува-
ностi, що залежить вiд вiку τ i щiльностi x.
Типовий графiк цiєї залежностi наведений
на рис. 1.

Рис. 1
Така залежнiсть визначає стимулюючу

популяцiю при невеликих x, при великих x
така функцiя народжуваностi лiмiтує кiль-
кiсний рiст популяцiї, тобто найбiльша на-
роджуванiсть спостерiгається при певнiй вi-
ковiй щiльностi в популяцiї.

Зробимо такi припущення вiдносно пара-
метрiв системи (2):

1) d(τ) – неперервна на R+, R+ = [0,∞),
d(∞) = ∞;

2) b(τ, x) – неперервна й обмежена на
R+ × R+, iнтегровна по x на R+;

3) b′x(τ, x) – обмежена на R+ × R+;
4) φ(τ) – iнтегровна на R+;
5) d(τ), b(τ, x), φ(τ) ≥ 0, τ , x ∈ R+.
3. Iснування та єдинiсть розв’язкiв

задачi (2)
Розв’язок рiвняння виживання системи

(2) можна подати у виглядi

x(τ, t) = Ω(t− τ)Λ(τ), (3)

де Λ(τ) = exp
(
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
)
, Ω(t) – деяка

функцiя, що має ясний бiологiчний змiст.
Дiйсно, Ω(t) = x(0, t) – щiльнiсть чисель-
нiсть новонароджених особин в момент часу
t.

Пiдставивши (3) в рiвняння народжува-
ностi системи (2), маємо

Ω(t) =

∞∫
0

b(τ,Ω(t− τ)Λ(τ))Λ(τ)Ω(t− τ)dτ.

(4)
при t = 0 x(τ, 0) = φ(τ) = Ω(−τ)Λ(τ). Звiдси

Ω(−τ) = φ(τ)(Λ(τ))−1.

Подаючи в (4)
∞∫
0

=
t∫
0

+
∞∫
t

, отримаємо

Ω(t) =

t∫
0

b(τ,Ω(t−τ)Λ(τ))Λ(τ)Ω(t−τ)dτ+Q(t),

(5)
де

Q(t) =

∞∫
0

b
(
τ + t, φ(τ)

Λ(τ + t)

Λ(τ)

)
×

×φ(τ)Λ(τ + t)

Λ(τ)
dτ. (6)

Q(t) є щiльнiстю новонароджених в момент
часу t особинами, що складали популяцiю в
початковий момент часу t = 0. Iнтеграл в (5)
дає щiльнiсть новонароджених вiд особин,
що народилися за час t.

Рiвняння (5) можна переписати у формi

Ω(t) =

t∫
0

b(τ + t,Ω(τ)Λ(τ + t))×

×Λ(τ + t)Ω(τ)dτ +Q(t). (7)

Розглянемо простiр H = {(τ, x) | τ, x ∈ R+}.
Згiдно з умовами 2), 3), 5) отримуємо оцiнки

b0 = sup
τ,x∈H

b(τ, x),

b1 = sup
τ,x∈H

|b′x(τ, x)|. (8)
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Для всiх x ≥ 0 iз (6), (8) та (3), одержуємо

Ω(t) ≤ b0

t∫
0

Ω(τ)dτ+

+b0Φ,Φ =

∞∫
0

φ(τ)dτ.

Згiдно з лемою Гронуола-Белмана маємо
оцiнку

Ω(t) ≤ b0Φe
b0t. (9)

Доведемо таке твердження.
Теорема. Якщо виконуються умови 1) –

5), то рiвняння (5) має єдиний невiд’ємний
розв’язок для t ∈ [0, T ], T > 0.

Доведення. Введемо до розгляду опера-
тор

Ψ(Ω) =

t∫
0

b(τ + t,Ω(τ)Λ(τ + t))×

×Λ(τ + t)Ω(τ)dτ +Θ(t).

Згiдно з умовами 2), 5) оператор Ψ:
C+(0, T ) → C+[0, T ], T > 0, де C+[0, T ]
– простiр неперервних невiд’ємних функцiй
на [0, T ]. Доведемо тепер, що оператор Ψ є
стискаючим в просторi C+[0, T ], T > 0. Для
цього розглянемо рiзницю

Ψ(Ω1)−Ψ(Ω2) =

t∫
0

[b(τ + t,Ω1(τ)Λ(τ + t))×

×Ω1(τ)− b(τ + t,Ω2(τ)Λ(τ + t))Ω2(τ)]×
×Λ(τ + t)dτ.

Звiдси

|Ψ(Ω1)−Ψ(Ω2)| ≤
t∫

0

|b(τ+t,Ω1(τ)Λ(τ+t))Ω1(τ)−

−b(τ + t,Ω1(τ)Λ(τ + t))Ω2(τ)|dτ+

+

t∫
0

|b(τ + t,Ω1(τ)Λ(τ + t))Ω2(τ)−

−b(τ + t,Ω2(τ)Λ(τ + t))Ω2(τ)|dτ

або

|Ψ(Ω1)−Ψ(Ω2)| ≤ b0

t∫
0

|Ω1(τ)− Ω2(τ)|dτ+

+b1

t∫
0

|Ω1(τ)− Ω2(τ)|Ω2(τ)dτ.

Враховуючи оцiнку (9) маємо

∥Ψ(Ω1)−Ψ(Ω2)∥ ≤ b0T∥Ω1 − Ω2∥+

+b1Tb0Φe
b0τ∥Ω1 − Ω2∥ =

= (b0T + b1Tb0Φe
b0T )∥Ω1 − Ω2∥,

де
∥Ω(t)∥ = sup

t∈[0,T ]
|Ω(t)|.

Число T можна вибрати так, щоб

(b0 + b1b0Φe
b0T )T < 1.

Отже, вiдображення Ψ є стискаючим.
Звiдси випливає, що рiвняння (7) має один i
тiльки один невiд’ємний розв’язок, який мо-
жна продовжити до будь-якого T > 0. Тео-
рему доведено.

4. Iснування стацiонарних розв’яз-
кiв популяцiйної задачi

При моделюваннi динамiки чисельностi
бiологiчних популяцiй особливу роль вiдi-
грають стацiонарнi режими, оскiльки саме
цi режими найчастiше реалiзуються в при-
родi. Тому їх дослiдження має конкретне
практичне значення як iстотний крок на
шляху розумiння природних процесiв.

Стацiонарнi розв’язки x(τ) задачi (2) ви-
значаються з рiвнянь

dx(τ)

dτ
= −d(τ)x,

x(0) =

∞∫
0

b(τ, x)x(τ)dτ. (10)

З першого рiвняння системи (10) маємо

x(τ) = x(0)Λ(τ),
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тодi друге рiвняння системи (10) можна за-
писати у виглядi

x(0)
(
1−

∞∫
0

b(τ, x(0)Λ(τ))Λ(τ)dτ
)
= 0.

Звiдси одержуємо, що x(0) = 0, або x(0) =
x0 знаходиться з рiвняння Φ(u) = 1, де

Φ(u) =

∞∫
0

b(τ, uΛ(τ))Λ(τ)dτ.

Позначимо b(τ, 0)Λ(τ) = K(τ) i розглянемо
популяцiю, в якої репродуктивний потенцi-

ал P =
∞∫
0

K(τ)dτ < 1, тобто при малих щiль-

ностях популяцiя сама не може вiдтворити-
ся.

Нехай Φ(u) – унiмодальна функцiя, тодi
можливi випадки:

(A) max
u∈R+

Φ(u) > 1;

(B) max
u∈R+

Φ(u) < 1.

Випадок max
u∈R+

Φ(u) = 1 на практицi є

малоiмовiрним. Тодi у випадку A задача
(2), крiм нульового розв’язку має ще два
ненульових стацiонарних стани x1(0)Λ(τ) i
x2(0)Λ(τ), x1(0) < x2(0).

5. Стiйкiсть стацiонарних вiкових
розподiлiв

Дослiдження стiйкостi стацiонарних ста-
нiв екосистем є однiєю з основних задач по-
пуляцiйної екологiї, оскiльки стiйкiсть ста-
цiонарних станiв по вiдношенню до малих
збурень може служити ознакою реалiзацiї
вiдповiдного режиму в реальних бiологiчних
угрупуваннях.

Для дослiдження стiйкостi стацiонарного
розподiлу x(τ) покладемо x(τ, t) = x(τ) +
ξ(τ, t).

Лiнеаризацiя в околi нульового стацiо-
нарного розв’язку дає лiнiйнi моделi дина-
мiки вiкової структури типу (1), для яких
нульовий розв’язок при умовi

P =

∞∫
0

K(τ)dτ < 1

є асимптотично стiйким за першим набли-
женням.

Для ненульового стацiонарного стану си-
стема лiнiйного наближення має вигляд

∂ξ

∂τ
+
∂ξ

∂t
= −d(τ)ξ,

ξ(0, t) =

∞∫
0

(b(τ, x(τ)) + b′x(τ, x)x)ξ(τ, t)dτ.

Умова стiйкостi нульового розв’язку для цiєї
системи має вигляд

∞∫
0

(b(τ, x(τ)) + b′x(τ, x(τ))x(τ))Λ(τ)dτ < 1,

або
∞∫
0

b′x(τ, x(τ))x(τ))Λ(τ)dτ < 0.

В силу унiмодальностi функцiї Φ(u) ця
умова виконується для x2(0) i не виконує-
ться для x1(0). Тому стацiонарний розв’язок
x1(0)Λ(τ) нестiйкий, а x2(0)Λ(τ) стiйкий за
першим наближенням.
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