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СТРУКТУРА ТА ВЛАСТИВОСТI ФУНДАМЕНТАЛЬНОГО РОЗВ’ЯЗКУ
ЗАДАЧI КОШI ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ З ОПЕРАТОРАМИ

БЕССЕЛЯ
Для одного класу параболiчних рiвнянь другого порядку iз зростаючими за змiнною x ∈

Rk при |x| → +∞ коефiцiєнтами та з операторами Бесселя за змiнними y ∈ Rm
+ знайденi в

явному виглядi фундаментальнi розв’язки задачi Кошi та вивченi деякi їх властивостi.

Fundamental solution of the Cauchy problem is found in an explicit form and some their
properties are investigated for one class of parabolic second order equations with growing coeffici-
ents on a variable x ∈ Rk as |x| → +∞ and with Bessel operators on a variable y ∈ Rm

+ .

У даний час для рiвномiрно параболiчних
рiвнянь з обмеженими коефiцiєнтами доста-
тньо повно дослiдженi властивостi фунда-
ментального розв’язку i коректна розв’я-
знiсть задачi Кошi (див. [1–3]). Для парабо-
лiчних рiвнянь з необмеженими коефiцiєн-
тами аналогiчнi питання дослiдженi ще не-
достатньо, хоч ця тематика є популярною
(див., наприклад, [2, 4–7]).

У статтi [6] розглядається параболiчне
рiвняння другого порядку

∂tu(t, x, y) =
n∑

j,l=1

∂xj∂xl(ajl(t, x, y))+

+
n∑
j=1

∂xj(xju(t, x, y)) +Byu(t, x, y),

t > 0, x ∈ Rn, y > 0, (∗)

де всi ajl сталi, а матриця (ajl)
n
j,l=1 симетри-

чна i додатно визначена; By ≡ ∂2y +
2ν+1
y
dy

– оператор Бесселя порядку ν ≥ 0. У цьому
рiвняннi коефiцiєнти при перших похiдних
по xj, j ∈ {1, . . . , n}, необмежено зростають
при |x| → +∞, а коефiцiєнт при першiй по-
хiднiй по y необмежений в околi точки y = 0.
У працях [6, 7] для рiвняння (∗) знайдено
в явному виглядi фундаментальний розв’я-
зок, вивчено його властивостi та встановле-
но коректну розв’язнiсть задачi Кошi в спе-
цiальних вагових Lp-просторах.

У данiй статтi деякi результати поширю-
ються на клас рiвнянь з багатьма операто-
рами Бесселя.

Нехай {n, k,m} ⊂ N , k ≤ n; Rm
+ ≡

{y = (y1, . . . , yn) |y1 > 0, . . . , ym > 0}, yl ≡
yl1 · yl2 · . . . · ylm; x′ ≡ (x1, . . . , xk) ∈ Rk ,
x′′ ≡ (xk+1, . . . , xn) ∈ Rn−k, x ≡ (x′, x′′).

Розглянемо задачу Кошi

∂tu(t, x, y) =
n∑
j=1

∂2xju(t, x, y)+

+
k∑
j=1

∂xj(xju(t, x, y)) +
m∑
j=1

Byju(t, x, y),

t > 0, x ∈ Rn, y ∈ Rm
+ , (1)

u(t, x, y)
∣∣∣
t=0

= φ(x, y), x ∈ Rn, y ∈ Rm
+ , (2)

∂yju(t, x, y)
∣∣∣
yj=0

= 0, t > 0,

x ∈ Rn, j ∈ {1, 2, . . . ,m}, (3)
де Byj ≡ ∂2yj +

2ν+1
yj
∂yj – оператори Бесселя

за змiнними yj порядку ν ≥ 0.
Визначимо обернене i пряме перетворен-

ня Фур’є-Бесселя функцiї w вiдповiдно рiв-
ностями

F−1
σ→xF

−1
B,η→y[w(σ, η)] ≡

≡ 2−2νm(Γ(ν + 1))−2m(2π)−n×

×
∫
Rn

∫
Rm
+

ei(x,σ)w(σ, η)
( m∏
l=1

jν(ηlyl)
)
×
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×η2ν+1dηdσ, x ∈ Rn, y ∈ Rm
+ ,

Fσ→xFB,y→η[w(x, y)] ≡
∫
Rn

∫
Rm
+

e−i(x,σ)×

×w(x, y)
( m∏
l=1

jν(ηlyl)
)
y2ν+1dydx,

σ ∈ Rn, η ∈ Rm
+ ,

де (x, σ) ≡
n∑
j=1

xjσj; Γ(α) =
+∞∫
0

xα−1e−xdx,

α > 0; i – уявна одиниця; jν(z) ≡ 2νΓ(ν +
1)z−νJν(z) – нормована функцiя Бесселя; Jν
– функцiя Бесселя першого роду порядку ν.

Розв’язок задачi Кошi (1) – (3) шукаємо
у виглядi

u(t, x, y) = F−1
σ→xF

−1
B,η→y[v(t, σ, η)],

t > 0, x ∈ Rn, η ∈ Rm
+ , (4)

де v – невiдома функцiя.
Пiдставивши (4) в (1) i вважаючи, що всi

операцiї законнi, одержимо

∂tv(t, σ, η) +
k∑
j=1

σj∂σjv(t, σ, η) =

= (−|σ|2 − |η|2)v(t, σ, η), (5)

t > 0, σ ∈ Rn, η ∈ Rm
+ .

Тут використана рiвнiсть з [8]

Byj [jν(ηjyj)] = −η2j jν(ηjyj).

Далi пiдставимо (4) в початкову умову
(2):

u(t, x, y)|t=0 = F−1
σ→xF

−1
B,η→y[v(0, σ, η)] =

= φ(x, y), x ∈ Rn, y ∈ Rm
+ .

Припустимо, що для φ iснує перетворення
Фур’є-Бесселя, тодi

v(t, σ, η)|t=0 = Fx→σFB,y→η[φ(x, y)] ≡

≡ Ψ(σ, η), σ ∈ Rn, η ∈ Rm
+ . (6)

Умова (3) виконується, оскiльки за вла-
стивостями jν (див. [8])

∂yjjν(ηjyj)
∣∣∣
yj=0

= 0.

Задачу (5), (6) для рiвняння з частинни-
ми похiдними першого порядку розв’яжемо
методом характеристик. Вiдповiдна система
характеристичних рiвнянь така:

dt

1
=
dσ1
σ1

= · · · = dσk
σk

=
dσk+1

0
= · · · =

=
dσn
0

=
dηj
0

=
dv

(−|σ|2 − |η|2)v
.

Розв’язавши цю систему, одержимо пер-
шi iнтеграли

Cj = σje
−t, j ∈ {1, . . . , k},

Cj = σj, j ∈ {k + 1, . . . , n},
C ′
j = ηj, j ∈ {1, . . . ,m},

Cn+1 = v(t, σ, η)×
× exp

{
|σ′|2
2

+ |σ′′|2t+ |η|2t
}

,

(7)

де σ′ ≡ (σ1, . . . , σk), σ′′ ≡ (σk+1, . . . , σn). За-
довольнимо умову (6). З останньої рiвностi
системи (7) маємо:

v|t=0 = Cn+1 exp
{
− |σ′|2

2

}
= Ψ(σ, η).

Оскiльки σj|t=0 = Cj, j ∈ {1, . . . , n}, ηj|t=0 =
C ′
j, j ∈ {1, . . . ,m}, то

Ψ(C1, . . . , Cn, C
′
1, . . . , C

′
m) =

= Cn+1 exp
{
− C2

1 + · · ·+ C2
k

2

}
.

Пiдставимо замiсть сталих вирази з (7).
Тодi

Cn+1 = Ψ(σ1e
−t, . . . , σke

−t, σk+1, . . . ,

σn, η1, . . . , ηm)×

× exp
{1
2
(σ2

1 + · · ·+ σ2
k)e

−2t
}
.

Пiдставивши цю сталу в останню рiвнiсть з
системи (7), одержимо розв’язок задачi (5),
(6)

v(t, σ, η) = Ψ(σ′e−t, σ′′, η)×

× exp
{
− |σ′|2

2
(1− e−2t)− |σ′′|2t− |η|2t

}
,

t > 0, σ ∈ Rn, η ∈ Rm
+ . (8)

Далi на пiдставi (4) знайдемо u

u(t, x, y) = F−1
σ→xF

−1
B,η→y

[
Ψ(σ′e−t, σ′′, η)×
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× exp
{
− |σ′|2

2
(1−e−2t)−|σ′′|2t−|η|2t

}]
. (9)

Використаємо властивостi згортки

F−1
σ→xF

−1
B,η→y[f1(σ, η) · f2(σ, η)] =

= F−1
σ→xF

−1
B,η→y[f1(σ, η)]⊗

⊗F−1
σ→xF

−1
B,η→y[f2(σ, η)],

де згортка ⊗ визначається так:

(g1 ⊗ g2)(x, y) ≡
∫
Rn

∫
Rm
+

T ηy [g1(x− σ, y)]×

×g2(σ, η)η2ν+1dηdξ,

а оператор узагальненого зсуву

T ηy [f(y)] ≡ T η1y1 [T
η2
y2
[. . . [T ηmym [f(y)]] . . . ]],

T ηjyj [f(y)] ≡
Γ(ν + 1)√
πΓ(ν + 1

2
)
×

×
π∫

0

f(
√
y2j + η2j − 2yjηj cosφ)×

× sin2ν φdφ.

Зокрема, якщо f(y) =
m∏
j=1

fj(yj), то

T ηy [f(y)] =
m∏
j=1

T ηjyj [fj(yj)].

З врахуванням цих властивостей з (9) ма-
ємо

u(t, x, y) = F−1
σ→xF

−1
B,η→y

[
exp

{
− |σ′|2

2
×

×(1− e−2t)− |σ′′|2t− |η|2t
}]

⊗

⊗F−1
σ→xF

−1
B,η→y[Ψ(σ′e−t, σ′′, η)] ≡

≡ W1(t, x, y)⊗W2(t, x, y). (10)

W1 обчислюється, використовуючи вiдо-
мий iнтеграл Вебера з [8]

+∞∫
0

exp{−η2j t}Jν(ηjyj)ην+1
j dηj =

=
yνj

(2t)ν+1
exp

{
− y2

4t

}
.

Одержуємо

W1(t, x, y) = 2−n+
k
2
−m(2ν+1)π−n

2×

×Γ−m(ν + 1)(
√
1− e−2t)−k×

×t−
n−k
2

−m(ν+1)×

× exp
{
− |x′|2

2(1− e−2t)
− |x′′|2

4t
− |y|2

4t

}
. (11)

При обчисленнiW2 проводять замiну β′ =
σ′e−t, β′′ = σ′′ i використовують (6). Тодi

W2(t, x, y) = ektφ(x′et, x′′, y). (12)

Пiдставляючи (11) i (12) в (10), з ураху-
ванням означення згортки маємо

u(t, x, y) =

∫
Rn

∫
Rm
+

T ηy [W1(t, x− ξ, y)]×

×ektφ(ξ′et, ξ′′, η)η2ν+1dηdξ.

Здiйснивши в iнтегралi по ξ замiну β′ =
ξ′et, β′′ = ξ′′, одержимо розв’язок задачi (1)
– (3) у виглядi iнтеграла Пуассона

u(t, x, y) =

∫
Rn

∫
Rm
+

G(t, x, y; 0, β, η)×

×φ(β, η)η2ν+1dηdβ,

t > 0, x ∈ Rn, y ∈ Rm
+ , (13)

з ядром

G(t, x, y; 0, β, η) = G1(t, x
′, β′)×

×G2(t, x
′′, β′′)G3(t, y, η), (14)

де

G1(t, x
′, β′) = (2π)−

k
2 (
√
1− e−2t)−k×

× exp
{
− |x′ − β′e−t|2

2(1− e−2t)

}
, (15)

G2(t, x
′′, β′′) = (2

√
πt)k−n×

× exp
{
− |x′′ − β′′|2

4t

}
, (16)

G3(t, y, η) = 2−m(2ν+1)Γ−m(ν + 1)×
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×t−m(ν+1)T ηy

[
e−

|y|2
4t

]
=

= 2−m(2ν+1)Γ−m(ν + 1)t−m(ν+1)×

× exp
{
− |y|2 + |η|2

4t

} m∏
j=1

jν

(
− i

yjηj
2t

)
. (17)

Якщо припускати, що φ – неперервна i
обмежена в Rn ×Rm

+ , то можна переконати-
ся, що (13) справдi є розв’язком задачi (1) –
(3), тобто що G є фундаментальним розв’яз-
ком цiєї задачi Кошi. Це також випливає з
того, що G1, G2, G3 є фундаментальними
розв’язками задач Кошi вiдповiдно для рiв-
нянь (див. [1, 4, 6])

∂tu(t, x
′) =

k∑
j=1

(∂2xju(t, x
′)+

+∂xj(xju(t, x
′))), t > 0, x′ ∈ Rk,

∂tu(t, x
′′) =

n∑
j=k+1

∂2xju(t, x
′′), t > 0,

x ∈ Rn−k,

∂tu(t, y) =
m∑
j=1

Byju(t, y), t > 0, y ∈ Rm
+ .

Iз зображень (14) – (17) випливають такi
оцiнки похiдних фундаментального розв’яз-
ку G:

|∂lx∂
p
βG(t, x, y; 0, β, η)| ≤

≤ Clp(1− e−2t)−
k+|l′|+|p′|

2 ×

×t−
n−k+|l′′|+|p′′|

2
−m(ν+1)×

× exp
{
− |p′|t− c1

|x′ − β′e−t|2

1− e−2t
−

−c2
|x′′ − β′′|2

t
− c3

|y − η|2

t

}
×

×T ηy
[
exp

{
−
(1
4
− c3

)y2
t

}]
,

де l′ = (l1, . . . , lk), l′′ = (lk+1, . . . , ln), l =
(l′, l′′), |l′| = l1 + · · ·+ lk, |l′′| = lk+1 + · · ·+ ln,
lj ∈ N ∪ {0}, p = (p′, p′′); Ckp, c1, c2, c3 – до-
датнi сталi.

Безпосередньо обчислюючи iнтеграли за
допомогою (14) – (17), одержуємо власти-
вiсть∫

Rn

∫
Rm
+

G(t, x, y; 0, β, η)η2ν+1dηdξ = ekt.
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