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АПРОКСИМАЦIЯ ЗАДАЧI ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ НА
ВIДРIЗКУ СIМ’ЄЮ ОПТИМIЗАЦIЙНИХ ЗАДАЧ НА ЧАСОВИХ

ШКАЛАХ
В роботi доведено, що сiм’я функцiй Белмана Vλ(t0, x) задачi оптимального керування на

[t0, t1]Tλ
локально рiвномiрно збiгається в Rd до функцiї Белмана V (t0, x) задачi оптимального

керування на [t0, t1], при умовi, що supt∈[t0,t1]Tλ
µλ(t) → 0, при λ → 0, де µλ(t) – функцiя

зернистостi Tλ.

There is proved that the family value functions Vλ(t0, x) of the optimal control problem on
[t0, t1]Tλ

converges locally uniformly in Rd to the value function V (t0, x) of the optimal control
in the [t0, t1], provided that supt∈[t0,t1]Tλ

µλ(t) → 0, with λ → 0, where µλ(t) is the graininess
function of Tλ.

Вступ. Дана робота присвячена ви-
вченню граничної поведiнки розв’язку зада-
чi оптимального керування динамiчних рiв-
нянь, заданих на сiм’ї часових шкал Tλ, при
умовi, що функцiя зернистостi µλ прямує до
нуля, при λ→ 0. При цьому вiдрiзок часової
шкали [t0, t1]Tλ

= [t0, t1]∩Tλ прямує до [t0, t1]
(наприклад, в метрицi Хаусдорфа) i виникає
природне питання про зв’язок задач керува-
ння на часових шкалах i на [t0, t1].

Задачi дослiдження якiсної поведiнки
розв’язкiв добре вивченi у випадку ейлеро-
вих часових шкал (за класифiкацiєю [6]),
тобто у випадку Tλ = λZ+, λ > 0, при цьо-
му рiвняння на часовiй шкалi переходить у
рiзницеве рiвняння. Так, в роботi [9], дослi-
джено зв’язок мiж iснуванням обмежених
на осi розв’язкiв диференцiальних та вiдпо-
вiдних їм рiзницевих рiвнянь. В роботi [10]
вивчено властивiсть збереження коливання
розв’язкiв при переходi вiд диференцiаль-
них рiвнянь до рiзницевих i навпаки.

Ключову роль в перерахованих вище ро-
ботах вiдiграє метод ламаних Ейлера, який
гарантує близькiсть вiдповiдних розв’язкiв
диференцiальних i рiзницевих рiвнянь на
скiнчених часових iнтервалах при малих рi-
зницевих кроках. Однак, цей метод добре
працює для неперервних правих частин ди-
ференцiальних рiвнянь. В цьому випадку їх

розв’язки є гладкими функцiями, що дозво-
ляє досить легко отримати оцiнки близько-
стi мiж розв’язками диференцiального рiв-
няння i його рiзницевою апроксимацiєю. Але
в задачах оптимального керування, про якi
йде мова в данiй роботi, правi частини си-
стем залежать вiд параметра керування –
функцiї u(t), яка, взагалi кажучи, є тiльки
вимiрною. Тому розв’язок диференцiально-
го рiвняння є лише абсолютно неперервною
функцiєю, що значно ускладнює процедуру
отримання вiдповiдних оцiнок близькостi.

З цього приводу вiдзначимо роботи [12]–
[14], де отриманi оцiнки близькостi мiж
розв’язками диференцiальних рiвнянь i їх
рiзницевими апроксимацiями з використан-
ням технiки опуклого аналiзу. Маючи та-
кi оцiнки автори довели збiжнiсть функцiй
Белмана задач оптимального керування для
рiзницевих схем до функцiй Белмана задач
оптимального керування вiдповiдних дифе-
ренцiальних рiвнянь, коли крок апроксима-
цiї прямує до нуля.

Наша робота узагальнює результати [12]–
[14] про граничну поведiнку функцiї Бел-
мана на випадок загальних часових шкал.
Однак, у зв’язку зi складнiстю топологi-
чної структури часової шкали, методи до-
слiдження тут iншi. Основну труднiсть тут
становить доведення рiвномiрної збiжностi

ISSN 2309-4001.Буковинський математичний журнал. 2016. – Т. 4, № 3–4. 123



розв’язку задачi Кошi на [t0, t1]Tλ
до розв’яз-

ку вiдповiдної задачi Кошi на [t0, t1]. Ця
складнiсть викликана двома причинами: по-
перше, правi частини наших рiвнянь не є ку-
сково неперервними, а, по-друге, на вiдмiну
вiд [12]–[14], ми маємо справу з бiльш скла-
дною часовою шкалою нiж ейлерова.

Сама робота складається зi вступу i
трьох роздiлiв. В першому роздiлi приведе-
нi основнi поняття, пов’язанi з теорiєю ча-
сових шкал (пiдроздiл 1.1) i розглядається
постановка задачi (пiдроздiл 1.2). Другий
роздiл присвячений вивченню властивостей
функцiї Белмана, за допомогою яких в тре-
мьому роздiлi встановлено основний резуль-
тат роботи про збiжнiсть функцiї Белмана.

1.1 Основнi поняття, пов’язанi з те-
орiєю часових шкал.

Нехай T – часова шкала, тобто довiльна,
непорожня, замкнена пiдмножина R1 [15].
Для кожної пiдмножини A з R позначимо
AT = A ∩ T. Вважаємо, що supT = +∞.

Визначимо прямий i обернений операто-
ри стрибка σ, ρ : T → T як σ(t) = inf{s ∈
T | s > t} i ρ(t) = sup{s ∈ T | s < t}.
Функцiя зернистостi µ : T → [0,∞) визна-
чається наступним чином µ(t) = σ(t) − t.
Точка t ∈ T називається лiво-граничною
(лiво-розсiяною, право-граничною або право-
розсiяною), якщо ρ(t) = t (ρ(t) < t, σ(t) =
t або σ(t) > t). Визначимо поняття ∆–
похiдної.

Означення 1. Функцiя f : [a, b]T → R1

має ∆–похiдну в t ∈ T, якщо iснує α ∈ R1,
що для ε > 0 iснує окiл B точки t такий,
що

|f(σ(t))− f(s)− α(σ(t)− s)| ≤ ε|σ(t)− s|,

для всiх s ∈ B ∩ T. При цьому f∆(t) = α.

Позначимо через RS (SS, LS, LD) вiдпо-
вiдно множину всiх право-розсiяних (право-
граничних, лiво-розсiяних, лiво-граничних
точок) з часової шкали T.

1.2 Постановка задачi.
Опишемо коротко постановку задачi. Не-

хай Tλ – сiм’я часових шкал таких, що
supTλ = ∞, λ ∈ Λ ⊂ R1 i 0 – грани-
чна точка Λ. Нехай для довiльного λ ∈ Λ,

t0, t1 ∈ Tλ. Позначимо µλ = supt∈[t0,t1]Tλ
µ(t).

Будемо вважати, що µλ → 0, при λ→ 0.
На кожнiй з часових шкал Tλ розглянемо

наступну задачу оптимального керування

x∆ = f(t, x(t), u(t)),

x(t0) = x, (1)

Jλ(u) =

∫
[t0,t1)Tλ

L(t, x(t), u(t))∆t → inf .

Тут x ∈ Rd – фазовий вектор, u = u(t)
– вектор керування, тобто ∆-вимiрна фун-
кцiя, що приймає значення в деякому ком-
пактi U ⊂ Rm.

Нехай Vλ(t, x) – сiм’я функцiй Белма-
на задачi 1. Основний результат роботи –
доведення локальної рiвномiрної збiжностi
Vλ(t0, x) до V (t0, x) при µλ → 0, коли λ→ 0,
де V (t0, x) – функцiя Белмана неперервної
задачi

dx

dt
= f(t, x(t), u(t)),

x(t0) = x,

J(u) =

∫ t1

t0

L(t, x(t), u(t))dt → inf .

2. Властивостi функцiї Белмана.
Нехай T – часова шкала, supT = +∞ i

t0, t1 ∈ T. Нехай Q = [t0, t1)T × Rd, Q =
[t0, t1]T×Rd – замикання множини Q, а ∂Q =
{t1} × Rd – її границя.

Розглянемо наступну задачу оптималь-
ного керування

x∆ = f(t, x, u),

x(t0) = x0, (2)

J(u) =

∫
[t0,t1)T

L(s, x(s), u(s))∆s+Ψ(x(t1)) → inf .

Нехай U ⊂ Rm – компакт в Rm.
Для кожного t ∈ [t0, t1)T нехай U(t) =
L∞ ([t, t1]T, U) – множина обмежених, ∆-
вимiрних [5] функцiй, якi визначенi на [t, t1]T
i приймають значення в U . В задачi (2) допу-
стимими будемо вважати керування u(·) ∈
U(t0). Помiстимо задачу (2) в сiм’ю задач

x∆ = f(t, x, u), (3)

x(t) = x, (4)

J(t, x, u) =

∫
[t0,t1)T

L(s, x(s), u(s))∆s+Ψ(x(t1)) → inf,

(5)
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де t ∈ [t0, t1)T, x ∈ Rd.
Стандартним чином введемо функцiю

Белмана:

V (t, x) = inf
u(·)∈U(t)

J(t, x, u). (6)

Вiдносно функцiй f : [t0, t1]T×Rd×U → Rd,
L : [t0, t1]T × Rd × U → R1 i Ψ : Rd → R1

вважаємо виконаними наступнi умови:

1) f – неперервна за сукупнiстю змiнних,
задовольняє глобальну умову Лiпшиця
по x зi сталою K;

2) L i Ψ – неперервнi за своїми аргумента-
ми функцiї, що задовольняють по змiн-
нiй x глобальну умову Лiпшиця зi ста-
лою K.

Вiдзначимо, що при виконаннi умови 1)
для керування з U(t) розв’язок задачi Ко-
шi (3)–(5) iснує на всьому iнтервалi [t, t1]T i
єдиний [3].

Вiдносно властивостей функцiї Белмана
справедлива теорема.

Теорема 1. Нехай функцiї f, L i Ψ задо-
вольняють умови 1) i 2). Тодi фунцiя Бел-
мана є локально обмеженою i локально лi-
пшицевою в Q.

Доведення. Зафiксуємо r > 0 i розгля-
немо Br = {x ∈ Rd : |x| ≤ r} – кулю радi-
уса r. Зафiксуємо (t, x), (t, y) ∈ Q, так, щоб
x, y ∈ Br i u(·) ∈ U(t). Нехай x(·) i y(·) –
розв’язки (3) такi, що x(t) = x, y(t) = y вiд-
повiдно. Тодi для s ∈ [t, t1]T маємо

|x(s)| ≤ |x|+
∫
[t,s)T

|f(s, x(s), u(s))|∆s ≤

≤ |x|+
∫
[t,s)T

K |x(s)|∆s+

∫
[t,s)T

|f(s, 0, u(s))|∆s ≤

≤ |x|+A+

∫
[t,s)T

K |x(s)|∆s, (7)

для деякої сталої A > 0, оскiльки f – непе-
рервна, а U – компакт.

З нерiвностi Гронуола [4, p.257] для s ∈
[t, t1]T, маємо

|x(t)| ≤ (r +A)eK(s, t), (8)

тут eK(s, t) – експоненцiальна функцiя [4].
Для подальшого доведення нам потрiбна

наступна лема.

Лема 1. Експоненцiальна функцiя eK(t, t0)
– обмежена на [t0, t1]T з оцiнкою, що не за-
лежить вiд часової шкали [4].

Доведення. Добре вiдомо, що eK(t, t0)
– розв’язок задачi Кошi

x∆ = Kx, x(t0) = 1.

Тодi
x(t) = 1 +K

∫
[t0,t)T

x(τ)∆τ. (9)

Розв’язуючи (9) методом послiдовних на-
ближень, маємо:

|x1(t)| ≤ 1 +K

∫
[t0,t)T

∆s ≤ 1 +K(t− t0).

Тодi з [3, Лема 3], маємо

|x2(t)| ≤ 1 +K

∫
[t0,t)T

|x1(s)|∆s ≤

≤ 1 +K(t− t0) +
K2(t− t0)

2

2
.

Тодi для всiх n ∈ IN, отримаємо

|xn(t)| ≤ eK(t−t0),

що i доводить лему 1.
З (8) i леми 1 ми маємо наступну оцiнку

|x(t)| ≤ (r +A)eK(t1−t0) = A1, (10)

для t ∈ [t0, t1]T i x ∈ Br. Тодi локальна обме-
женiсть функцiї Белмана легко випливає з
обмеженостi L i Ψ для t ∈ [t0, t1]T, |x| ≤ A1 i
u ∈ U . Для s ∈ [t, t1]T маємо наступну оцiн-
ку

|x(s)− y(s)| ≤ |x− y|eK(s, t). (11)

Тодi з (11) i леми 1 ми отримаємо оцiнку

|x(s)− y(s)| ≤ C1|x− y|, (12)

для довiльних s ∈ [t, t1]T i x ∈ Rd, i деякої
сталої C1 > 0, що не залежить вiд t, x, u.
Отже,

|J(t, x, u)− J(t, y, u)| ≤

≤
∫
[t,t1)T

|L(s, x(s), u(s))− L(s, y(s), u(s))|∆s+

+|Ψ(x(t1))−Ψ(y(t1))| ≤ KC1(t1 − t)|x− y|+

+KC1|x− y| ≤ C2|x− y|. (13)

Таким чином, з (13) випливає, що
|V (t, x)−V (t, y)| = | sup

u(·)∈U(t)

J(t, x, u)− sup
u(·)∈U(t)

J(t, y, u)| ≤
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≤ sup
u(·)∈U(t)

|J(t, x, u)− J(t, y, u)| ≤ C3|x− y|, (14)

Зафiксуємо (t, x) ∈ Q, |x| ≤ r, τ ∈ [t, t1]T
i u(·) ∈ U(t). Звуження u(·) на [τ, t1] є еле-
ментом U(τ), яке ми знову позначимо через
u(·). Тодi з урахуванням (13) маємо

|J(t, x, u)− J(τ, x, u)| ≤ |J(t, x, u)− J(τ, x(τ), u)|+

+|J(τ, x(τ), u)−J(τ, x, u)| ≤ C(r)|τ−t|+C2|x(τ)−x|.
(15)

Стала C(r) в силу локальної обмеженостi
L, звiсно, залежить вiд r. Але

x(τ) = x+

∫
[t,τ)T

f(s, x(s), u(s))∆s,

тодi з обмеженостi f на t ∈ [t0, t1]T, |x| ≤ r,
u ∈ U маємо

|x(τ)− x| ≤ C(r)|τ − t|.

Таким чином, з (15) маємо

|V (t, x)− V (τ, x)| ≤ sup
u(·)∈U(t)

|J(t, x, u)− J(τ, x, u)| ≤

≤ C(r)|τ − t|+ C2C|τ − t| = C4(r)|τ − t|. (16)

Тодi з (14) i (16) для (t, x) i (s, y) ∈ Q отри-
маємо

|V (t, x)− V (s, y)| ≤ |V (t, x)− V (s, x)|+

+|V (s, x)− V (s, y)| ≤ C4(r)|t− s|+ C3|x− y|,

що i доводить теорему.

Зауваження 1. Якщо функцiї f, L, Ψ –
обмеженi, то з доведення теореми в цьому
випадку можна легко отримати, що фун-
кцiя Белмана є глобально лiпшицевою по x
i t, i глобально обмеженою.

3. Основний результат. Збiжнiсть
функцiї Белмана.

На кожнiй з часових шкал Tλ розглянемо
задачу оптимального керування

x∆ = f(t, x, u), (17)

x(t0) = x0, (18)

Jλ(u) =

∫
[t0,t1)Tλ

L(t, x(t), u(t))∆t → inf . (19)

Аналогiчно попередньому пункту введемо
сiм’ю функцiй Белмана Vλ(t, x) як

Vλ(t, x) = inf
u(·)∈U(t)

Jλ(t, x, u).

В цьому пунктi ми з’ясуємо умови збi-
жностi функцiї Белмана Vλ(t0, x) до V (t0, x)
функцiї Белмана неперервної задачi на вiд-
рiзку [t0, t1].

dx(t)

dt
= f(t, x(t), u(t)),

x(t0) = x, (20)

J(u) =

∫ t1

t0

L(t, x(t), u(t))dt → inf .

Клас допустимих керувань визначається
аналогiчно пункту 2. Основним результатом
даного роздiлу є теорема.

Теорема 2. Нехай виконуються наступнi
умови:

1) функцiї f, fx i L визначенi i неперервнi
за сукупнiстю змiнних на [t0, t1]×Rd×
U ;

2) f i L в областi визначення задовольня-
ють по змiннiй x глобальну умову Лi-
пшиця зi сталою K > 0.

Тодi Vλ(t0, x) → V (t0, x) локально рiвномiр-
но в Rd при µλ → 0, коли λ → 0, де V (t0, x)
– функцiя Белмана неперервної задачi (20)
на T0.

Доведення. Не втрачая загальностi
вважаємо, що t0 = 0, t1 = 1. Доведення тео-
реми розiб’ємо на кiлька етапiв.

Крок 1. Вiзьмемо довiльну часову шка-
лу Tλ i довiльне допустиме керування uλ(t)
на нiй. Нехай xλ(t) – вiдповiдна допустима
траєкторiя. Позначимо через ũλ(t) розшире-
ння uλ(t) на весь вiдрiзок [0, 1], побудоване
наступним чином:

ũλ(t) =

{
uλ(t), t ∈ [0, 1]Tλ

uλ(r), t ∈ [r, σ(r)),
(21)

де r ∈ RS. Побудоване таким чином керува-
ння є допустим для задачi (20). За допусти-
мим керуванням ũλ(t) побудуємо допустиму
траєкторiю x(t) як розв’язок задачi Кошi

dx
dt = f(t, x, ũλ(t))
x(0) = x0.
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Покажемо, що∣∣∣∣∣
∫
[0,1)Tλ

L(t, xλ(t), uλ(t))∆t−
∫ 1

0

L(t, x(t), ũλ(t))dt

∣∣∣∣∣ → 0,

(22)
при λ→ 0.

Використовуючи аналог нерiвностi Гро-
нуола на часових шкалах [4], а також лему
1, можна встановити, що для кожного r > 0
iснує стала C(r) > 0, що

|xλ(t)| ≤ C(r), t ∈ [0, 1]Tλ
, |x(t)| ≤ C(r), |x0| ≤ r,

(23)
де t ∈ [0, 1]. Вiдзначимо, що оцiнки (23),

в силу компактностi U є рiвномiрними за
всiма допустимими керуваннями. Тому iснує
C1(r) > 0, що

|L(t, xλ(t), uλ(t))| ≤ C1(r), |f(t, xλ(t), uλ(t))| ≤ C1(r),

|fx(t, xλ(t), uλ(t))| ≤ C1(r), ∀t ∈ [0, 1]Tλ
(24)

Тодi ∫
[0,1)Tλ

L(t, xλ(t), uλ(t))∆t =

=

∫
[0,1)T\RS

L(t, xλ(t), uλ(t))∆t+
∑
r∈RS

L(r, xλ(r), uλ(r))µ(r).

(25)
В силу (24), сума (cкiнченна або не-

скiнченна) в (25) мажорується сумою
C1

∑
r∈RS µλ(r). Тодi∑

r∈RS

L(r, xλ(r), uλ(r))µ(r) =

=

N∑
k=1

L(rk, xλ(rk), uλ(rk))µ(rk)+∑
k=N+1

L(rk, xλ(rk), uλ(rk))µ(rk). (26)

Для кожного λ виберемо N(λ) так, щоб∑
k=N+1

µ(rk) ≤
µλ

2
. (27)

Викинемо тепер з часової шкали тi право-
розсiянi точки, що фiгурують в сумi (27). Їх
загальна ∆-мiра не бiльша нiж µλ

2
. Позначи-

мо через A = ∪r[rk, σ(rk)), де об’єднання бе-
реться по всiм викинутим r. Очевидно, что
мiра Лебега λ(A) ≤ µλ

2
. Нехай B = [0, 1]\A.

Доповнимо функцiю xλ(t) до функцiї
x̃λ(t), яка визначена на всьому iнтервалi
[0, 1] за правилом (21). Аналогiчно допов-
нимо функцiю L(t, x, u) як функцiю по t,
визначену на Tλ до функцiї L̃(t, x, u), яка

визначена на всьому [0, 1]. Очевидно, що
|L̃(t, x, u)| ≤ C. Тодi згiдно з [7]∫

[0,1]Tλ

L(t, xλ(t), uλ(t))∆t =

∫ 1

0

L̃(t, x̃λ(t), ũλ(t))dt.

Тому лiва частина в (22) не перевущує∣∣∣∣∫
A

(L̃(t, x̃λ(t), ũλ(t))− L(t, x(t), ũλ(t)))

∣∣∣∣ dt+
+

∣∣∣∣∫
B

(L̃(t, x̃λ(t), ũλ(t))− L(t, x(t), ũλ(t)))

∣∣∣∣ dt ≤
≤ Cµλ +

∫
B

∣∣∣(L̃(t, x̃λ(t), ũλ(t))− L(t, x(t), ũλ(t)))
∣∣∣ dt.
(28)

Оцiнимо другий доданок в (28). Множина
B складається зi скiнченної кiлькостi право-
розсiяних точок (r1, . . . , rN) i iнтервалiв мiж
ними (якщо вони є), якi складаються з гра-
ничних точок.

В силу оцiнок (23), компактностi множи-
ни U , тепер функцiї f(t, x, u) i L(t, x, u) мо-
жна розглядати лише на деякому компактi,
де вони рiвномiрно непрервнi. Тому можна
вибрати ε1 = ε1(ε) > 0 так, щоб виконува-
лись нерiвностi

|L(t, x, u)− L(s, x, u)| < ε, |f(t, x, u)− f(s, x, u)| < ε,
(29)

якщо |t − s| < ε1. Будемо вважати також,
що

µλ < ε1. (30)

Позначимо B1 = B \ ∪Ni=1[ri, σ(ri)). Тодi∫
B

L̃(t, x̃λ(t), ũλ(t))dt =

=

∫
B1

L(t, xλ(t), uλ(t))dt+

N∑
i=1

∫ σ(ri)

ri

L(ri, x̃λ(t), ũλ(t))dt.

Звiдси∫
B

|L̃(t, x̃λ(t), ũλ(t))− L(t, x(t), ũλ(t))|dt ≤

≤ K

∫
B

|xλ(t)− x(t)|dt+ ε. (31)

Оцiнимо тепер рiзницю |x̃λ(t) − x(t)|. Не
втрачаючи загальностi можна вважати, що
часова шкала Tλ має наступну структуру
(рис.1).
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Рис. 1
Неперервною лiнiєю позначенi вiдрiзки,

що складаються з граничних точок; пун-
ктиром позначенi вiдрiзки [ri, σ(ri)), де ri –
право-розсiянi точкi, що залишились; жир-
ною лiнiєю позначенi множини, що склада-
ються з викинутих точок (множина A).

Для iнших структур часової шкали дове-
дення аналогiчне.

1) На [0, r1] маємо, що uλ(t) = ũλ(t), тому
x̃λ(t) = xλ(t).

2) На iнтервалi [r1, σ(r1)) маємо, що
x̃λ(t) = xλ(r1) = x(r1), ũλ(t) = uλ(r1).
Але

x(t) = x(r1) +

∫ t

r1

f(s, x(s), uλ(r1))ds, (32)

а тому при t ∈ [r1, σ(r1)) x(t) – двiчi
гладка функцiя. Тому, використовуючи
формулу Тейлора iз залишковим чле-
ном у формi Лагранжа, отримаємо

x(t) = x(r1) + f(r1, x(r1), uλ(r1))(t− r1)+

+f ′
x(s1, x(s1), uλ(r1)) · f(s1, x(s1), uλ(r1))

(t− r1)
2

2
,

(33)
тут s1 – деяка точка на [r1, σ(r1)], а f ′

x
– матриця Якобi. З (24) випливає, що

max
t∈[t0,t1]

|f ′
x(t, x(t), uλ(t))f(t, x(t), uλ(t))| ≤ C2

1 .

(34)
Таким чином, при t ∈ [r1, σ(r1)), отри-

маємо

|x(t)− x̃λ(t)| ≤
∫ σ(r1)

r1

|f(t, x(t), uλ(r1))| dt ≤ C1µ(r1).

(35)
Але в точцi σ(r1) отримаємо

x̃λ(σ(r1)) = xλ(r1)+f(r1, xλ(r1), uλ(r1))µ(r1) =

= x(r1) + f(r1, x(r1), uλ(r1))µ(r1).

Звiдси, з урахуванням (33) i (34), отри-
маємо

|x(σ(r1))− x̃λ(σ(r1))| ≤ C2
1

µ2
λ(r1)

2
:= δ1. (36)

3) При t ∈ [σ(r1), r2], аналогiчно iнтервалу
[0, r1], маємо

|x̃λ(t)− x(t)| ≤ δ1e
K(r2−σ(r1)) := δ2. (37)

4) На [r2, σ(r2)), аналогiчно iнтервалу
[r1, σ(r1)), отримаємо

|x(t)− x̃λ(t)| ≤ δ2 + µλ(r2)C1, (38)

|x(σ(r2))− x̃λ(σ(r2))| ≤ (1 +Kµλ(r2))∗

∗δ2 +
µ2
λ(r2)

2
C2

1 := δ3.

5) На [σ(r2), rh1 ] маємо

|x̃(rh1
)− x̃(σ(r2))| ≤ C1(rh1

− r2) = C1µ1,

|x(rh1)− x(σ(r2))| ≤ C1µ1.

Таким чином,

|x̃λ(rh1)− x(rh1)| ≤ 2C1µ1 + δ3 := δ4. (39)

6) На iнтервалi [rh1 , r3], маємо

|x̃λ(t)− x(t)| ≤ δ4e
K(r3−rh1

) := δ5. (40)

7) На [r3, σ(r3)), отримаємо оцiнки

|x̃λ(t)− x(t)| ≤ δ5 + µλ(r3)C1, (41)

|x̃λ(σ(r3))− x(σ(r3))| ≤ δ5(1 +Kµλ(r3))+

+
µ2
λ(r3)

2
C2

1 := δ6. (42)

8) Аналогiчно на [σ(r3), r4] маємо

|x̃λ(t)− x(t)| ≤ δ6e
K(r4−σ(r3)) := δ7. (43)

9) На (r4, rh2) маємо

|x̃λ(rh2)− x(rh2)| ≤ δ7 + 2C1µ2 := δ8.

10) На iнтервалi [rh2 , σ(rh2)), маємо

|x̃λ(t)− x(t)| ≤ δ8 + 2C1µ2 + µλ(rh2)C1, (44)

|x̃λ(σ(rh2))− x(σ(rh2))| ≤ δ8(1 +Kµλ(rh2))+

+
µ2
λ(rh2)

2
C2

1 := δ9 (45)

11) На [σ(rh2), r5], отримаємо

|x̃λ(t)− x(t)| ≤ δ9 · eK(r5−σ(rh2
)). (46)

Розписуючи останню нерiвнiсть з ураху-
ванням введених позначень, отримаємо для
t /∈ [rk, σ(rk)) наступну оцiнку

|x̃λ(t)−x(t)| ≤ ΠeK2C1

∑
i

µi+
1

2
ΠC2

1e
K
∑
i

µ2(ri) ≤
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≤ µλ(Πe
KC1 +

1

4
ΠC2

1e
K) → 0, λ → 0, (47)

де через Π ми позначили наступний вираз

Π = (1 +Kµλ(r1))(1 +Kµλ(r2))(1 +Kµλ(r3))∗

∗(1 +Kµλ(rh2)) . . . (1 +Kµλ(rN )).

При t ∈ [rk, σ(rk)), отримаємо оцiнку

|x̃λ(t)− x(t)| ≤ µλΠe
K(C1 +

C2
1

4
) + 2C1µi+

+µλ(rk)C1 ≤ µλ(ΠeK(C1 +
C2

1

4
) + 3C1). (48)

Тому
|x̃λ(t)− x(t)| → 0, λ → 0,

рiвномiрно по всiм t ∈ [0, 1].
Таким чином ми показали, що для до-

вiльної часової шкали Tλ i довiльного допу-
стимого керування задачi (19) uλ(t) на нiй
iснує допустиме керування ũλ(t) задачi (20),
що

|Jλ(uλ)− J(ũλ)| → 0, λ → 0, (49)

що i доводить (22).
Крок 2. Вiзьмемо довiльне допустиме ке-

рування u(·) задачi (20). Покажемо, що за
ним можна для кожної часової шкали Tλ по-
будувати допустиме керування uλts(·) задачi
(19), що

|J(u)− Jλ(u
λ
ts)| → 0, λ → 0. (50)

Нехай uλts(·) – довiльне допустиме керу-
вання задачi (19), а xλts(·) – вiдповiдна допу-
стима траєкторiя. Аналогично, нехай x(·)–
допустима траєкторiя задачi (20), що вiдпо-
вiдає допустимому керуванню u(·). Тодi∫

[0,1)Tλ

L(t, xλ
ts(t), u

λ
ts(t))∆t =

=

∫
[0,1)T\RS

L(t, xλ
ts(t), u

λ
ts(t))∆t+

∑
r∈RS

L(r, xλ
ts(r), u

λ
ts(r))µ(r).

(51)

Для фiксованого R > 0, при |x0| ≤ R i
t ∈ [0, 1]Tλ

виконанi оцiнки (24). Отже, сума
в (51) абсолютно збiгається i мажорується
сумою (скiнченною або нескiнченною)

C1

∑
r∈RS

µλ(r), (52)

незалежно вiд uλts(·). Аналогiчно (26), отри-
маємо ∑

r∈RS

L(r, xλ
ts(r), u

λ
ts(r))µ(r) =

=

N∑
k=1

L(rk, x
λ
ts(rk), u

λ
ts(rk))µ(rk)+

+
∑

k=N+1

L(rk, x
λ
ts(rk), u

λ
ts(rk))µ(rk).

Для кожного λ знову виберемо N(λ) так,
щоб ∑

k=N+1

µ(rk) ≤
µλ

2
.

Тодi як i ранiше A = ∪r=N+1[rk, σ(rk)),
її мiра Лебега λ(A) ≤ µλ

2
. Нехай B =

[0, 1]Tλ
\A. Тодi для u(·) i uλts(·)∣∣∣∣∣

∫ 1

0

L(t, x(t), u(t))dt−
∫
[0,1)Tλ

L(t, xλ
ts(t), u

λ
ts(t))∆t

∣∣∣∣∣ ≤
≤ µλ+

∣∣∣∣∣
∫
[0,1]\A

L(t, x(t), u(t))dt−
∫
B

L(t, xλ
ts(t), u

λ
ts(t))dt

∣∣∣∣∣ .
(53)

Нехай r1, . . . , rN – право-розсiянi точки з
B. Вiзьмемо довiльне ε > 0 i зафiксуємо йо-
го. За теоремою Лузiна iснує неперервна на
[0, 1] функцiя uε(t), що мiра Лебега множи-
ни

Aε = {t ∈ [0, 1] : u(t) ̸= uε(t)} , λ(Aε) < ε.

Нехай Bε = [0, 1] \Aε. В силу рiвномiрної
неперервностi f i L за своїми змiнними на
компактi [0, 1] × {|x| ≤ C1} × U для довiль-
ного ε > ε1 > 0 iснує таке 0 < ε2 = ε2(ε1),
що якщо |u− u1| < ε2, то

|f(t, x, u)− f(t, x, u1)|+ |L(t, x, u)− L(t, x, u1)| < ε1.
(54)

для довiльних t ∈ [0, 1] i |x| ≤ C1. Будемо
вважати, що ε2 < ε1. Вiдмiтимо, що uε(t)
– рiвномiрно неперервна на [0, 1] функцiя.
Тому для вказаного ε2 iснує 0 < ε3 < ε2, що
якщо |t−s| < ε3, то |uε(t)−uε(s)| < ε2. Нехай
тепер µλ < ε3.

Побудуємо тепер на [0, 1] за керуванням
u(t) i функцiєю uε(t) нове допустиме керува-
ння uλc , що враховує структуру часової шка-
ли Tλ. На викинутих iнтервалах, тобто в то-
чках множини A, покладемо:

uλ
c (t) = u(r), t ∈ [r, σ(r)).

Нехай r1, . . . , rN – залишенi право-розсiянi
точки. На iнтервалах [σ(ri), ri+1) покладемо

uλ
c (t) = u(t), i = 1, N − 1.

ISSN 2309-4001.Буковинський математичний журнал. 2016. – Т. 4, № 3–4. 129



На [ri, σ(ri)), i = 1, N поступаємо насту-
пним чином:

1) якщо на [ri, σ(ri)) немає точок з множи-
ни Bε, тодi uλc (t) = u(ri).

2) якщо на [ri, σ(ri)) є точки з множини
Bε, то покладемо uλc (t) = uε(t

i
ε), тут tiε –

довiльна точка множини Bε ∩ [ri, σ(ri)).
Оскiльки tiε ∈ Bε, то uε(t

i
ε) = u(tiε) ∈

U , таким чином на [ri, σ(ri)) керування
uλc (t) – допустиме.

Нехай xλc (t) – допустима траєкторiя зада-
чi (20). З побудови uλc (t) випливає, що во-
но є розширенням деякого допустимого ке-
рування uλts(t), яке побудоване за формулою
(21) на часовiй шкалi Tλ. Тодi, як випливає
з (49)

|Jλ(uλ
ts)− J(uλ

c )| → 0, λ → 0. (55)

Покажемо, що

|J(u)− J(uλ
c )| → 0, λ → 0. (56)

Маємо∣∣∣∣∫ 1

0

(L(t, x(t), u(t))− L(t, xλ
c (t), u

λ
c (t)))dt

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣∫

Aε

(L(t, x(t), u(t))− L(t, xλ
c (t), u

λ
c (t)))dt

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∫
Bε

(L(t, x(t), u(t))− L(t, xλ
c (t), u

λ
c (t)))dt

∣∣∣∣ . (57)

Перший доданок в (57) не перевищує
C1(R)λ(Aε) ≤ C1(R)ε. Оцiнимо другий доданок
в (57)∣∣∣∣∫

Bε

(L(t, x(t), u(t))− L(t, xλ
c (t), u

λ
c (t)))dt

∣∣∣∣ ≤
≤ K

∫
Bε

|x(t)− xλ
c (t)|dt+

+

∫
Bε

∣∣L(t, xλ
c (t), u(t))− L(t, xλ

c (t), u
λ
c (t))dt

∣∣ . (58)

Але∫
Bε

∣∣L(t, xλ
c (t), u(t))− L(t, xλ

c (t), u
λ
c (t))

∣∣ dt ≤
≤ C1(R)µλ+

∫
Bε∩Ā

∣∣∣L(t, xλ
c (t), u(t))− L(t, xλ

c (t), u
λ
c (t))

∣∣∣ dt.
(59)

Далi∫
Bε∩Ā

|L(t, xλ
c (t), u(t))− L(t, xλ

c (t), u
λ
c (t))|dt =

=

N−1∑
i=1

∫
[σ(ri),ri+1)∩Bε

|L(t, xλ
c (t), u(t))−L(t, xλ

c (t), u
λ
c (t))|dt+

+

N∑
i=1

∫
[ri,σ(ri))∩Bε

|L(t, xλ
c (t), u(t))− L(t, xλ

c (t), u
λ
c (t))|dt.

(60)

За побудовою uλc перший доданок в (60)
дорiвнює нулю, в сумi деякi доданки також
можуть дорiвнювати нулю, якщо на iнтер-
валi [ri, σ(ri)) немає точок з множини Bε.
Оскiльки µλ < ε3, то в силу рiвномiрної не-
перервностi uε(t) i (54) сума в (60) оцiнює-
ться виразом

ε1

N∑
i=1

µ(ri) ≤ ε1. (61)

Тодi з (58), (59) i (61) маємо∫
Bε

|L(t, x(t), u(t))− L(t, xλ
c (t), u

λ
c (t))|dt ≤

≤ K

∫
Bε

|x(t)− xλ
c (t)|dt+ C1(R)µλ + ε1. (62)

Оцiнимо в (62) рiзницю |x(t)− xλc (t)|. Не-
хай структура часової шкали така як на
рис.1. Для iнших випадкiв викладки анало-
гiчнi.

1) На вiдрiзку [0, r1], u(t) = uλc (t) i x(t) =
xλc (t).

2) На (r1, σ(r1)], маємо

|x(t)− xλ
c (t)| ≤

∫ t

r1

K|x(s)− xλ
c (s)|ds+

+

∫
[r1,σ(r1))∩Aε

∣∣∣f(t, xλ
c (t), u(t))− f(t, xλ

c (t), u(r1))
∣∣∣ dt+

+

∫
[r1,σ(r1))∩Bε

∣∣∣f(t, xλ
c , uε(t))− f(t, xλ

c (t), uε(t
1
ε))

∣∣∣ dt ≤
≤

∫ t

r1

K|x(s)− xλ
c (s)|ds+ ε1µ(r1)+

+2C1(R)λ([r1, σ(r1)) ∩Aε),

в силу рiвномiрної неперервностi f на
[0, 1]×{|x| ≤ C1}×U . Тодi з нерiвностi Гро-
нуола отримаємо

|x(t)− xλ
c (t)| ≤ (εµ(r1) + 2C1(R)∗

∗λ([r1, σ(r1)) ∩Aε))e
Kµ(r1) = δ1e

Kµ(r1), (63)
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3) На [σ(r1), r2], маємо

|x(t)− xλ
c (t)| ≤ δ1e

Kµ(r1)eK(r2−σ(r1)) := δ2.
(64)

4) На [r2, σ(r2)) є точки з множиниBε, тодi
маємо

|x(t)− xλ
c (t)| ≤ δ2 +

∫ t

r2

K|x(s)− xλ
c (s)|ds+

+

∫
[r2,σ(r2))∩Aε

∣∣∣f(t, xλ
c , u(t))− f(t, xλ

c , u
λ
c (t))

∣∣∣ dt+
+

∫
[r2,σ(r2))∩Bε

∣∣∣f(t, xλ
c (t), uε(t))− f(t, xλ

c (t), u
λ
c (t

2
ε))

∣∣∣ dt ≤
≤ δ2 + 2C1(R)λ([r2, σ(r2)) ∩Aε)+

+ε1µ(r2) +

∫ t

r2

K|x(s)− xλ
c (s)|ds.

Тодi

|x(t)− xλ
c (t)| ≤ δ2 + 2C1(R)λ([r2, σ(r2)) ∩Aε)+

+ε1µ(r2))e
Kµ(r2) := δ3. (65)

5) На [σ(r2), rh1 ], отримаємо

|x(t)− xλ
c (t)| ≤ δ3 + 2C1(R)µ1.

6) Далi на [rh1 , r3], матимемо

|x(t)−xλ
c (t)| ≤ (δ3+2C1(R)µ1)e

K(r3−rh1
) := δ4.

7) На [r3, σ(r3)) є точки з множиниBε, тодi
маємо

|x(t)− xλ
c (t)| ≤ (δ4 + 2C1(R)∗

∗λ([r3, σ(r3)) ∩Aε) + ε1µ(r3))e
Kµ(r3) := δ5.

8) Розглянемо iнтервал [σ(r3), rh2). В силу
нерiвностi Гронуола маємо

|x(t)− xλ
c (t)| ≤ δ5e

K(r4−σ(r3)).

9) На викинутому iнтервалi [rh2 , r5), має-
мо

|x(t)− xλ
c (t)| ≤ δ5e

K(r4−σ(r3)) + 2C1(R)µ2.

10) На [r5, σ(r5)) є точки з множиниBε, тодi
маємо

|x(t)− xλ
c (t)| ≤ (δ5e

K(rh2
−σ(r3)) + 2C1(R)∗

∗λ([r5, σ(r5))∩Aε)+2C1(R)µ2+ε1µ(r5))e
Kµ(r5).

Розписуючи останню нерiвнiсть, з ураху-
ванням введених позначень, для довiльного
t ∈ [0, 1] ми отримаємо

|x(t)−xλ
c (t)| ≤ (ε1

N(λ)∑
i=1

µ(ri)+2C1(R)

N(λ)∑
i=1

λ([ri, σ(ri))∩Aε)+

+C1(R)
∑
i

µi)e
K ≤ (ε1 + 2C1(R)ε+ C1(R)µλ)e

K . (66)

Тодi з (57)–(62) отримаємо оцiнку∣∣∣∣∫ 1

0

(L(t, x(t), u(t))− L(t, xλ
c (t), u

λ
c (t)))

∣∣∣∣ dt ≤
≤ K(ε1 + 2C1(R)ε+ C1(R)µλ)e

K+

+C1(R)µλ + ε1 + C1(R)ε.

Таким чином, в силу довiльностi ε i ε1

|J(u)− J(uλ
c )| → 0, λ → 0. (67)

Тодi з (55) i (67) ми маємо (50), що i потрi-
бно було показати.

В кроцi 1 ми показали, що для довiльної
часової шкали Tλ i довiльного допустимого
керування задачi (19) uλ(t) на нiй iснує допу-
стиме керування ũλ задачi (20), що

|Jλ(uλ)− J(ũλ)| = φ(λ) → 0, λ → 0.

Отже,
J(ũλ) ≤ Jλ(uλ) + φ(λ).

Звiдси i з означення функцiї Белмана, має-
мо

V (0, x) ≤ Jλ(uλ) + φ(λ). (68)

Нерiвнiсть (68) виконується для довiль-
ного допустимого керування uλ, а отже i для
iнфiнума по всiм допустимим керуванням,
тобто

V (0, x) ≤ Vλ(0, x) + φ(λ). (69)

В умовах теореми 2 справедлива теоре-
ма 1. Таким чином, сiм’я функцiй Белмана
Vλ(0, x) компактна в довiльнiй кулi |x| ≤ R,
R > 0. Тому iснує рiвномiрно на |x| ≤ R
збiжна пiдпослiдовнiсть Vλ(0, x), що

Vλn(0, x) ⇒ V0(0, x), (70)

при n→ ∞ (λn → 0).
Переходячи в (69) до границi при λn → 0,

маємо
V (0, x) ≤ V0(0, x). (71)
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Покажемо, що нерiвнiсть V (0, x) <
V0(0, x) неможлива.

Дiйсно, нехай

V (0, x) < V0(0, x). (72)

Тодi iснує δ > 0 i λn0 , що при λn ≤ λn0

Vλn(0, x) > V (0, x) + δ. (73)

Для даного δ > 0, очевидно, iснує допусти-
ме керування u(t) системи (20), що

J(u) +
δ

2
< Vλn(0, x). (74)

Однак тодi для даного керування u(t) си-
стеми (20) iснує допустиме керування uλnts з
виконанням (50). Тодi при достатньо малих
λn маємо

Jλn(u
λn
ts ) < Vλn(0, x),

що неможливо.
Отже, V (0, x) = V0(0, x). Таким чином,

довiльна збiжна послiдовнiсть Vλn(0, x) має
границю – V (0, x). Тому в силу компактностi
сiм’ї Vλ(0, x) i вся послiдовнiсть Vλ(0, x) →
V0(0, x) при µλ → 0, коли λ → 0, що i дово-
дить теорему 2.

Зауваження 2. Результат теореми 2
справедливий i для функцiоналiв бiльш за-
гального вигляду

Jλ(u) =

∫
[t0,t1)T

L(t, x(t), u(t))∆t+Ψ(x(t1))

i вiдповiдно

J(u) =

∫ t1

t0

L(t, x(t), u(t))dt+Ψ(x(t1)),

якщо Ψ(x) задовольняє для x ∈ Rd глобаль-
ну умову Лiпшиця.
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