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КРИТЕРIЙ IСНУВАННЯ НЕТРИВIАЛЬНИХ КВАЗIПОЛIНОМНИХ
РОЗВ’ЯЗКIВ ОДНОРIДНОЇ ДВОТОЧКОВОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ РIВНЯННЯ IЗ

ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ

Знайдено необхiднi та достатнi умови iснування нетривiальних квазiполiномних розв’язкiв
однорiдного рiвняння iз частинними похiдними другого порядку за часом та загалом нескiн-
ченного порядку за s ∈ N\{1} просторовими змiнними зi сталими комплексними коефiцiєн-
тами, що задовольняють однорiднi локальнi двоточковi умови. Iснування таких розв’язкiв
забезпечується умовою – множина нулiв характеристичного визначника задачi не є порож-
ньою.

The necessary and sufficient conditions of existence of the nontrivial quasipolynomial solutions
of homogeneous partial differential equation of second order in time variable and generally infinite
order in s ∈ N\{1} spatial variables with constant complex coefficients that satisfy homogeneous
local two-point conditions is established. The existence of these solutions is provided by the condi-
tion that the set of zeroes of characteristic determinant of problem is not empty.

Вступ. Розв’язнiсть задач з багатоточко-
вими умовами за часовою змiнною для лi-
нiйних диференцiальних рiвнянь iз частин-
ними похiдними на основi метричного пiд-
ходу вперше було запропоновано у працi
[1]. У цiй статтi було вказано на проблему
малих знаменникiв, доведено некоректнiсть
цих задач, також було показано, що на вiд-
мiну вiд задачi Кошi вiдповiдна однорiдна
багатоточкова за часом задача може мати
нетривiальнi розв’язки. Дослiдження задач
з багатоточковими умовами для рiвнянь та
систем диференцiальних рiвнянь iз частин-
ними похiдними в обмежених областях з ви-
користанням метричного пiдходу за останнi
роки iстотно розвинуто (див. працi [2, 3, 4]
та бiблiографiю в них).

В необмежених областях (смуга, шар)
однозначну розв’язнiсть задач iз локальни-
ми багатоточковими за часом умовами для
рiвнянь iз частинними похiдними дослiджу-
вали у [5, 6, 7]. У цих працях знайдено прос-
тори функцiй, у яких для n-точкової задачi
є вiдсутньою проблема малих знаменникiв.

Зазначимо, що багатоточкова задача
для звичайного диференцiального рiвняння
зустрiчається в лiтературi з назвою задача

Валле-Пуссена. Такого роду задачi вперше
вивчалися у працях [8, 9, 10].

У цiй працi встановлено умови iснуван-
ня нетривiальних (квазiполiномного вигля-
ду) розв’язкiв однорiдного диференцiально-
го рiвняння другого порядку за часом та
загалом довiльного порядку за просторови-
ми змiнними, що задовольняють локальнi
двоточковi за часом умови. Праця продов-
жує дослiдження [11], де вивчалася двоточ-
кова задача для диференцiального рiвняння
з однiєю просторовою змiнною.

1. Формулювання задачi. В областi
змiнних t ∈ R, x ∈ Rs (s ∈ N\ {1}) дослiд-
жується множина розв’язкiв однорiдної дво-
точкової задачi:

L
( ∂
∂t
,
∂

∂x

)
U(t, x) ≡

≡ ∂2U

∂t2
+ 2a

( ∂
∂x

)∂U
∂t

+ b
( ∂
∂x

)
U = 0, (1)

A1

( ∂
∂x

)
U(0, x) + A2

( ∂
∂x

)∂U
∂t

(0, x) = 0,

B1

( ∂
∂x

)
U(h, x) + B2

( ∂
∂x

)∂U
∂t

(h, x) = 0.

(2)
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У рiвняннi (1) вважаємо, що операторнi
коефiцiєнти a

(
∂
∂x

)
, b
(
∂
∂x

)
є довiльними дифе-

ренцiальними виразами з комплексними ко-
ефiцiєнтами скiнченного або нескiнченного
порядку, а символи a(ν), b(ν) цих коефiцiєн-
тiв є цiлими функцiями комплексної вектор-
змiнної ν ∈ Cs. Щодо диференцiальних
полiномiв A1

(
∂
∂x

)
, A2

(
∂
∂x

)
, B1

(
∂
∂x

)
, B2

(
∂
∂x

)
з

комплексними коефiцiєнтами у двоточко-
вих умовах (2) накладаємо припущення, що
|A1(ν)|2+|A2(ν)|2 ̸= 0 та |B1(ν)|2+|B2(ν)|2 ̸=
0 для довiльного ν ∈ Cs. Крiм того, h > 0.

Однорiдна задача (1), (2), очевидно, має
тривiальний розв’язок. У статтi встановимо
необхiднi та достатнi умови iснування не-
тривiальних квазiполiномних розв’язкiв за-
дачi (1), (2) i вкажемо метод їх побудови.

2. Допомiжнi результати. За рiвнян-
ням (1) та умовами (2) складемо характе-
ристичний визначник задачi

∆(ν) =

∣∣∣∣∣ ∆11(ν) ∆12(ν)

∆21(ν) ∆22(ν)

∣∣∣∣∣ , (3)

де

∆11(ν) = A1(ν), ∆12(ν) = A2(ν),

∆21(ν) = B1(ν)T0(h, ν) +B2(ν)
dT0
dt

(h, ν),

∆22(ν) = B1(ν)T1(h, ν) + B2(ν)
dT1
dt

(h, ν),

функцiї T0(t, ν), T1(t, ν) є елементами нор-
мальної в точцi t = 0 фундаментальної си-
стеми розв’язкiв звичайного диференцiаль-
ного рiвняння

L
( d
dt
, ν
)
T (t, ν) = 0, ν ∈ Cs.

Розглянемо множину

M =
{
ν ∈ Cs : ∆(ν) = 0

}
, (4)

причому припускаємо, що M ̸= ∅ i M ̸= Cs.
Нехай α ∈ M . Розглянемо для комплекс-

ного вектора α таку множину мультиiнде-
ксiв:

Ω(α) =
{
r = (r1, . . . , rs) ∈ Zs+ :

( ∂
∂ν

)r
∆(ν)

∣∣∣
ν=α

≡ ∆(r)(α) ̸= 0
}
,

де
(
∂
∂ν

)r
∆(ν) = ∂|r|∆(ν)

∂ν
r1
1 ...∂νrss

, |r| = r1 + . . .+ rs.
Вважаємо, що r ≥ q для двох векторiв

r = (r1, . . . , rs) та q = (q1, . . . , qs) з Zs+, якщо
r1 ≥ q1, . . . , rs ≥ qs. Крiм того, позначимо

Cq
r =

r !
q !(r−q)! , де r ! =

s∏
k=1

rk!, rk! = 1 ·2 · . . . ·rk,

0! = 1, O – вектор з нульовими координа-
тами, xr = xr11 . . . x

rs
s , x = (x1, . . . , xs) ∈ Rs,

ν · x = ν1x1 + . . .+ νsxs, ν = (ν1, . . . , νs) ∈ Cs.

Лема 1. Нехай задано аналiтичну фун-
кцiю µ(ν), причому µ(α) ̸= 0 для деякого
α ∈ Cs, цiлу функцiю γ(ν), а також по-
лiном φ(x) =

∑
0≤|r|≤n

φrx
r, φr ∈ C, степiнь

якого дорiвнює n ∈ Z+, тобто
∑
|r|=n

|φr| > 0.

Тодi iснує полiном φµ(x) степеня n, для яко-
го виконується така рiвнiсть

φ
( ∂
∂ν

){
µ(ν)γ(ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=α

=

= φµ
( ∂
∂ν

){
γ(ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=α

. (5)

Доведення. Лiву частину рiвностi (5) по-
дамо у виглядi

∑
0≤|r|≤n

φr

( ∂
∂ν

)r{
µ(ν)γ(ν)eν·x

}∣∣∣∣∣∣
ν=α

=

=
∑

0≤|r|≤n

φr×

×
∑
O≤q≤r

Cq
rµ

(r−q)(α)
( ∂
∂ν

)q{
γ(ν)eν·x

}∣∣∣
ν=α

.

Змiнивши порядок сумування, одержимо

φ
( ∂
∂ν

){
µ(ν)γ(ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=α

=

=
∑

0≤|r|≤n

( ∂
∂ν

)r{
γ(ν)eν·x

}∣∣∣∣∣∣
ν=α

×

×
∑

q≥r, |q|≤n

Cr
qµ

(q−r)(α)φq.
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Отже, шуканий полiном φµ(x) має такий
вигляд:

φµ(x) = µ(α)
∑
|r|=n

φrx
r+

+
∑

0≤|r|≤n−1

xr
∑

q≥r, |q|≤n

Cr
qµ

(q−r)(α)φq.

Оскiльки µ(α) ̸= 0 i
∑
|r|=n

|φr| > 0, то по-

будований полiном φµ(x) має степiнь n i для
нього виконується рiвнiсть (5). �

Лема 2. Нехай A = A
(
∂
∂x

)
– диферен-

цiальний полiном з комплексними коефiцi-
єнтами, α ∈ Cs i φα(x) = φ(x)eα·x – ква-
зiполiном, що належить до ядра оператора
A, тобто φα ∈ kerA, або A

(
∂
∂x

)
φα(x) ≡ 0.

Тодi A(α) = 0 i для довiльної аналiтичної в
околi ν = O функцiї γ(ν) виконується то-
тожнiсть на Rs

φα

( ∂
∂ν

){
A(ν)γ(ν)eν·x

}∣∣∣
ν=O

=

= φ
( ∂
∂ν

){
A(ν)γ(ν)eν·x

}∣∣∣
ν=α

≡ 0. (6)

Доведення. Зобразимо квазiполiномний
елемент ядра оператора A у виглядi

φα(x) = φ
( ∂
∂ν

){
eν·x
}∣∣∣∣
ν=α

.

Подiємо на останню рiвнiсть диференцi-
альним виразом A

(
∂
∂x

)
:

A
( ∂
∂x

)
φα(x) = A

( ∂
∂x

)
φ
( ∂
∂ν

){
eν·x
}∣∣∣∣
ν=α

=

= φ
( ∂
∂ν

){
A(ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=α

.

Оскiльки φα ∈ kerA, то виконується то-
тожнiсть на Rs:

φ
( ∂
∂ν

){
A(ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=α

≡ 0. (7)

Тодi для довiльного x ∈ Rs маємо

φ
( ∂
∂ν

){
A(ν)γ(ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=α

=

= γ
( ∂
∂x

)
φ
( ∂
∂ν

){
A(ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=α

=

= γ
( ∂
∂x

)
· 0 = 0.

Отже, тотожнiсть (6) встановлено.
Доведемо, що A(α) = 0. Нехай φ(x) =∑

0≤|r|≤n
φrx

r, φr ∈ C, причому
∑
|r|=n

|φr| > 0,

тобто degφ(x) = n, n ∈ Z+. Тодi з тотож-
ностi (7) отримуємо

0 ≡
∑

0≤|r|≤n

φr

( ∂
∂ν

)r {
A(ν)eν·x

}∣∣∣
ν=α

=

=
∑
|r|=n

φr

( ∂
∂ν

)r {
A(ν)eν·x

}∣∣∣
ν=α

+

+
∑

0≤|r|<n

φr

( ∂
∂ν

)r {
A(ν)eν·x

}∣∣∣
ν=α

=

=
∑
|r|=n

φr
∑
O≤q≤r

Cq
rx

qeα·xA(r−q)(α)+

+
∑

0≤|r|<n

φr

( ∂
∂ν

)r {
A(ν)eν·x

}∣∣∣
ν=α

=

= eα·xA(α)
∑
|r|=n

φrx
r+

+ eα·x
∑
|r|=n

φr
∑

O≤q≤r, q ̸=r

Cq
rA

(r−q)(α)xq+

+
∑

0≤|r|<n

φr

( ∂
∂ν

)r {
A(ν)eν·x

}∣∣∣
ν=α

.

З умови
∑
|r|=n

|φr| > 0 маємо A(α) = 0. �

3. Основний результат. Для пiдмно-
жини D простору Cs розглянемо такi класи
квазiполiномiв:

— KD – це клас квазiполiномiв вигляду

g(x) =
m∑
j=1

Qj(x)e
αj ·x, x ∈ Rs, m ∈ N,

де α1, . . . , αm – попарно рiзнi комплекснi век-
тори з D i Q1(x), . . . , Qm(x) – ненульовi по-
лiноми з комплексними коефiцiєнтами;

— KC,D – це клас квазiполiномiв вигляду

f(t, x) =
m∑
j=1

N∑
l=1

Plj(t, x)e
βlt+αj ·x, m,N ∈ N,
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де P11(t, x), . . . , PNm(t, x) – ненульовi полiно-
ми змiнних t, x1, . . . , xs з комплексними кое-
фiцiєнтами, β1, . . . , βN – попарно рiзнi ком-
плекснi числа, а попарно рiзнi комплекснi
вектори α1, . . . , αm належать до D.

Теорема 1. Нехай M – множина (4) i g(x)
– нетривiальний одночленний квазiполiном
з класу KM вигляду

g(x) = Q(x)eα·x, (8)

в якому Q(x) =
∑

0≤|r|≤n
Drx

r – полiном n-го

степеня (
∑
|r|=n

|Dr| > 0, n ∈ Z+), коефiцiєн-

ти Dr якого задовольняють однорiдну си-
стему алгебричних рiвнянь:∑

r≥q, 0≤|r|≤n,
r−q∈Ω(α)

DrC
q
r∆

(r−q)(α) = 0,

q ∈ Zs+, |q| ≤ n− 1. (9)

Тодi квазiполiном

U(t, x) = g
( ∂
∂ν

){
Φ(t, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=O

=

= Q
( ∂
∂ν

){
Φ(t, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=α

, (10)

в якому

Φ(t, x, ν) =
[
A2(ν)T0(t, ν)−A1(ν)T1(t, ν)

]
eν·x,
(11)

є нетривiальним розв’язком задачi (1), (2).
Навпаки, якщо ненульовий квазiполiном,
одночленний за змiнною x, тобто U(t, x) =
F (t, x)eα·x, є розв’язком задачi (1), (2), то
його можна зобразити у виглядi (10), де
g(x) належить до KM , має вигляд (8) i кое-
фiцiєнти Dr полiнома Q(x) задовольняють
систему (9).

Доведення. Достатнiсть. Покажемо спо-
чатку, що функцiя (10) задовольняє рiвнян-
ня (1). Враховуючи комутативнiсть опера-
цiй ∂

∂t
, ∂
∂x

та ∂
∂ν

маємо

L
( ∂
∂t
,
∂

∂x

){
g
( ∂
∂ν

){
Φ(t, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=O

}
=

= g
( ∂
∂ν

){
L
( ∂
∂t
,
∂

∂x

){
Φ(t, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=O

}
=

= g
( ∂
∂ν

){
eν·x
[
A2(ν)L

( d
dt
, ν
)
T0(t, ν)−

− A1(ν)L
( d
dt
, ν
)
T1(t, ν)

]}∣∣∣
ν=O

= 0.

Покажемо для (10) виконання першої
умови (2):

A1

( ∂
∂x

)
U(0, x) + A2

( ∂
∂x

)∂U
∂t

(0, x) =

= A1

( ∂
∂x

)
Q
( ∂
∂ν

){
Φ(0, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=α

+

+ A2

( ∂
∂x

)
Q
( ∂
∂ν

){∂Φ
∂t

(0, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=α

=

= Q
( ∂
∂ν

) {
A1

( ∂
∂x

)
[A2(ν)e

ν·x]

}∣∣∣∣
ν=α

−

−Q
( ∂
∂ν

) {
A2

( ∂
∂x

)
[A1(ν)e

ν·x]

}∣∣∣∣
ν=α

=

= Q
( ∂
∂ν

){
eν·x
[
A1(ν)A2(ν)−

− A1(ν)A2(ν)
]}∣∣∣

ν=α
= 0.

Функцiя (10) задовольняє другу умову
(2). Справдi,

B1

( ∂
∂x

)
U(h, x) +B2

( ∂
∂x

)∂U
∂t

(h, x) =

= B1

( ∂
∂x

)
Q
( ∂
∂ν

){
Φ(h, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=α

+

+B2

( ∂
∂x

)
Q
( ∂
∂ν

) {∂Φ
∂t

(h, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=α

=

= Q
( ∂
∂ν

){
B1(ν)Φ(h, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=α

+

+Q
( ∂
∂ν

) {
B2(ν)

∂Φ

∂t
(h, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=α

=

= Q
( ∂
∂ν

){
eν·x∆(ν)

}∣∣∣∣
ν=α

=

=
∑

0≤|r|≤n

Dr

( ∂
∂ν

)r{
eν·x∆(ν)

}∣∣∣∣
ν=α

=

=
∑

0≤|r|≤n

Dr

∑
O≤q≤r

Cq
rx

qeα·x∆(r−q)(α) =

= eα·x
∑

0≤|r|≤n

∑
O≤q≤r

DrC
q
rx

q∆(r−q)(α) =
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= eα·x
∑

0≤|q|≤n

xq
∑

r≥q, |r|≤n

DrC
q
r∆

(r−q)(α).

Останнiй вираз дорiвнюватиме нулю тодi
та лише тодi, коли

∀q ∈ Zs+ |q| ≤ n :
∑

r≥q, |r|≤n

DrC
q
r∆

(r−q)(α) = 0.

Зауважимо, якщо |q| = n, то r = q, а усi
рiвностi Dq∆(α) = 0 в останнiй системi бу-
дуть тотожностями 0 ≡ 0 для всiх Dq. Крiм
того, залишаємо лише тi доданки, для яких
∆(r−q)(α) ̸= 0, тобто для r− q ∈ Ω(α). Отже,
останню систему можна записати у виглядi
(9).

Покажемо, що функцiя (10) є ненульо-
вою. Для цього обчислимо значення цiєї
функцiї та її похiдної в точцi t = 0:

U(0, x) =

=
∑

0≤|r|≤n

Dr

( ∂
∂ν

)r {
A2(ν)e

ν·x
}∣∣∣

ν=α
=

=
∑
|r|=n

Dr

( ∂
∂ν

)r {
A2(ν)e

ν·x
}∣∣∣

ν=α
+

+
∑

0≤|r|<n

Dr

( ∂
∂ν

)r {
A2(ν)e

ν·x
}∣∣∣

ν=α
=

=
∑
|r|=n

Dr

∑
O≤q≤r

Cq
rx

qeα·xA
(r−q)
2 (α)+

+
∑

0≤|r|<n

Dr

( ∂
∂ν

)r {
A2(ν)e

ν·x
}∣∣∣

ν=α
=

= eα·xA2(α)
∑
|r|=n

Drx
r+

+ eα·x
∑
|r|=n

Dr

∑
O≤q≤r, q ̸=r

Cq
rA

(r−q)
2 (α)xq+

+
∑

0≤|r|<n

Dr

( ∂
∂ν

)r {
A2(ν)e

ν·x
}∣∣∣

ν=α
.

Аналогiчно

∂U

∂t
(0, x) =

= −
∑

0≤|r|≤n

Dr

( ∂
∂ν

)r {
A1(ν)e

ν·x
}∣∣∣

ν=α
=

= −eα·xA1(α)
∑
|r|=n

Drx
r−

− eα·x
∑
|r|=n

Dr

∑
O≤q≤r, q ̸=r

Cq
rA

(r−q)
1 (α)xq−

−
∑

0≤|r|<n

Dr

( ∂
∂ν

)r {
A1(ν)e

ν·x
}∣∣∣

ν=α
.

З умови
∑
|r|=n

|Dr| > 0 одержуємо, що∑
|r|=n

Drx
r – нетривiальний полiном степеня

n ∈ Z+. Оскiльки |A1(α)|2 + |A2(ν)|2 > 0, то
нетривiальними одночленними за змiнною x
квазiполiномами є U(0, x) або ∂U

∂t
(0, x). От-

же, функцiя вигляду (10), як розв’язок зада-
чi Кошi з ненульовими початковими даними
є нетривiальною.

Доведемо необхiднiсть. Нехай U(t, x) –
нетривiальний розв’язок задачi (1), (2), що
належить до KC,Cs i має за змiнною x одно-
членний вигляд, тобто

U(t, x) = F (t, x)eα·x, α ∈ Cs, (12)

де F (t, x) =
N∑
l=1

Pl(t, x)e
βlt, P1(t, x), . . . ,

PN(t, x) – полiноми змiнних t, x1, . . . , xs з
комплексними коефiцiєнтами, β1, . . . , βN –
попарно рiзнi комплекснi числа, N ∈ N.

Позначимо U(0, x) = g1(x) = φ1(x)e
α·x,

∂U
∂t
(0, x) = g2(x) = φ2(x)e

α·x, де φ1(x) =

F (0, x), φ2(x) =
∂F
∂t
(0, x). Тодi хоча б один з

полiномiв φ1(x) або φ2(x) є нетривiальним.
Квазiполiном U(t, x) як єдиний розв’язок за-
дачi Кошi

L
( ∂
∂t
,
∂

∂x

)
U(t, x) = 0,

U(0, x) = g1(x),
∂U

∂t
(0, x) = g2(x),

можна згiдно з диференцiально-символьним
методом [12] записати у виглядi

U(t, x) = g1

( ∂
∂ν

){
T0(t, ν)e

ν·x
}∣∣∣∣

ν=O

+

+ g2

( ∂
∂ν

){
T1(t, ν)e

ν·x
}∣∣∣∣

ν=O

або
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U(t, x) = φ1

( ∂
∂ν

){
T0(t, ν)e

ν·x
}∣∣∣∣

ν=α

+

+ φ2

( ∂
∂ν

){
T1(t, ν)e

ν·x
}∣∣∣∣

ν=α

. (13)

Покажемо, що функцiю (13) можна по-
дати у виглядi (10) з деяким нетривiальним
полiномом Q(x). Нехай спочатку обидва по-
лiноми φ1(x) та φ2(x) є нетривiальними. З
умови |A1(α)|2+ |A2(α)|2 ̸= 0 одержуємо, що
A1(α) ̸= 0 або A2(α) ̸= 0. Припустимо, що
A1(α) ̸= 0. Вiдповiдно до леми 1 для полiно-
ма φ1(x) iснує полiном φA1

1 (x) того ж степеня
такий, що

U(t, x) = φA1
1

( ∂
∂ν

){T0(t, ν)
A1(ν)

eν·x
}∣∣∣∣

ν=α

+

+ φ2

( ∂
∂ν

){
T1(t, ν)e

ν·x
}∣∣∣∣

ν=α

.

З виконання для функцiї U(t, x) першої
двоточкової умови (2) одержимо тотожнiсть

φA1
1 (x) + φ2

( ∂
∂ν

){
A2(ν)e

ν·x
}∣∣∣∣

ν=α

≡ 0,

з урахуванням якої маємо

U(t, x) = −φ2

( ∂
∂ν

){[A2(ν)T0(t, ν)

A1(ν)
−

− T1(t, ν)
]
eν·x
}∣∣∣

ν=α
=

= − φ
A−1

1
2

( ∂
∂ν

){
Φ(t, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=α

.

Отже, розв’язок (12) задачi (1), (2) ми по-
дали у виглядi (10), де Q(x) = −φA

−1
1

2 (x).
Цiлком аналогiчно доводиться, що за

умови A2(α) ̸= 0 розв’язок (12) задачi (1),
(2) можна подати у виглядi (10), де Q(x) =
φ
A−1

2
1 (x).
Розглянемо тепер випадок, коли φ1(x) ≡

0, а, отже, φ2(x) ̸≡ 0. Тодi розв’язок задачi
(1), (2) можна подати у виглядi

U(t, x) = φ2

( ∂
∂ν

){
T1(t, ν)e

ν·x
}∣∣∣∣

ν=α

. (14)

З виконання першої двоточкової умови
одержуємо, що φ2(x)e

α·x ∈ kerA2

(
∂
∂x

)
. Звiд-

си згiдно з лемою 2 маємо, що A2(α) = 0, а

тому A1(α) ̸= 0. Тодi функцiю (14) можна
подати у виглядi

U(t, x) = − φ
A−1

1
2

( ∂
∂ν

){
Φ(t, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=α

,

оскiльки за лемою 2 маємо

φ
A−1

1
2

( ∂
∂ν

){
[A2(ν)T0(t, ν)] e

ν·x
}∣∣∣∣

ν=α

=

= φ2

( ∂
∂ν

){A2(ν)T0(t, ν)

A1(ν)
eν·x
}∣∣∣∣

ν=α

≡ 0.

Аналогiчним є доведення i у випадку, ко-
ли φ2(x) ≡ 0.

Отже, доведено, що розв’язок (12) зада-
чi (1), (2) можна подати у виглядi (10), де
Q(x) =

∑
0≤|r|≤n

Drx
r – нетривiальний полiном

степеня n ∈ Z+, тобто
∑
|r|=n

|Dr| > 0.

З виконання другої умови (2) для функцiї
(12) одержимо тотожнiсть

Q
( ∂
∂ν

){
∆(ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=α

≡ 0,

з якої одержуємо∑
|r|=n

Drx
r∆(α) + . . . ≡ 0,

де . . . означає полiном вектор-змiнної x, сте-
пеня нижчого за n. Звiдси випливає, що
Dr∆(α) ≡ 0 для всiх |r| = n, тобто ∆(α) = 0
i α ∈M . Це означає, що квазiполiном g(x) =
Q(x)eα·x належить доKM . Коефiцiєнти полi-
нома Q(x) задовольняють при цьому систе-
му (9) (див. доведення достатностi в теоремi
1). �

Зауваження 1. Якщо до множини
Ω(α) не належать мультиiндекси r ∈ Zs+,
для яких |r| < k, k ∈ N, то в системi лi-
нiйних алгебричних рiвнянь (9) для коефi-
цiєнтiв Dr, |r| < k, полiнома Q(x) одер-
жуємо тотожностi 0 ≡ 0. Тому усi зга-
данi коефiцiєнти є довiльними. Для побу-
дови нетривiального розв’язку задачi (1),
(2) за формулою (9) можна взяти довiль-
ний ненульовий квазiполiном (8), у якого
degQ(x) ≤ k − 1.
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Зауваження 2. Якщо M = Cs, тоб-
то ∆(ν) ≡ 0, то рiвняння в системi (9)
для коефiцiєнтiв полiнома Q(x) будуть то-
тожностями 0 ≡ 0, тому формула (10)
визначає нетривiальнi розв’язки задачi (1),
(2) для довiльного нетривiального квазiпо-
лiнома (8).

4. Приклад. Знайти в областi (t, x) ∈ R3

розв’язки U = U(t, x) двоточкової задачi

∂2U

∂t2
+ 2

∂U

∂t
+
(
1− ∂4

∂x21∂x
2
2

)
U = 0, (15)

(
1 +

∂2

∂x21

)
U(0, x) +

∂U

∂t
(0, x) = 0,(

1 +
∂2

∂x22

)
U(1, x) +

∂U

∂t
(1, x) = 0.

(16)

∇ Маємо a(ν) = 1, b(ν) = 1−ν21ν22 , D(ν) =
ν21ν

2
2 , A1(ν) = 1 + ν21 , A2(ν) = B2(ν) = 1,

B1(ν) = 1 + ν22 , s = 2, h = 1, ν = (ν1, ν2),
x = (x1, x2), ∆(ν) = e−1

(
ν21 − ν22

)
cosh[ν1ν2],

M =
{
(ν1, ν2) ∈ C2 : ∆(ν) = 0

}
.

Функцiя (11) для задачi (15), (16) має ви-
гляд

Φ(t, x, ν) =

=

{
cosh[ν1ν2t]− ν21

sinh[ν1ν2t]

ν1ν2

}
eν1x1+ν2x2−t.

Розглянемо пiдмножини векторiв, з яких
складається множина M :

1) ν = α±(µ) ≡ (±µ, µ), де µ ∈ C, причо-
му µ ̸= 0 i µ ̸= µ∗, а µ∗ – корiнь рiвняння
cosh[µ2] = 0;

2) ν = β(µ) ≡
(
µ2∗
µ
, µ
)
, де µ ∈ C, причому

µ ̸= 0 i µ ̸= µ∗;
3) ν = O ≡ (0, 0);
4) ν = γ± ≡

(
± µ∗, µ∗

)
.

Використовуючи теорему 1 побудуємо не-
тривiальнi розв’язки задачi (15), (16), що
вiдповiдають ν = α±(µ) з першої пiдмножи-
ни.

Обчислюємо
∂∆

∂ν1

(
α±(µ)

)
= ±2e−1µ cosh[µ2] ̸= 0,

∂∆

∂ν2

(
α±(µ)

)
= −2e−1µ cosh[µ2] ̸= 0,

тому (1, 0), (0, 1) ∈ Ω(α±(µ)).
Узявши квазiполiном вигляду

g(x1, x2) =
(
D00 +D10x1 +D01x2

)
e±µx1+µx2 ,

D00, D10, D01 ∈ C, (17)

для коефiцiєнтiв D00, D10, D01 записуємо
систему алгебричних рiвнянь (9), яка є
одним рiвнянням вигляду

D00∆
(
α±(µ)

)
+D10

∂∆

∂ν1

(
α±(µ)

)
+

+D01
∂∆

∂ν2

(
α±(µ)

)
= 0. (18)

З рiвняння (18) одержуємо, що D00, D10 –
довiльнi сталi, а D01 = ±D10. За формулою
(10)

U(t, x) =

=

[
D00 +D10

( ∂

∂ν1
± ∂

∂ν2

)]
Φ(t, x, ν)

∣∣∣∣
ν=α±(µ)

,

(D00, D10) ̸= O,

знаходимо нетривiальнi розв’язки задачi
(15), (16).

Зокрема, розв’язками задачi (15), (16) є:

U0±(t, x, µ) = Φ(t, x, ν)
∣∣∣
ν=α±(µ)

=

= e−(1+µ2)t±µx1+µx2 ,

U1±(t, x, µ) =
( ∂Φ
∂ν1

± ∂Φ

∂ν2

)∣∣∣∣
ν=α±(µ)

=

= e−(1+µ2)t±µx1+µx2 {−2µt± µx1 + µx2} .

Зауважимо, що розв’язки U1±(t, x, µ)
можна знайти шляхом диференцiювання
розв’язкiв U0±(t, x, µ) за параметром µ, а са-
ме

U1±(t, x, µ) =
∂

∂µ
U0±(t, x, µ).

Аналогiчно, iншi розв’язки задачi (15),
(16), що вiдповiдають ν = α±(µ), можна
отримувати за формулою

Uk±(t, x, µ) =

=
∂k

∂µk
e−(1+µ2)t±µx1+µx2 , k ∈ N\{1}.

146 ISSN 2309-4001. Буковинський математичний журнал. 2016. – Т. 4, № 3–4.



Знайдемо тепер розв’язки задачi (15),
(16), що вiдповiдають ν = β(µ) з другої пiд-
множини M . Обчислюємо

∂∆

∂ν1

(
β(µ)

)
= e−1

(µ4
∗
µ2

− µ2
)
µ sinh[µ2

∗] ̸= 0,

∂∆

∂ν2

(
β(µ)

)
= e−1

(µ4
∗
µ2

− µ2
)µ2

∗
µ

sinh[µ2
∗] ̸= 0.

Маємо (1, 0), (0, 1) ∈ Ω(β(µ)). Розглянемо
квазiполiном вигляду

g(x1, x2) =
(
D00 +D10x1 +D01x2

)
e

µ2∗
µ
x1+µx2 ,

D00, D10, D01 ∈ C,

для коефiцiєнтiв якого одержуємо систему
рiвнянь (одне рiвняння):

D10
∂∆

∂ν1

(
β(µ)

)
+D01

∂∆

∂ν2

(
β(µ)

)
= 0. (19)

З рiвняння (19) одержуємо, що D00, D01 –
довiльнi сталi, а D10 = −µ2∗

µ2
D10. Згiдно з тео-

ремою 1 нетривiальнi розв’язки задачi (15),
(16) знаходимо за формулою

U(t, x) =
[
D00+

+D01

(
− µ2

∗
µ2

∂

∂ν1
+

∂

∂ν2

)]
Φ(t, x, ν)

∣∣∣
ν=β(µ)

,

(D00, D01) ̸= O.

Зокрема, нетривiальними розв’язками за-
дачi (15), (16) є такi функцiї:

U0(t, x, µ) = Φ(t, x, ν)
∣∣∣
ν=β(µ)

=

=

{
cosh[µ2

∗t]−
µ2
∗
µ2

sinh[µ2
∗t]

}
e

µ2∗
µ
x1+µx2−t,

U1(t, x, µ) =

=
(
− µ2

∗
µ2

∂

∂ν1
+

∂

∂ν2

)
Φ(t, x, ν)

∣∣∣∣
ν=β(µ)

=

=
{(

− µ2
∗
µ2
x1 + x2

)
cosh[µ2

∗t]−
(2µ2

∗
µ3

−

− µ4
∗
µ2

(
− µ2

∗
µ2
x1 + x2

))
sinh[µ2

∗t]
}
e

µ2∗
µ
x1+µx2−t.

Знову легко перевiрити, що

U1(t, x, µ) =
∂

∂µ
U0(t, x, µ).

Зауважимо, що iншi розв’язки задачi
(15), (16), що вiдповiдають ν = β(µ), можна
шукати за формулою

Uk(t, x, µ) =
∂k

∂µk

{(
cosh[µ2

∗t]−

− µ2
∗
µ2

sinh[µ2
∗t]
)
e

µ2∗
µ
x1+µx2−t

}
, k ∈ N\{1}.

Розглянемо побудову нетривiальних
розв’язкiв задачi (15), (16) за вектором
ν = O з третьої пiдмножини, причому
побудову виконаємо за допомогою полiнома
третього степеня

g(x1, x2) =
∑

|k+j|≤3

Dkjx
k
1x

j
2.

Оскiльки усi похiднi до третього поряд-
ку включно вiд ∆(ν) при ν = O дорiв-
нюють нулевi (за виключенням ∂2∆

∂ν21
(O) =

2e−1, ∂2∆
∂ν22

(O) = −2e−1), то для сталих коефi-
цiєнтiв D00, . . . , D03 отримуємо таку систему
алгебричних рiвнянь:

D20C
(0,0)
(2,0)

∂2∆

∂ν21
(O) +D02C

(0,0)
(0,2)

∂2∆

∂ν22
(O) = 0,

D30C
(1,0)
(3,0)

∂2∆

∂ν21
(O) +D12C

(1,0)
(1,2)

∂2∆

∂ν22
(O) = 0,

D21C
(0,1)
(2,1)

∂2∆

∂ν21
(O) +D03C

(0,1)
(0,3)

∂2∆

∂ν22
(O) = 0,

звiдки одержуємо D20 = D02, D12 = 3D30,
D21 = 3D03, а

(
D00, D01, D11, D02, D30, D03

)
̸=

O. За теоремою 1 знаходимо такi ненульовi
розв’язки задачi (15), (16):

U00(t, x) = Φ(t, x, O) = e−t,

U10(t, x) =
∂Φ

∂ν1

∣∣∣∣
ν=O

= x1e
−t,

U01(t, x) =
∂Φ

∂ν2

∣∣∣∣
ν=O

= x2e
−t,

U11(t, x) =
∂2Φ

∂ν1∂ν2

∣∣∣∣
ν=O

= x1x2e
−t,
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U20(t, x) =
( ∂2
∂ν21

+
∂2

∂ν22

)
Φ(t, x, ν)

∣∣∣∣
ν=O

=

=
(
− 2t+ x21 + x22

)
e−t,

U30(t, x) =
( ∂3
∂ν31

+ 3
∂3

∂ν1∂ν22

)
Φ(t, x, ν)

∣∣∣∣
ν=O

=

=
(
− 6tx1 + x31 + 3x1x

2
2

)
e−t,

U03(t, x) =
(
3

∂3

∂ν21∂ν2
+

∂3

∂ν32

)
Φ(t, x, ν)

∣∣∣∣
ν=O

=

=
(
− 6tx2 + x32 + 3x21x2

)
e−t.

Зауважимо, що U00(t, x) = U0±(t, x, O),
однак, решта знайдених розв’язкiв U10(t, x),
U01(t, x), U11(t, x), U20(t, x), U30(t, x), U03(t, x)
не можна отримати з U0±(t, x, µ) шляхом ди-
ференцiювання за µ у точцi µ = 0.

Розглянемо нарештi четвертий випадок,
коли γ± = (±µ∗, µ∗). Обчислюємо

∆(γ±) =
∂∆

∂ν1
(γ±) =

∂∆

∂ν2
(γ±) = 0,

∂2∆

∂ν21
(γ±) = 4e−1µ2

∗ sinh[µ
2
∗] ̸= 0,

∂2∆

∂ν1∂ν2
(γ±) = ∓e−1µ2

∗ sinh[µ
2
∗] ̸= 0;

∂2∆

∂ν22
(γ±) = −4e−1µ2

∗ sinh[µ
2
∗] ̸= 0.

Маємо (2, 0), (1, 1), (0, 2) ∈ Ω(γ±). Побуду-
ємо нетривiальнi розв’язки задачi (15), (16)
за допомогою квазiполiнома вигляду

g(x1, x2) =
(
D00 +D10x1 +D01x2 +D20x

2
1+

+D11x1x2 +D02x
2
2

)
e±µ∗x1+µ∗x2 .

Для сталих D00, . . . , D02 запишемо систе-
му алгебричних рiвнянь (9), яка буде одним
рiвнянням (див. зауваження 1):

D20
∂2∆

∂ν21

(
γ±(µ)

)
+D11

∂2∆

∂ν1∂ν2

(
γ±(µ)

)
+

+D02
∂2∆

∂ν22

(
γ±(µ)

)
= 0

або
4D20 ∓D11 − 4D02 = 0,

звiдки одержуємо, що D00, D10, D01,
D20, D02 – довiльнi сталi, причо-
му

(
D00, D10, D01, D20, D02

)
̸= O, а

D11 = ±4
(
D20 − D02

)
. Вiдповiдно до те-

ореми 1 знаходимо нетривiальнi розв’язки
задачi (15), (16):

U00±(t, x) = Φ(t, x, γ±) =

=
{
cosh[µ2

∗t]− sinh[µ2
∗t]
}
e±µ∗x1+µ∗x2−t =

= e−(1+µ2∗)t±µ∗x1+µ∗x2 .

Як бачимо U00±(t, x) = U0±(t, x, µ∗). Крiм
того, обчислюємо

U10±(t, x) =
∂Φ

∂ν1

∣∣∣∣
ν=γ±

=
{(
x1 ∓ µ∗t

)
e−µ

2
∗t∓

∓ 1

µ∗
sinh[µ2

∗t]
}
e±µ∗x1+µ∗x2−t,

U01±(t, x) =
∂Φ

∂ν2

∣∣∣∣
ν=γ±

=
{(
x2 − µ∗t

)
e−µ

2
∗t+

+
1

µ∗
sinh[µ2

∗t]
}
e±µ∗x1+µ∗x2−t.

Зауважимо знову, що функцiї U10±(t, x),
U01±(t, x) не можна отримати з U0±(t, x, µ)
та U0(t, x, µ) шляхом диференцiювання за µ
у точцi µ = µ∗. Крiм того, за теоремою 1
знаходимо iншi нетривiальнi розв’язки зада-
чi (15), (16) за формулою

U(t, x) =
[
D20

∂2

∂ν21
± 4
(
D20 −D02

) ∂2

∂ν1∂ν2
+

+D02
∂2

∂ν22

]
Φ(t, x, ν)

∣∣∣
ν=γ±

.

Очевидно, що окремими розв’язками за-
дачi (15), (16) є

U20±(t, x) =

=
( ∂2
∂ν21

± 4
∂2

∂ν1∂ν2

)
Φ(t, x, ν)

∣∣∣∣
ν=γ±

,

U02±(t, x) =

=
(
∓ 4

∂2

∂ν1∂ν2
+

∂2

∂ν22

)
Φ(t, x, ν)

∣∣∣∣
ν=γ±

.

Зокрема,
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U20±(t, x) =
{(

− t+ x1(x1 ∓ µ∗t)±

±4(x1∓µ∗t)x2+5µ∗t(µ∗t−
1

µ∗
∓x1)

)
cosh[µ2

∗t]±

±
(
5(x1∓µ∗t)µ∗t+(µ∗t−

1

µ∗
∓x1)(x1±4x2)+

+
x1
µ∗

± 4(t+
1

µ∗
)
)
sinh[µ2

∗t]
}
e±µ∗x1+µ∗x2−t.

Зауважимо знову, що розв’язки U20±(t, x)
та U02±(t, x) не можна отримати з розв’язку
U0±(t, x, µ) за допомогою диференцiювання
за µ у точцi µ = µ∗. △

5. Висновки. У статтi сформульовано та
доведено теорему, що дає необхiднi та дос-
татнi умови iснування нетривiальних квазi-
полiномних розв’язкiв однорiдного рiвнян-
ня iз частинними похiдними другого поряд-
ку за часом та загалом нескiнченного по-
рядку за просторовими змiнними зi стали-
ми комплексними коефiцiєнтами, що задо-
вольняють однорiднi локальнi двоточковi за
часом умови. Довелено, що такi розв’язки
задачi iснують, якщо множина нулiв харак-
теристичного визначника задачi не є порож-
ньою. Запропоновано формули для побудо-
ви нетривiальних розв’язкiв задачi, якi зас-
тосовано до конкретного прикладу.
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