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ОБЕРНЕНI КОЕФIЦIЄНТНI ЗАДАЧI КОМПЕТИТИВНОЇ ДИФУЗIЇ В
НЕОДНОРIДНИХ СЕРЕДОВИЩАХ НАНОПОРИСТИХ ЧАСТИНОК З

ВИКОРИСТАННЯМ ҐРАДIЄНТНИХ МЕТОДIВ

Розглядається обернена коефiцiєнтна задача для компетитивної дифузiї в неоднорiдних се-
редовищах нанопористих частинок. Здiйснено постановка та обґрунтуванням прямої та спря-
женої крайових задач та побудовано їх розв’язки операцiйним методом Гевiсайда. Отримано
явнi вирази градiєнтiв функцiоналiв-нев’язок для iдентифiкацiї параметрiв нанопористих се-
редовищ, при допомозi яких вiдновлено розподiли коефiцiєнтiв дифузiї для intercrystallytes
та intracrystallytes просторiв як функцiй вiд часу для рiзних положень частинок в середови-
щi. Змодельовано розподiли концентрацiй двох дифундованих компонентiв в дослiджуваному
наносередовищi

Inverse problem for coefficients finding of competitive diffusion in heterogeneous media of
nanoporous particles has been considered. Formulation and justification of direct and conjugate
boundary problems has been provided. The solutions of boundary problems has been build taki-
ng advantage of Heaviside’s methods . Explicit expressions for gradients functional residuals has
been obtained to identify the parameters of nanoporous media in form of diffusion coefficients for
intercrystallytes and intracrystallytes spaces as functions of time for different modes of particles
along the catalyst layer. Distributions of concentrations for two defunded components in studied
sample of nanoporous media has been visualized.

Вступ

Застосування математичного моделювання
до дослiдження процесiв масопереносу в на-
нопористих середовищах полягає не тiль-
ки в складностi побудови адекватних мате-
матичних моделей, а й в заданнi їх пара-
метрiв [1-10]. Ранiше в працях [11, 19-21]
розглядалися питання iдентифiкацiї пара-
метрiв задач масопереносу в нанопористих
середовищах при вiдомих розподiлах мас ре-
човини в твердiй i газоподiбної фазах. В
силу складностi експериментального подi-
лу цих характеристик, доцiльно використо-
вувати ефективнi обчислювальнi алгоритми
iдентифiкацiї параметрiв при вiдомих су-
марних масах для певних напрямкiв зонду-
вання дослiджуваних середовищ, з викори-
станням високошвидкiсних аналiтичних ме-
тодiв з урахуванням комплексу найсуттєвi-
ших чинникiв. У цiй працi розглядаються
питання створення високопродуктивних ме-

тодiв iдентифiкацiї шляхом побудови мало-
витратних аналiтичних розв’язкiв прямих i
спряжених задач i отримання на їх осно-
вi явних виразiв градiєнтiв функцiоналiв-
нев’язки для iдентифiкацiї параметрiв пере-
носу в нанопористих середовищах при вiдо-
мих сумарних розподiлах маси в твердiй i
газоподiбної фазах адсорбованих речовин.

Математична модель системи компе-
титивного переносу в неоднорiдному
середовищi

Розглядається складний компетитивний ма-
соперенос двох компонент, що дифундують
мiж собою в неоднорiдному середовищi сфе-
ричних частинок мiкро- та нанопористої
структури. Дифузiя розглядається при цьо-
му як на макрорiвнi (в мiжчастинковому
просторi, interparticle space), так i на мiкро-
рiвнi (в просторi мiкро- та нанопорiв сфери-
чних частинок, intraparticle space).

156 ISSN 2309-4001. Буковинський математичний журнал. 2016. – Т. 4, № 3–4.



Математична модель такого переносу з
урахуванням вказаних фiзичних чинникiв
описана у виглядi змiшаної крайової зада-
чi. В областях ΩkT = (0, T ) × Ωk,Ωk =
lk−1, lk, k = 1, n+ 1, l0 = 0 < l1 < ... < ln+1 =
l <∞ концентрацiї U1k (t, z) ,U2k (t, z), з ура-
хуванням [3, 6, 7] задовольняють системi
рiвнянь в частинних похiдних

∂

∂t

[
U1k (t, z)
U2k (t, z)

]
=

∂

∂z

[
Dinter11k Dinter12k
Dinter21k Dinter22k

]
∂

∂z

[
U1k

U2k

]
−

1

R

∂

∂r

[
Dintra11k Dintra12k
Dintra21k Dintra22k

] [
q1k (t, r, z)
q2k (t, r, z)

]∣∣∣∣
r=R

(1)

де R << min
k

(lk − lk−1) ,R - радiус сфе-
ричних мiкропористих частинок вiдповiд-
ної областi Ωk. Для кожної пористої мi-
крочастинки радiусу R з центром в то-
чцi z ∈ Ωk при t ∈ (0, T ) концентрацiї
q1r (t, r, z) ,q2r (t, r, z) дифундованої двоком-
понентної сумiшi справедлива система рiв-
нянь дифузiї

∂

∂t

[
q1k(t, r, z)
q2k(t, r, z)

]
=

1

r2
∂

∂r

([
Dintra11k Dintra12k
Dintra21k Dintra22k

]
r2
∂

∂r

[
q1k
q2k

])
(2)

Початковi умови[
U1k (t, z)
U2k (t, z)

]
t=0

= 0,

[
q1k (t, r, z)
q2k (t, r, z)

]
t=0

= 0,

r ∈ (0, R) , z ∈ Ωk, k = 1, n+ 1. (3)

Крайовi умови по просторовiй змiннiй r

для q =
[
q1
q2

]
∂

∂r

([
Dintra11k Dintra12k
Dintra21k Dintra22k

] [
q1k (t, r, z)
q2k (t, r, z)

])
r=0

= 0,[
q1m (t, r, z)
q2m (t, r, z)

]
r=R

=

[
k1 0
0 k2

]
·
[
U1m (t, z)
U2m (t, z)

]
,

z ∈ Ωm,m = 1, n+ 1,t ∈ (0, T )

(4)

де друга умова є умовою рiвноваги.
Крайовi та iнтерфейснi умови мiж тонки-

ми шарами мiкропористих частинок, по ко-

ординатi (z) для U =

[
U1

U2

]
:

∂

∂z

([
Dinter111 Dinter121
Dinter211 Dinter221

] [
U11 (t, z)
U21 (t, z)

])
z=0

= 0,[
U1n+1 (t, z)
U2n+1 (t, z)

]
z=l

=

[
Ul1 (t)
Ul2 (t)

]
, t ∈ (0, T ) ,

(5)

[
Usk (t, z)− Usk+1

(t, z)
]∣∣
z=lk

= 0, s = 1, 2

∂

∂z

(
Dinter k

[
U1k (t, z)
U2k (t, z)

])∣∣∣∣
z=lk

− ∂

∂z

(
Dinter k+1

[
U1k+1

(t, z)
U2k+1

(t, z)

])∣∣∣∣
z=lk

= 0,

k = 1, n+ 1,t ∈ (0, T ) ,

(6)

де Dinter k
=

[
Dinter11k Dinter12k
Dinter21k Dinter22k

]
.

Система (1) описує зовнiшнiй (вiдносно
частинок) компетитивний масоперенос з по-
точними концентрацiями к-го шару U1k ,U2k

в interpartical space, лiмiтований системи
впливу на поверхнях сферичних частинок
радiуса R. Система (2) описує внутрiшнiй
масоперенос з поточними концентрацiями в
мiкро- й нанопорах для к-го щару intraparti-
cle space q1k ,q2k . Зв’язок мiж концентрацiя-
ми для к-го шару U1k ,U2k та q1k ,q2k визнача-
ється крайовими умовами адсорбцiйної рiв-
новаги на поверхнi сферичних частинок (4).

Тут Dk та Dint rak - матрицi коефiцiєн-
тiв дифузiї в просторах interpartical space та
intraparticle space, що в загальному випад-
ку є функцiями вiд поточних концентрацiй
Ujk ,qjk ;j = 1, 2.

Вважається, що коефiцiєнти дифузiї
Dinter,Dintra задачi (1)-(6) є невiдомими.
Однак на поверхнях областей γk ⊂ Ωk,k =
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1, n+ 1, неоднорiдного середовища вiдомi
слiди розв’язкiв (концентрацiй):

[Usk(t, z) + qsk(t, z)]γk =Msk(t, z)|γk
s = 1, 2, γsk ∈ Ω, (7)

де q̄sk (t, R/2 , z) = 1
R

R∫
0

qsk (t, r, z) rdr є усе-

реднене значення концентрацiї s-ї дифун-
дованої компоненти речовини в мiкропорах
частинки, зосередженої в точцi r = R/2
для k–го шару мiкропористих частинок, k =
1, n+ 1.

Таким чином, отримуємо задачу (1)-
(7), що полягає в знаходженнi функцiй
Dintrasp,k ∈ D,Dintersp,k ∈ D, де D ={
ν (t, z) :ν|ΩkT

∈ C (ΩkT ) ,ν > 0
}

.
Функцiонал-нев’язку [14,22], що визна-

чає величину вiдхилення шуканого розв’яз-
ку вiд його слiдiв, отриманих емпiричним
шляхом на поверхнях γk, запишемо у вигля-
дi

Js
(
Dintersp , Dintrasp

)
=

1

2

n+1∑
k=1

T∫
0

∥Usk (τ, z) + q̄sk(t, z)−Msk(t, z)∥
2
γk
dτ

γk ∈ Ωk,m = 1, N (8)

де ∥φ∥2L2(γk)
=
∫
γk

φ2dγk - квадрат норми. В

даному випадку ∥φ∥L2(γk
) = |φ (t, z)|z=γk .

Побудова розв’язку задачi (1)-(6)

Внутрiшньочастинковий масоперенос.
В припущеннi, що заданi та шуканi функцiї
є ориґiналами за Лапласом стосовно t, зо-
браженi за Лапласом [17] для q∗ik (p, r, z) ≡
L [qik ] =

∫∞
0
qik (t, r, z) e

−ptdt, i = 1, 2, вико-
ристовуючи замiну q∗ik = R · r−1 ·Q∗

ik
та зво-

дячи задачу внутрiшньо-частинкового пере-
носу до системи диференцiальних рiвнянь

[
Dint ra11k

d2

dr2
− p Dint ra12k

Dint ra21k Dint ra22k
d2

dr2
− p

] [
Q∗

1k
Q∗

2k

]
= 0

(9)

з крайовими умовами

Dint ras1k

[
1

r2

(
r
d

dr
Q∗

1k −Q∗
1k

)]
r=0

−Dint ras2k

[
1

r2

(
r
d

dr
Q∗

2k −Q∗
2k

)]
r=0

= 0,

Q∗
sk (p, r, z)|z=1 = kk · U∗

sk
(p, z) (10)

Встановлюються умови параболiчностi
системи за Петровським (Dint ra11kDint ra22k −
Dint ra12kDint ra21k > 0) [15].

Обмежений розв’язок задачi (9)-(10) на
[0, R] отримуємо у виглядi:

Q∗
1k
(p, r, z) = Eint ra

11k
Eint ra

22

∆int ra
k

shω1k

√
pr

shω1k

√
pR
−

Eint ra
12k

Eint ra
21

∆int ra
k

shω2k

√
pr

shω2k

√
pR

 k1kU∗
1k

−
Eint ra

11k
Eint ra

22

∆int ra
k

 shω1k

√
pr

shω1k

√
pR

− shω2k

√
pr

shω2k

√
pR

 k2kU∗
2k
, (11)

Q∗
2k
(p, r, z) =

Eint ra
21k

Eint ra
22

∆int ra
k

 shω1k

√
pr

shω1k

√
pR
−

shω2k

√
pr

shω2k

√
pR

 k1kU∗
1k

−

 Eint ra
12k

Eint ra
21

∆int ra
k

shω1k

√
pr

shω1k

√
pR

−
Eint ra

11k
Eint ra

22

∆int ra
k

shω2k

√
pr

shω2k

√
pR

 k2kU∗
2k
, (12)

З узагальненою теоремою про розвинен-
ня Гевiсайда знаходимо ориґiнали розподi-
лiв qjk = R

r
Qjk , j = 1, 2 [17, 18]

q1k(t, r, z) =

t∫
0

 Eint ra
11k

Eint ra
22

∆int ra
k

Φ1k(t− τ, r)

−
Eint ra

12k
Eint ra

21

∆int ra
k

Φ2k(t− τ, r)

×
k1kU1

k
(τ, z)dτ

R

r

−
t∫

0

 Eint ra
11k

Eint ra
22

∆int ra
k

Φ1k(t− τ, r)

−
Eint ra

11k
Eint ra

22

∆int ra
k

Φ2k(t− τ, r)

×
k2kU2

k
(τ, z))dτ

R

r
(13)
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q2k(t, r, z) =

t∫
0

 Eint ra
12k

Eint ra
22

∆int ra
k

Φ1k(t− τ, r)

−
Eint ra

12k
Eint ra

22

∆int ra
k

Φ2k(t− τ, r)

×
k1kU1

k
(τ, z)dτ

R

r

−
t∫

0

 Eint ra
12k

Eint ra
21

∆int ra
k

Φ1k(t− τ, r)

−
Eint ra

11k
Eint ra

22

∆int ra
k

Φ2k(t− τ, r)

×
k2kU2

k
(τ, z))dτ

R

r

Тут Φjk
(t, z)- компоненти функцiй впли-

ву концентрацiй мiжчастинкового просто-
ру Ujk (t, z) на внутрiшньочастинковий пере-
нос; β1,2k - коренi характеристичного много-
члена матрицi системи:

(Dint ra11kDint ra22k −Dint ra12kDint ra21k) β
4

− (Dint ra11k +Dint ra22k) pβ
2 + p2 = 0 (14)

При вiдомих залежностях Ujk (t, z) роз-
подiли концентрацiй в intraparticle space
qjk (t, r, z) стають вiдомими.

Масоперенос в мiжчастинково-
му просторi. У зображенi за Лапла-
сом для функцiй U∗

jk
(p, z) ≡ L [Ujk ] =∫∞

0
Ujk (t, z) e

−ptdt; j = 1, 2 одержуємо за-
дачу про побудову обмеженого в областi
розв’язку системи рiвнянь [17]


D11k

d2

dz2
−(

p+ h∗11k (p)
)

D12k
d2

dz2
− h∗12k (p)

D21k
d2

dz2
−

h∗21k (p) D22k
d2

dz2
−
(
p+ h∗22k (p)

)


[
U∗
1k
(p, z)

U∗
2k
(p, z)

]
=

[
0
0

]
(15)

з крайовими умовами:

∂

∂z

[
Ds11

U∗
11
(p, z) +Ds21

U∗
21
(p, z)

]
z=0

= 0;

U∗
sn+1

(p, z)
∣∣
z=l

= U∗
ls
(p); (16)

та системою n- iнтерфейсних умов

[
U∗

sk
(p, z)− U∗

sk+1
(p, z)

]
z=lk

= 0

∂

∂z

(
D

k

[
U∗
1k

U∗
2k

]
−D

k+1

[
U∗
1k+1

U∗
2k+1

])∣∣∣∣
z=lk

= 0,

k = 1, n;s = 1, 2 (17)

Загальним розв’язком системи (15) є:

U∗
s1
(p, z) = As1 (p)

(
C11 chλ

∗
11
z + C31 chλ

∗
31
z
)

U∗
sk
(p, z) = Ask (p)

(
C1k chλ

∗
1k
z + C2kshλ

∗
1k
z
)

+ Ask
(
C3k chλ

∗
3k
z + C4kshλ

∗
4k
z
)
, (18)

Тут

A1k(p) = (D22k −D12)λ
∗2
1k

− (p+ h∗22k − h∗12k)

A2k(p) = (D11k−D21k)λ
∗2
1k
−(p+h∗11k(p)−h

∗
21k

(p))

λ1k , λ2k , λ3k , λ4k - коренi характеристичного
рiвняння:

(D11kD22k −D12kD21k)λ
4

− ((D11k +D22k)p+ h∗1k
(p))λ2 + h∗2k

(p) = 0,

Крайовi та iнтерфейснi умови (16), (17)
дають систему рiвнянь 4n + 2-го поряд-
ку для визначення невiдомих констант
C11 , C31 , C1k , C2k , C3k , C4k , k = 1, n+ 1 в (18).

Використовуючи пiдхiд щодо визначення
елементiв матрицi впливу Кошi та методику
праць [8, 18], вирази для обчислення компо-
нентiв вектор-функцiй U∗

sk
(p, z) зводяться до

класичного вигляду[
U∗
1k
(p, z)

U∗
2k
(p, z)

]
=[

H∗
11k

(p, z) H∗
12k

(p, z)
H∗

21k
(p, z) H∗

22k
(p, z)

]
·
[
U∗
l1
(p)

U∗
l2
(p)

]
(19)

Тут компоненти матриць впливу[
H∗
ijk
(p, z)

]
- iєрархiчної структури одер-

жуються рекурентним способом шляхом
обчислення визначникiв алгебраїчної систе-
ми, побудованої на основi умов (16)-(17).
Згiдно методики описаної в [18,22], здiйсню-
ється перехiд до ориґiналiв за Лапласом,
замiною iнтеґралу по контуру Бромвiча
iнтеґралом по уявнiй вiсi
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Hijk
(t, z) ≡ L−1

[
H∗
ijk
(p, z)

]
=

1

π

∞∫
0

Re
[
H∗
ijk
(is, z)eist

]
ds,

i, j = 1, 2; k = 1, n+ 1 (20)

З врахуванням одержаних головних
розв’язкiв задачi (15)-(17) та формул (20),
отримуємо єдиний розв’язок що описує
масоперенос у мiжчастинковому просторi:

[
U1k (t, z)
U2k (t, z)

]
=

t∫
0

[
H11k

(t− τ, z) H12k
(t− τ, z)

H21k
(t− τ, z) H22k

(t− τ, z)

]
·
[
Ul1 (τ)
Ul2 (τ)

]
dτ

(21)

Викладене вище дає пiдстави сформулюва-
ти наступну теорему.

Теорема (про розв’язнiсть прямої
крайової задачi): якщо виконується умова
однозначної розв’язностi неоднорiдної змi-
шаної крайової задачi, заданi i шуканi фун-
кцiї є ориґiналами за Лапласом, то розв’язок
змiшаної крайової задачi (1)–(6) iснує i єди-
ний та визначається формулами (13) i (21).

Пряма задача функцiональної iденти-
фiкацiї

З метою iдентифiкацiї параметрiв
компетитивної дифузiї (коефiцiєнтiв
Dint rasm

,Dint ersm
) як функцiй вiд часу, вико-

ристовуючи об’ємну базу експерименталь-
них даних пошарового RNM-сканування
[3,6], розглянемо трансформування задачi
(1) - (6) у виглядi системи N − 1 - крайо-
вих задач iдентифiкацiї Dint rasm

,Dint ersm
в

кожнiй точцi Z для кожного фрагмента
Ωm,m = 1, N + 1 [3,9]:

∂Csm (t, Z)

∂t
=
Dint ersm

l2
∂2sm
∂Z2

−eintermKsm

Dint rasm

R2

(
1

X

∂Nsm

∂X
− 1

X2
Nsm

)
X=1

(22)

∂Nsm (t,X, Z)

∂t
=

Dint rasm

R2

∂2Nsm

∂X2
(23)

з початковими умовами

Csm(t = 0, Z) = 0,

Nsm(t = 0, X, Z) = 0,

X ∈ (0, 1), Z ∈ Ωm,m = 1, N + 1, (24)

крайовими умовами для кожного m-го шару

Csm (t, Z = Lm) = θsm ,

Csm−1 (t, Z = Lm−1) = θsm−1 , (25)

Cs1 (t, L1) = θs1 ,

∂Cs1
∂Z

(t, Z = 0) = 0,

s = 1, 2,m = N + 1, 2,θsN+1
= 1. (26)

Крайовi умови для окремої частинки

Nsm (t,X = 0, Z) = 0,

Nsm (t,X = 1, Z) = Csm (t, Z),

Z ∈ Ωm,m = 1, N + 1 (27)

де ∆ = Lm − Lm−1,m = 1, N + 1, θm - експе-
риментальний слiд, Csm (t) на m-му сегмен-
тi, ∆θm = θm − 0m−1,m = 1, N + 1.

Єдиний розв’язк Csm i Nsm прямої зада-
чi побудований операцiйним метод Гевiсайда
на основi теореми про розклад в ряд зобра-
жень за Лапласом за коренями знаменника
[17, 18].

Csm (t, Z) = 1 +
2π

∆L

R2

Dintrasm

Dint ersm

∆L2
×

∞∑
n=1

∞∑
k=1

ωsm (n, Z) exp
(
−Dint rasm β2

knm

R2 t
)

(−1)nβ2
knm

Θ(βknm)
(28)

Nsm (t,X, Z) =

1 +
2π

∆L

R2

Dintrasm

Dint ersm

∆L2
×

∞∑
n=1

∞∑
k=1

ωsm(n, Z) exp(−
Dint rasm β2

knm

R2 t)

(−1)nβ2
knm

sin (βknm)Θ(βknm)
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(29)

Θ =

(
3

einterm
(

1

sin2(βknm)
− c tg (βknm)

βknm

) + 2

)
де βkn1

,βknm
,m = 2,∞- коренi вiдповiдних

трансцендентних рiвнянь:

γ2s1 (β) ≡
3

eint er1

∆L2

R2

Dint tras1

Dint ers1(eint er1
3

β2 − βctgβ + 1
)
=

2n− 1

2∆L
π,

γ2sm (β) ≡ 3

eint erm

∆L2

R2

Dint trasm

Dint ersm(eint ersm
3

β2 − βctgβ + 1
)
=

nπ

∆L
,

n, 0,∞, k = 1,∞,m = 2, N + 1

ωsm(n, Z) =
(2n − 1) cos

(
2n−1
2
πZ
)

m = 1

n

(
θsm sin

[
nπ
∆L

(Z − Lm−1)
]

+θsm−1 sin
[
nπ
∆L

(Lm − Z)
] ) m > 1

Градiєнтний метод розв’язування
задач коефiцiєнтної iдентифiкацiї.
Розв’язок задач iдентифiкацiї (23)-(27) зво-
диться до задачi оптимiзацiї функцiоналу-
нев’язки поступово удосконалюючи розв’я-
зок шляхом спецiальної процедури регуля-
ризацiї з використанням високоефективних
градiєнтних методiв. Градiєнтнi методи в
задах iдентифiкацiї на основi середньоква-
дратичного функцiоналу-нев’язки знайшли
своє практичне застосування в роботах
Ж.-Л.Лiонса [20], пiзнiше цей пiдхiд був
розвинутий О.М.Алiфановим (розрахунок
температурних полiв лiтальних апара-
тiв)[19], працях авторiв (задачi гiдромеханi-
ки, фiльтрацiї, дифузiї i адсорбцiї та iнш.)
[3,10,12,13,22].

Використовуючи градiєнтний метод мi-
нiмiзацiї похибок для iдентифiкацiї розпо-
дiлiв коефiцiєнтiв дифузiї в intracrystallite

spaceDintrasm i intercrystallite spaceDintersm як
функцiї вiд часу для s-ї дифундованої ком-
поненти, отримуємо регуляризацiйнi вирази
n+ 1-го кроку iдентифiкацiї [9,21]:

Dn+1
intrasm

(t) = Dn
intrasm

−∇JnDintrasm
(t)×[

Csm +
(

1
X

)
X= 1

2

Nsm −Msm

]2
∥∥∥∇JnDn

int rasm

(t)
∥∥∥2 + ∥∥∥∇JnDn

int ersm

(t)
∥∥∥2

Dn+1
intersm

(t) = Dn
intersm

−∇JnDintersm
(t)×[

Csm +
(

1
X

)
X= 1

2

Nsm −Msm

]2
∥∥∥∇JnDn

intrasm

(t)
∥∥∥2 + ∥∥∥∇JnDn

intersm

(t)
∥∥∥2 (30)

де Js
(
Dintersm , Dintrasm

)
модифiкований

функцiонал-нев’язки на поверхнi γs ∈ Ωm:

Js
(
Dintersm , Dintrasm

)
=

1

2

T∫
0

[
Csm +Qsm −Msm

]2
dτ (31)

∇JnDn
intersm

(t), ∇JnDn
intrasm

(t) - компонен-
ти градiєнту функцiоналу-нев’язки
Js
(
Dintersm , Dintrasm )

)
по функцiях

Dn
intersm ∈ ΩT , Dn

intrasm ∈ ΩT .
∥∥∇JnDu

(t)
∥∥2 =

T∫
0

[
∇JnDn

int rasm

(t)
]2
dt - квадрат нор-

ми градiєнту функцiоналу-нев’язки
Qsm(t, z) =

∫ 1

0
Qsm(t,X, Z)dX.

Побудова розширеного функцiона-
лу. Перейдемо до безумовної екстремальної
форми розглядуваної задачi iдентифiкацiї,
вводячи розширений функцiонал [19,20]

Φ (Dintersm , Dintrasm) = Js + Is1 + Is2 , (32)

в якому Is1 , Is2 - складовi, що враховують
специфiку основних рiвнянь балансу (22) i
(23) вiдповiдно для вихiдної задачi iденти-
фiкацiї (22)-(27):

Is1 =

T∫
0

Lm∫
Lm−1

ϕsm(t, Z)×
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(
∂Csm

∂t
− Dint ersm

l2
∂2Csm

∂Z2 +

eintermKsm
Dint rasm

R

(
∂Qsm

∂X

)
X=1

)
dZdt (33)

Is2 =

T∫
0

1∫
0

Lm∫
Lm−1

ψsm(t, Z)×

(
∂Qsm

∂t
− Dint rasm

R2 Qsm(
∂2

∂X2 +
2
X

∂
∂X

) )
XdXdZdt (34)

де Js - функцiонал-нев’язки, ϕsm , ψsm ,s,=1,2

– невiдомi множники Лагранжа, що пiдля-
гають визначенню, з умови стацiонарностi
функцiоналу Φ (Dintersm , Dintrasm):

∆Φ(Dintersm , Dintrasm) ≡
∆Js +∆Is1 +∆Is2 = 0, (35)

Постановка спряженої крайової за-
дачi. У вiдповiдностi з вихiдною початково-
крайовою задачею для кожного наближе-
ння Dn

intrasm
,Dn

intersm
розв’язок Dintrasm ,Dintersm

отримуємо спряжену крайову задачу в опе-
раторнiй формi [9,22]:

L∗Ψsm(t,X, Z) = Esm(t)δ (Z − γm) ,

Ψsm ∈ (0, 1)
∪

ΩmT ,m = 1, n+ 1, (36)

∂

∂X
ψsm(t,X, Z)|X=0 = 0; (37)

∂

∂X
ψsm(t,X, Z)|X=0 = 0; (38)

ψsm(t,X, Z)|X=1 = φsm (t, Z) (39)

ϕsm (t, Z = Lm) = 0,ϕsm−1 (t, Z = Lm−1) = 0;

ϕs1 (t, L1) = 0,
∂ϕs1
∂Z

(t, Z = 0) = 0

s = 1, 2,m = N + 1, 2 (40)

ψsm(t,X, Z)|X=1 = φsm (t, Z) (41)

ϕsm (t, Z = Lm) = 0,ϕsm−1 (t, Z = Lm−1) = 0;

ϕs1 (t, L1) = 0,
∂ϕs1
∂Z

(t, Z = 0) = 0

s = 1, 2,m = N + 1, 2

(42)

Єдиний розв’язок ϕsm, ψsm спряженої
крайової задачi побудовано операцiйним ме-
тодом Гевiсайда [17,18].

Технологiя отримання аналiти-
чних виразiв компонентiв ґрадиента
функцiоналу-нев’язки. Розглядаючи L
як оператор, що вiдображає ΩmT в просторi
L2, для елементiв Lw,Ψ ∈ L2 визначимо
скалярний добуток

(Lwsm (t,X, Z) ,Ψsm (t,X, Z)) =
∫∫

ΩmT

L∆CsmϕsmXdXdZdt∫∫∫
(0,R)

∪
ΩmT

L∆QsmψsmXdXdZdt

 (43)

де ϕsm (t, Z) i ψsm (t,X, Z) належить Ω̄mT i
[0, R]

∪
Ω̄mT вiдповiдно.

Для скалярного добутку має мiсце тото-
жнiсть Лагранжа [19,21]:

(Lwsm (t,X, Z) ,Ψsm (t,X, Z))

= (wsm (t,X, Z) ,L∗Ψsm (t,X, Z)) (44)

Записавши прирiст функцiоналу-
нев’язки ∆Js (Dintersm , Dintrasm) в ска-
лярнiй формi, використовуючи замiну
wsm = L−1ξsm , де L−1 - обернений оператор
до оператора L, отримаємо

∆Js (Dintrasm , Dintersm) ≡
(wsm(t,X, Z), Esm(t)) =

T∫
0

Lm∫
Lm−1

L−1Xsm,1 · Esm(t)δ (Z − γm) dZdτ+

T∫
0

Lm∫
Lm−1

1∫
0

L−1Xsm,2 ·Esm(t)δ (Z − γm) dXdZdτ

+O(max |∆Csm ,∆Qsm|) (45)

Нехтуючи нескiнченно малими
другого порядку, з врахуванням
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L−1∗ [Esm(t)δ (Z − γm)] = Ψsm , отримаємо
прирости функцiоналу-нев’язки, виражено-
го через розв’язок спряженої задачi:

∆Js (Dintersm , Dintrasm) =(
ξsm(t, Z),L−1∗ [Esm(t)δ (Z − γm)]

)
=

(Ψsm(t,X, Z),ξsm(t,X, Z)) (46)

де L−1∗ - оператор спряжений з оберне-
ним оператором L−1, Ψsm - вектор розв’язку
спряженої задачi.

Формула взаємозв’язку мiж прямою
i спряженою задачами. Розкриваючи в
рiвняннi (44) компоненти Xsm(t,X, Z), отри-
муємо важливу формулу для встановлення
взаємозв’язку мiж прямою i спряженою за-
дачами, що в кiнцевому рахунку дає можли-
вiсть отримати явнi аналiтичнi вирази ком-
понентiв градiєнту функцiоналу-нев’язки:

∆Js(Dintrasm , Dintersm) =(
ϕsm(t, Z),

∂
∂Z

(
∆Dintersm

∂
∂Z
Csm

)
−

eint erm
∆Dintrasm

R
∂
∂X
Qsm(t,X, ZX=1

)
+

(
ψsm(t,X, Z)

Dintrasm
R2 ×(

∂2

∂X2 +
2
X

∂
∂X

)
Qsm(t,X, Z)

)
(47)

Вирази градiєнтiв функцiоналу-
нев’язки. Продиференцiювавши вирази
приростiв (45) вiдповiдно по ∆Dintrasm i
∆Dintersm i розкриваючи скалярнi добутки,
отримаємо шуканi аналiтичнi вирази градi-
єнтiв функцiоналу-нев’язки за необхiдними
компонентами коефiцiєнтiв компетитивної
дифузiї, як функцiї вiд часу в intraparticle
space та interparticle space вiдповiдно:

∇JDintrasm
(t) =

− eint erm
R

Lm∫
Lm−1

∂

∂X
Qsm (t, 1, Z)ϕsmdZ

+
1

R2

Lm∫
Lm−1

1∫
0

(
∂2

∂X2
+

2

X

∂

∂X

)
QsmψsmXdXdZ

(48)

∇JDintersm
(t) =

Lm∫
Lm−1

∂2Csm
∂Z2

ϕsm(t, Z)dZ (49)

Iдентифiкацiя параметрiв, числове мо-
делювання та аналiз

Вiдновлення профiлiв коефiцiєнтiв ди-
фузiї. На рис. 1 та 2 поданi iдентифiкованi
згiдно регуляризацiйних формул iдентифi-
кацiї за даними RNM-спектроскопiї [6] роз-
подiли коефiцiєнтiв компетитивної дифузiї
бензолу та гексану, як функцiї вiд часу для
рiзних положень координати товщини ша-
ру: 6, 8, 10, 12, 14 мм. Кривi коефiцiєнтiв
дифузiї мають псевдоекспоненцiйний хара-
ктер i змiнюються в дiапазонi вiд 7,0 до 5,0
E-12 E-13. Для часу дифузiї бiльше 125-150
хв. спостерiгається вiдносно стабiльна кар-
тина масообмiну, що супроводжується плав-
ним наближенням профiлiв коефiцiєнтiв ди-
фузiї Dint ra1,k до значень, вiдповiдних поло-
женням їх рiвноваги.

(a) intraparticlle space (бензол)

(b) interparticlles space (бензол)

Рис. 1: Профiлi коефiцiєнтiв дифузiї бензолу
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(a) intraparticlle space (гексан)

(b) interparticlles space (гексан)

Рис. 2: Профiлi коефiцiєнтiв дифузiї гексану

Розподiли коефiцiєнтiв дифузiї Dint er1,k

мають бiльш пологий вигляд i змiнюються
в дiапазонi вiд 6.0 E-6 до 1.0 E-6.

Концентрацiї i градiєнти концентра-
цiй в мiкро- i нанопорах частинок. Рис.
3 демонструє результати моделювання кон-
центрацiйних кривих бензолу i гексану в
intercrystallites space, за результатами iден-
тифiкацiї коефiцiєнтiв дифузiї (рис. 1 та рис.
2).

Графiки на рис. 4 та рис. 5 демонстру-
ють змiну градiєнтiв концентрацiї поглину-
тих компонентiв адсорбату (бензолу i ге-
ксану) в мiкро- i нанопорах intracrystallites
space уздовж радiуса частинки (кристалiта).
Рис. 4 показує змiну градiєнтiв концентра-
цiї уздовж радiуса кристалiта для бензолу
в intracrystallites space для двох координати
товщини: 8 i 14 мм при дифузiйних перiодах
в a – t= 25 mn, b – t= 50 mn, c – t=100 mn, d –
t=200, а рис. 5 - для гексану. Як видно з гра-
фiкiв, значнi градiєнти концентрацiй мають

(a) бензол

(b) гексан

Рис. 3: Розподiли концентрацiй дифузiї в просторi
intercrystallites вiд часу i рiзних положень каталiти-
чного шару

мiсце для частинок, розмiщених в вихiдних
шарах (8 мм), значення яких на фiнальнiй
стадiї дифузiї досягають в центрi кристалi-
ту 0,8-0,9 одиниць. Для гексану (рис.5), спо-
стерiгається менша ступiнь поглинання. Так
для частинок вихiдного шару (8 мм) значен-
ня концентрацiї на фiнальнiй стадiї дифузiї
досягає 0,3 - 0,1 одиницi (в центрi кристалi-
ту).

Висновки

Реалiзовано моделi iдентифiкацiї параме-
трiв компетитивної дифузiї в неоднорiдних
середовищах нанопористих частинок з об-
ґрунтуванням постановок та розв’язання
прямої та спряженої крайових задач. Опе-
рацiйним методом Гевiсайда отриманi їх то-
чнi аналiтичнi розв’язки. На пiдставi тео-
рiї оптимального управлiння станом бага-
токомпонентних систем i зазначених висо-
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(a) бензол (14мм)

(b) бензол(8мм)

Рис. 4: Розподiли градiєнтiв концентрацiї дифузiї
уздовж радiусу частинки для бензолу

кошвидкiсних аналiтичних розв’язкiв пря-
мих i спряжених задач отримано явнi ви-
рази градiєнтiв функцiоналiв-нев’язок для
iдентифiкацiї параметрiв нанопористих се-
редовищ, при допомозi яких вiдновлено роз-
подiли коефiцiєнтiв дифузiї в просторах
intercrystallytes space i intracrystallytes space
як функцiй вiд часу для рiзних положень
частинок вздовж шару каталiзатора та по-
будовано розподiли концентрацiй дифундо-
ваних компонент.
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