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ДО ОЗНАЧЕНЬ МАЙЖЕ ПЕРIОДИЧНИХ ОПЕРАТОРIВ

Розглянуто клас майже перiодичних операторiв, елементи якого можуть не бути майже
перiодичними за Бохнером.

Considered class of almost periodic operators, elements of which may not be for Bochner almost
periodic.

Нехай N – множина натуральних чисел,
K – поле R або C дiйсних або комплексних
чисел вiдповiдно i E – довiльний банаховий
простiр над полем K з нормою ∥ · ∥E. По-
значимо через C0 банаховий простiр обме-
жених i неперервних на R функцiй x = x(t)
зi значеннями в E з нормою

∥x∥C0 = sup
t∈R

∥x(t)∥E,

а через Cn, де n ∈ N, – банаховий про-
стiр функцiй x ∈ C0, для кожної з яких
dx

dt
, . . . ,

dnx

dtn
∈ C0, з нормою

∥x∥Cn =

= max

{
∥x∥C0 ,

∥∥∥∥dxdt
∥∥∥∥
C0

, . . . ,

∥∥∥∥dnxdtn
∥∥∥∥
C0

}
.

У просторах C0, C1, . . . , Cn визначимо
оператор зсуву Sh, h ∈ R, за допомогою спiв-
вiдношення

(Shx)(t) = x(t+ h), t ∈ R.

Означення 1. Елемент y ∈ Ck, k ≥ 0,
називається майже перiодичним (за Бох-
нером [1]–[3]), якщо замикання множини
{Shy : h ∈ R} у просторi Ck є компактною
пiдмножиною цього простору, тобто з кож-
ної послiдовностi (Shny)n≥1 можна видiлити
збiжну в Ck пiдпослiдовнiсть.

Множини майже перiодичних елементiв
просторiв C0, C1, . . . , Cn є пiдпросторами
цих просторiв вiдповiдно з нормами ∥ · ∥C0 ,
∥ · ∥C1 , . . . , ∥ · ∥Cn . Цi пiдпростори будемо по-
значати через B0, B1, . . . , Bn вiдповiдно.

Нехай BCn [a, r] – замкнута куля в Cn з
центром у точцi a ∈ Cn i радiусом r, тобто
множина {x ∈ Cn : ∥x− a∥Cn ≤ r}.

Означення 2. Оператор H : Cn → Cm,
де n,m ∈ N∪{0}, називається майже перiо-
дичним, якщо для кожних елемента a ∈ Cn,
числа r ∈ (0,+∞) i послiдовностi (hk)k≥1

дiйсних чисел iснує така пiдпослiдовнiсть
(hkl)l≥1, що

lim
l1→∞, l2→∞

sup
x∈BCn [a,r]

∥∥∥Shl1HS−hl1x −

− Shl2HS−hl2x
∥∥∥
Cm

= 0.

Це означення у випадку лiнiйного майже
перiодичного оператора H рiвносильне оз-
наченню, що використовувалося Е. Мухама-
дiєвим [4,5] при дослiдженнi оборотностi лi-
нiйних функцiональних операторiв у прос-
торi C0.

Означення 3. Оператор H : Cn → Cm,
де n,m ∈ N∪{0}, називається автономним,
якщо ShHS−h = H для всiх h ∈ R.

Очевидно, що автономний оператор є
майже перiодичним у сенсi означення 2.

Розглянемо майже перiодичнi операто-
ри, що можуть не бути майже перiодич-
ними в сенсi означення 2.

Нехай K – множина всiх непорожнiх ком-
пактних пiдмножин K ⊂ E i R(x) – мно-
жина значень функцiї x = x(t), тобто мно-
жина {x(t) : t ∈ R}. Для компактних мно-
жин K0, K1, . . . , Kn ∈ K позначимо через
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DK0,K1,...,Kn множину всiх елементiв x ∈ Cn,
для кожного з яких

R(x) ⊂ K0,

R

(
dx

dt

)
⊂ K1, . . . ,

R

(
dnx

dtn

)
⊂ Kn.

Використаємо множину

Sn =
∪

K0,K1,...,Kn∈K

DK0,K1,...,Kn .

Ця множина є пiдпростором простору
Cn.

Справдi, якщо x, y ∈ Sn i α ∈ K, то, оче-
видно, x+ y, αx ∈ Sn. Тому Sn – векторний
простiр. Цей простiр, очевидно, також є нор-
мованим простором з нормою ∥ · ∥Cn .

Покажемо, що простiр Sn повний, тоб-
то для кожного елемента x ∈ Sn множини

R(x), R
(
dx

dt

)
, . . . , R

(
dnx

dtn

)
є компактними

множинами.
Нехай z ∈ Sn i ε – довiльне додатне чис-

ло. Iснує елемент w ∈ Sn, для якого

∥z − w∥Cn <
ε

2

i тому

inf
{
∥a− b∥E : a ∈ R(z), b ∈ R(w)

}
<
ε

2
,

inf

{
∥a− b∥E : a ∈ R

(
dz

dt

)
,

b ∈ R

(
dw

dt

)}
<
ε

2
, . . . ,

inf

{
∥a− b∥E : a ∈ R

(
dnz

dtn

)
,

b ∈ R

(
dnw

dtn

)}
<
ε

2
.

Нехай M0, M1, . . . , Mn – скiнченi
ε

2
-сiтки для компактних множин R(w),

R

(
dw

dt

)
, . . . , R

(
dnw

dtn

)
вiдповiдно. Тодi на

пiдставi попереднiх нерiвностей множини
M0, M1, . . . , Mn будуть скiнченими ε-сiтка-

ми для множин R(z), R
(
dz

dt

)
, . . . , R

(
dnz

dtn

)
вiдповiдно.

Отже, завдяки довiльностi вибору числа

ε > 0 множини R(z), R
(
dz

dt

)
, . . . , R

(
dnz

dtn

)
компактнi, i Sn – пiдпростiр банахового про-
стору Cn.

Зручними для дослiдження майже перi-
одичних розв’язкiв функцiональних, функ-
цiонально-диференцiальних та диференцi-
альних рiвнянь є наступнi означення май-
же перiодичних операторiв, що використо-
вують властивiсть майже перiодичностi опе-
раторiв лише на пiдпросторi Sn простору
Cn або на множинах DK0,K1,...,Kn ⊂ Sn, де
K0, K1, . . . , Kn ∈ K.

Означення 4. Оператор H : Cn → Cm,
де n,m ∈ N∪{0}, називається майже перiо-
дичним, якщо для кожних елемента a ∈ Cn,
числа r ∈ (0,+∞) i послiдовностi (hk)k≥1

дiйсних чисел iснує така пiдпослiдовнiсть
(hkl)l≥1, що

lim
l1→∞, l2→∞

sup
x∈Sn, x∈BCn [a,r]

∥∥∥Shl1HS−hl1x −

− Shl2HS−hl2x
∥∥∥
Cm

= 0.

Означення 5. Оператор H : Cn → Cm,
де n,m ∈ N ∪ {0}, називається майже перiо-
дичним, якщо для кожних компактних
множин K0, K1, . . . , Kn ∈ K i послiдовностi
(hk)k≥1 дiйсних чисел iснує пiдпослiдовнiсть
(hkl)l≥1, для якої

lim
l1→∞, l2→∞

sup
x∈DK0,K1,...,Kn

∥∥∥Shkl1HS−hkl1
x−

−Shkl2HS−hkl2
x
∥∥∥
Cm

= 0.

Зазначимо, що майже перiодичнi опера-
тори в сенсi означення 5 уведено в розгляд
автором у [6] у випадку дискретних рiвнянь.
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Майже перiодичнi в сенсi означення 4
або 5 оператори можуть не бути майже
перiодичними в сенсi означення 2.

Приклад 1. Нехай dimE = ∞. Завдяки
некомпактностi кулi {x ∈ E : ∥x∥E ≤ 1}
(див., наприклад, [7]) iснує елемент ω = ω(t)
простору Cn, послiдовнiсть (hm)m≥1 дiйсних
чисел i число µ > 0, для яких

inf
m1,m2∈N, m1 ̸=m2

∥ω(hm1)− ω(hm2)∥E ≥ µ.

Зафiксуємо довiльний вектор a ∈ E i роз-
глянемо елемент b = b(t) простору C0, для
якого b(t) = a для всiх t ∈ R.

Визначимо оператор H : Cn → C0 рiвнiс-
тю

Hx =

{
b, якщо x ∈ Sn,
ω, якщо x ∈ Cn \Sn.

Очевидно, що цей оператор не є неперерв-
ним на Cn.

Також очевидно, що

{ShHS−hx : h ∈ R, x ∈ DK0,K1,...,Kn} =

= {ShHS−hx : h ∈ R, x ∈ Sn} = {b}
для всiх K0, K1, . . . , Kn ∈ K. Тому оператор
H є майже перiодичним як у сенсi означен-
ня 4, так i в сенсi означення 5. Однак, цей
оператор не є майже перiодичним у сенсi оз-
начення 2. Справдi, зафiксуємо довiльний
елемент z ∈ C0 \Sn. Очевидно, що

ShHS−hz = Shω (1)

для кожного h ∈ R. Тому∥∥Shm1
ω − Shm2

ω
∥∥
C0 =

= sup
t∈R

∥ω(t+ hm1)− ω(t+ hm2)∥E ≥

≥ ∥ω(hm1)− ω(hm2)∥E ≥ µ,

якщо m1 ̸= m2.
Отже, якщо {Shz : h ∈ R} ⊂ BCn [b, r], де

r > ∥z − ω∥Cn , то

sup
x∈BCn [b,r]

∥∥Shm1
HS−hm1

x−

−Shm2
HS−hm2

x
∥∥
C0 ≥ µ > 0,

для всiх m1,m2 ∈ N (m1 ̸= m2). Звiдси, iз
спiввiдношення (1) i означення 2 випливає,
що оператор H не є майже перiодичним у
сенсi означення 2.

Приклад 2. Будемо вважати, що E = l1,
де l1 – банаховий простiр обмежених число-
вих послiдовностей z = ⟨z1, z2, . . . , zm, . . .⟩,
для кожної з яких

∞∑
m=1

|zm| <∞, з нормою

∥z∥l1 =
∞∑
m=1

|zm|.

Розглянемо неперервну та обмежену на
R функцiю A(t) зi значеннями в L(l1, l1), що
визначається спiввiдношенням

A(t)z =
⟨
eitz1, e

it/2z2, . . . , e
it/mzm, . . .

⟩
. (2)

Тут t ∈ R i z ∈ l1.
Легко перевiрити, що функцiя A(t) має

наступнi властивостi:
1) ∥A(t)∥L(l1,l1) = 1 для всiх t ∈ R;
2) для кожного z ∈ l1 функцiя A(t)z є еле-
ментом простору B0;
3) для кожних компактної множини K ⊂ l1
i послiдовностi (hm)m≥1 дiйсних чисел iснує
пiдпослiдовнiсть (hml

)l≥1, для яких

lim
k,l→∞

sup
z∈K

sup
t∈R

∥A (t+ hmk
) z−

−A (t+ hml
) z∥l1 = 0.

4) функцiя A(t) зi значеннями в L(l1, l1) не
є майже перiодичною в сенсi означення 1.

Розглянемо лiнiйний неперервний опера-
тор A : C0 → C0, що визначається спiввiд-
ношенням

(Ax)(t) = A(t)x(t), t ∈ R,

Цей оператор не є майже перiодичним у
сенсi означення 2 i є майже перiодичним у
сенсi означення 5.

Справдi, для довiльних h ∈ R i x ∈ C0

(ShAS−hx)(t) = A(t+ h)x(t), t ∈ R.

Звiдси на пiдставi третьої властивостi функ-
цiї A(t) отримуємо, що для кожних послi-
довнотi (hm)m≥1 дiйсних чисел i компактної
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множини K ⊂ l1 iснує пiдпослiдовнiсть
(hml

)l≥1 ⊂ (hm)m≥1, для яких

lim
k,l→∞

sup
z∈C0, R(z)⊂K

sup
t∈R

∥A (t+ hmk
) z(t)−

−A (t+ hml
) z(t)∥l1 = 0.

Це означає, що оператор A : C0 → C0 є май-
же перiодичним у сенсi означення 5.

Однак оператор A не є майже перiодич-
ним у сенсi означення 2. Справдi, для функ-
цiї ω ∈ C0, для якої

∥ω∥C0 = 1, (3)

i
ω(l) = el, l ≥ 1, (4)

i кожної пари (k, l) натуральних чисел, для
яких k > l, виконуються спiввiдношення

∥SkAS−k − SlAS−l∥L(C0,C0) ≥

≥ ∥SkAS−kω − SlAS−lω∥l1 =

= sup
t∈R

∥A(t+ k)ω(t)− A(t+ l)ω(t)∥l1 ≥

≥ ∥A(k−l+k)ω(k−l)−A(k−l+l)ω(k−l)∥l1 =

= ∥A(2k − l)ek−l − A(k)ek−l∥l1 =

=
∣∣ei(2k−l)/(k−l) − eik/(k−l)

∣∣ = ∣∣ei − 1
∣∣ =

= 2 sin
1

2
> 0.

Звiдси випливає, що оператор A не є майже
перiодичним у сенсi означення 2.

Iз використанням означення 5 можна з’я-
совувати умови iснування майже перiо-
дичних розв’язкiв звичайних диференцiаль-
них рiвнянь, функцiонально-диференцiаль-
них рiвнянь загаювального, нейтрального i
випереджального типiв (див. класифiкацiю
рiвнянь, наприклад, у [8]), а також рiвнянь
загального типу з вiдхильним аргументом,
що залежить як вiд часу, так i вiд розв’яз-
ку. Усi цi рiвняння є окремими випадками
загального функцiонального рiвняння

Fx = y, (5)

де F : Cn → C0 – майже перiодичний у сенсi
означення 5 оператор i y ∈ B0.

Використаємо один функцiонал, визначе-
ний на множинi розв’язкiв цього рiвняння,
що є елементами простору Sn.

Зафiксуємо множини K0, K1, . . . , Kn ∈ K.
Позначимо через N(F , K0, K1, . . . , Kn) мно-
жину всiх розв’язкiв рiвняння (5), для кож-
ного з яких

R(x) ⊂ K0,

R

(
dx

dt

)
⊂ K1, . . . ,

R

(
dnx

dtn

)
⊂ Kn.

Припустимо, що

N(F , K0, K1, . . . , Kn) ̸= ∅.

Нехай x∗ ∈ N(F , K0, K1, . . . , Kn) i дiа-
метр diamR (x∗) множини R (x∗), тобто чи-
сло sup{∥x1 − x2∥E : x1, x2 ∈ R (x∗)}, не до-
рiвнює 0. Розглянемо додатне число

r(x∗, K0, K1, . . . , Kn) =

= max
l∈{0,1,...,n}

sup

{
∥xl − yl∥E : xl ∈ R

(
dlx∗

dtl

)
,

yl ∈ Kl

}
,

де
d0x∗

dt0
= x∗. Зафiксуємо довiльне число

ε ∈ (0, r(x∗, K0, K1, . . . , Kn)].
Позначимо через Ω(x∗, K0, K1, . . . , Kn, ε)

множину всiх елементiв z ∈ Cn, для кожно-
го з яких

R(z) ⊂ K0,

R

(
dz

dt

)
⊂ K1, . . . ,

R

(
dnz

dtn

)
⊂ Kn

i
∥z − x∗∥Cn ≥ ε.

Розглянемо функцiонал

δ(x∗, K0, K1, . . . , Kn, ε) =

= inf
z∈Ω(x∗,K0,K1,...,Kn,ε)

∥Fz −Fx∗∥C0 .

Справджується наступне твердження.
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Теорема. Якщо оператор F : Cn →
C0 є майже перiодичним у сенсi озна-
чення 5, y ∈ B0, K0, K1, . . . , Kn ∈ K,
x∗ ∈ N(F , K0, K1, . . . , Kn), diam R (x∗) ̸= 0 i

δ(x∗, K0, K1, . . . , Kn, ε) > 0

для кожного ε ∈ (0, r(x∗, K0, K1, . . . , Kn)),
то x∗ ∈ Bn.

Доводиться теорема аналогiчним чином,
як i вiдповiднi твердження статей [9]–[22].

Зазначимо, що наведенi умови iснування
майже перiодичних розв’язкiв рiвняння (5)
на вiдмiну вiд теореми Амерiо про майже
перiодичнi розв’язки нелiнiйних диферен-
цiальних рiвнянь [3,23] не використовують
H-клас рiвняння (5) та умову вiдокремле-
ностi розв’язкiв рiвнянь H-класу цього рiв-
няння.

СПИСОК ЛIТЕРАТУРИ

1. Bochner S. Beitrage zur Theorie der fastperiodi-
schen // Math. Ann. – 1927. – 96. – I Teil. – P. 119–147.
II Teil. – P. 383–409.

2. Левитан Б. М. Почти-периодические функ-
ции. – М.: Гостехиздат, 1953. – 396 с.

3. Демидович Б. П. Лекции по математической
теории устойчивости. – М.: Наука, 1967. – 472 с.

4. Мухамадиев Э. Об обратимости функциональ-
ных операторов в пространстве ограниченных на
оси функций // Матем. заметки. – 1972. – 11, № 3. –
С. 269–274.

5. Мухамадиев Э. Исследования по теории пе-
риодических и ограниченных решений диффереци-
альных уравнений // Матем. заметки. – 1981. – 30,
№ 3. – С. 443–460.

6. Слюсарчук В. Ю. Майже перiодичнi розв’язки
нелiнiйних дискретних систем, що можуть не бути
майже перiодичними за Бохнером // Нелiнiйнi ко-
ливання. – 2014. – 17, № 3. – С. 407–418.

7. Колмогоров А. М., Фомiн С. В. Елементи тео-
рiї функцiй i функцiонального аналiзу. – Київ: Вища
школа, 1974. – 456 с.

8. Эльгольц Л. Э., Норкин С. Б. Введение в те-
орию дифференциальных уравнений с отклоняю-
щимся аргументом. – М.: Наука, 1971. – 296 c.

9. Слюсарчук В. Ю. Умови майже перiодично-
стi обмежених розв’язкiв нелiнiйних рiзницевих рiв-
нянь з неперервним аргументом // Нелiнiйнi коли-
вання – 2013. – 16, № 1. – С. 118–124.

10. Слюсарчук В. Ю. Умови iснування майже
перiодичних розв’язкiв нелiнiйних диференцiальних
рiвнянь у банаховому просторi // Укр. мат. журн. –
2013. – 65, № 2. – С. 307–312.

11. Слюсарчук В. Ю. Умови iснування майже пе-
рiодичних розв’язкiв нелiнiйних рiзницевих рiвнянь
з дискретним аргументом // Нелiнiйнi коливання –
2013. – 16, № 3. – С. 416–425.

12. Слюсарчук В. Ю. Умови майже перiодичнос-
тi обмежених розв’язкiв не розв’язаних вiдносно по-
хiдної нелiнiйних диференцiальних рiвнянь // Укр.
мат. журн. – 2014. – 66, № 3. – С. 384–393.

13. Slyusarchuk V. Yu. Almost periodic solutions of
difference equations with discrete argument on metric
space // Miskolc Mathematical Notes. – 2014. – 15,
№ 1. – P. 211–215.

14. Слюсарчук В. Е. Исследование нелинейных
почти периодических дифференциальных уравне-
ний, не использующее H-классы этих уравнений //
Мат. сб. – 2014. – 205, № 6. – С. 139–160.

15. Слюсарчук В. Е. Условия почти периодичнос-
ти ограниченных решений нелинейных дифферен-
циально-разностных уравнений // Изв. РАН. Сер.
матем. – 2014. – 78, № 6. – С. 179–192.

16. Слюсарчук В. Е. Условия существования поч-
ти периодичности решений нелинейных разностных
уравнений в банаховом пространстве // Мат. заме-
тки. – 2015. – 97, № 2. – С. 277–285.

17. Слюсарчук В. Ю. Майже перiодичнi та перi-
одичнi розв’язки рiзницевих рiвнянь у метричному
просторi // Нелiнiйнi коливання. – 2015. – 18, № 1. –
С. 112–119.

18. Слюсарчук В. Ю. Майже перiодичнi розв’яз-
ки нелiнiйних рiвнянь, що можуть не бути майже
перiодичними за Бохнером // Укр. мат. журн. –
2015. – 67, № 2. – С. 230–244.

19. Слюсарчук В. Ю. Критерiй iснування май-
же перiодичних розв’язкiв нелiнiйних диференцi-
альних рiвнянь з iмпульсним збуренням // Укр.
мат. журн. – 2015. – 67, № 6. – С. 838–848.

20. Слюсарчук В. Ю. Майже перiодичнi та стiй-
кi за Пуассоном розв’язки рiзницевих рiвнянь у ме-
тричному просторi // Укр. мат. журн. – 2015. – 67,
№ 12. – С. 1707–1714.

21. Слюсарчук В. Ю. Майже перiодичнi розв’яз-
ки функцiональних рiвнянь // Нелiнiйнi коливан-
ня. – 2016. – 19, № 1. – С. 142–148.

22. Слюсарчук В. Е. Почти периодические реше-
ния дискретных уравнений // Изв. РАН. Сер. ма-
тем. – 2016. – 80, № 2. – С. 125–138.

23. Amerio L. Soluzioni quasiperiodiche, o limital,
di sistemi differenziali non lineari quasi-periodici, o li-
mitati // Ann. mat. pura ed appl. – 1955. – 39. – P. 97–
119.

178 ISSN 2309-4001. Буковинський математичний журнал. 2016. – Т. 4, № 3–4.


