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АСИМПТОТИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ ПОВIЛЬНО ЗМIННИХ РОЗ’ЯЗКIВ
ДВОЧЛЕННИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ДРУГОГО ПОРЯДКУ З

НЕЛIНIЙНОСТЯМИ РIЗНИХ ТИПIВ

Роботу присвячено дослiдженню достатньо широкого класу повiльно змiнних розв’язкiв
диференцiальних рiвнянь другого порядку з правильно та швидко змiнними нелiнiйностями.
Отримано необхiднi i достатнi умови iснування, а також асимптотичнi зображення таких
розв’язкiв та їх похiдних першого порядку при прямуваннi аргументу до особливої точки.

The work is devoted to researching of the sufficiently wide class of slowly varying solutions
of the second order differential equations with regularly and rapidly varying nonlinearities. We
have The necessary and sufficient conditions of the existence of such solutions were obtained. The
representations for such solutions and their derivatives of the first order as the argument tends to
the singulary point were also found.

Розглядається диференцiальне рiвняння

y′′ = α0p(t)φ0(y)φ1(y
′), (1)

у якому α0 ∈ {−1; 1}, p : [a, ω[→]0,+∞[
(−∞ < a < ω ≤ +∞) — непервно дифе-
ренцiйовна функцiя, φi : ∆Yi →]0,+∞[ – не-
перервнi функцiї (i ∈ {0, 1}), Yi ∈ {0,±∞},
∆Yi – або промiжок [y0i , Yi[, або – ]Yi, y

0
i ]. При

Yi = +∞ (Yi = −∞) вважаємо, що y0i > 0
(y0i < 0) вiдповiдно.

Крiм того, будемо вважати, що функцiя
φ1 є правильно змiнною (див.,напрклад,
[1,2]) при z → Y1(z ∈ ∆Y1) порядку σ1, а
функцiя φ0 двiчи неперервно диференцiйов-
на, монотонна на ∆Y0 i така, що:

lim
z→Y0
z∈∆Y0

φ0(z) ∈ {0,+∞} (2)

та
lim
z→Y0
z∈∆Y0

φ0(z)φ
′′
0(z)

(φ′
0(z))

2 = 1. (3)

Розв’язок y рiвняння (1) будемо називати
Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язком (−∞ ≤ λ0 ≤ +∞),
якщо вiн визначений на [t0, ω[⊂ [a, ω[ та при
кожному i ∈ {0, 1} виконуються умови

lim
t↑ω

y(i)(t) = Yi, (4)

lim
t↑ω

(y′(t))2

y′′(t)y(t)
= λ0. (5)

У данiй роботi роглядаються особливi
розв’язки, для яких λ0 = 0. За властивостя-
ми таких розв’язкiв (див., наприклад, [3])
маємо, що кожен з них є повiльно змiн-
ною функцiєю при t ↑ ω. За рахунок цього
випадок λ0 = 0 є одним з найскладнiших
для вивчення. Наразi задача дослiдження
Pω(Y0, Y1, 0)-розв’язкiв для рiвнянь з швид-
ко змiнною нелiнiйнiстю ускладнена тим,
що композицiя швидко та повiльно змiнних
функцiй може бути швидко, правильно, або
повiльно змiнною при прямуваннi аргумен-
ту до особливої точки.

Введемо необхiднi надалi означення.
Нехай Y ∈ {0,±∞}, ∆Y — деякий одно-

бiчний окiл Y . Неперервно диференцiйов-
на функцiя L : ∆Y →]0; +∞[ називаеться
нормалiзованою повiльно змiнною функцiєю
(див., наприклад,[2]) при z → Y (z ∈ ∆Y ),
якщо

lim
z→Y1
z∈∆Yi

zL′(z)

L(z)
= 0.

Говорять, що повiльно змiнна при
z → Y (z ∈ ∆Y ) функцiя θ : ∆Y →]0; +∞[
задовiльняє умову S, якщо для будь-якої
нормалiзованої повiльно змiнної при z →
Y (z ∈ ∆Y ) функцiї L : ∆Y → ]0; +∞[ має

190 ISSN 2309-4001. Буковинський математичний журнал. 2016. – Т. 4, № 3–4.



мiсце спiввiдношення при z → Y (z ∈ ∆Y ):

θ(zL(z)) = θ(z)[1 + o(1)].

Введемо наступнi позначення:

πω(t) =

 t, якщо ω = +∞,

t− ω, якщо ω < +∞.

θ1(z) = φ1(z)|z|−σ1 ,

I(t) = sign(y01)×

×
t∫

B0
ω

∣∣∣∣πω(τ)p(τ)θ1(sign(y01)

|πω(τ)|

)∣∣∣∣ 1
1−σ1

dτ,

B0
ω = b, якщо

ω∫
b

∣∣∣∣πω(τ)p(τ)θ1(sign(y01)

|πω(τ)|

)∣∣∣∣ 1
1−σ1

dτ = +∞,

та B0
ω = ω, якщо

ω∫
b

∣∣∣∣πω(τ)p(τ)θ1(sign(y01)

|πω(τ)|

)∣∣∣∣ 1
1−σ1

dτ < +∞,

Φ0(z) =

z∫
A0

ω

|φ0(y)|
1

σ1−1dy,

A0
ω =


y00, якщо

∫ Y0
y00

|φ0(y)|
1

σ1−1dy = +∞,

Y0, якщо
∫ Y0
y00

|φ0(y)|
1

σ1−1dy < +∞,

q1 = lim
z→Y0
z∈∆Y0

Φ(z).

Зауваження 1. Справедливим є твер-
дження

Φ(z) = (σ1 − 1)
φ

σ1
σ1−1

0 (y)

φ′
0(y)

[1 + o(1)]

при z → Y0 (z ∈ ∆Y0), звiдки, при z ∈ ∆Y0

sign(φ′
0(z)Φ(z)) =

σ1
σ1 − 1

.

Зауваження 2. З умов (2) та (3) на фун-
кцiю φ0 випливає, що q1 ∈ {0,+∞} та

lim
z→Y0
z∈∆Y0

Φ′′(z) · Φ(z)
(Φ′(z))2

= 1.

Отримана наступна теорема.
Теорема. Нехай σ1 ̸= 1, константа γ0

така, що (γ0 + 1) < 0, при Y0 = 0, та
(γ0 + 1) > 0 у iншому випадку, функцiя
θ1 задовольняє умову S та iснує скiнченна

чи нескiнченна границя lim
t↑ω

πω(t)I
′(t)

I(t)
. Тодi

для iснування у рiвняння (1) Pω(Y0, Y1, 0)-
розв’язкiв таких, що iснує скiнченна чи не-

скiнченна границя lim
t↑ω

πω(t)y
′′(t)

y′(t)
, необхiдно

виконання умов

α0πω(t)y
0
1 < 0 при t ∈ [a;ω[, (6)

lim
t↑ω

y01
|πω(t)|

= Y1, (7)

lim
t↑ω

I(t) = q1, lim
t↑ω

Φ−1(I(t)) = Y0, (8)

lim
t↑ω

I ′(t)πω(t)

Φ′ (Φ−1(I(t))) Φ−1(I(t))
= 0. (9)

Якщо функцiя πω(t) · I ′(t)
I(t)

є нормалiзованою

повiльно змiнною функцiєю при t ↑ ω фун-
кцiя

(
Φ′(z)
Φ(z)

)
є правильно змiнною порядку γ0

при z → Y0 (z ∈ ∆Y0) та або

lim
t↑ω

∣∣∣∣πω(t)I ′(t)I(t)

∣∣∣∣ < +∞, (10)

або має мiсце наступна умова при t ∈ [a, ω[

πω(t) · I(t) · I ′(t)(1− σ1) > 0, (11)

то (6) — (9) є достатнiми умовами для
iснування у рiвняння (1) таких розв’яз-
кiв. Бiльше того, для кожного Pω(Y0, Y1, 0)-
розв’язку мають мiсце при t ↑ ω асимпто-
тичнi зображення

Φ(y(t)) = I(t)[1 + o(1)], (12)

y′(t)Φ′(y(t))

Φ(y(t))
=
I ′(t)

I(t)
[1 + o(1)]. (13)
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Доведення. Необхiднiсть. Нехай y :
[t0, ω[→ ∆Y0 є Pω(Y0, Y1, 0)-розв’язком рiвня-
ння (1), для якого iснує скiнченна чи нескiн-

ченна границя lim
t↑ω

πω(t)y
′′(t)

y′(t)
. За властиво-

стями таких розв’язкiв (див., наприклад, [4],
лема 1.4), маємо

lim
t↑ω

πω(t)y
′(t)

y(t)
= 0, (14)

lim
t↑ω

πω(t)y
′′(t)

y′(t)
= −1, (15)

звiдки випливає умова (6).
З (15) також маємо, що функцiя y′(t) є

правильно змiнною функцiєю порядку (-1)
при t ↑ ω, тобто, може бути подана у ви-
глядi y′(t) = |πω(t)|−1L1(t) ([2]), де L1(t) —
повiльно змiнна при t ↑ ω функцiя. Звiдси,
з урахуванням властивостей повiльно змiн-
них функцiй [2], отримуємо справедливiсть
умови (7).

З (1) та (15) випливає при t ↑ ω

α0πω(t)p(t)φ0(y(t))φ1(y
′(t))

y′(t)
= −[1+o(1)].(16)

Оскiльки функцiя L1 є повiльно змiнною,
то й функцiя L1(Z(t)), де функцiя Z є обер-

неною до функцiї sign(y01)
|πω(t)|

, є повiльно змiн-

ною при t ↑ ω як композицiя повiльно та
правильно змiнної функцiї [1] , а тому в силу
умови S, якiй задовольняє функцiя θ1, мо-
жемо переписати (16) у наступному виглядi
при t ↑ ω:

y′(t)

|φ0(y(t))|
1

1−σ1

= sign(y01)×

×
∣∣∣πω(t)θ1(sign(y01)

|πω(t)|

)
p(t)

∣∣∣ 1
1−σ1 [1 + o(1)]. (17)

З (17) у випадку, коли
ω∫

B0
ω

|πω(τ)θ1
(
sign(y01)

|πω(t)|

)
p(τ)|

1
1−σ1 dτ = +∞,

маємо при t ↑ ω

Φ(y(t)) = I(t)[1 + o(1)]. (18)

Якщо
ω∫

B0
ω

∣∣∣∣πω(τ)θ1(sign(y01)

|πω(t)|

)
p(τ)

∣∣∣∣ 1
1−σ1

dτ < +∞,

отримаємо або (18), або

lim
t↑ω

Φ(y(t)) = const ̸= 0,

що не може мати мiсце, бо з урахуванням
зауваження 2:

lim
t↑ω

Φ0(y(t)) ∈ {0;+∞}.

Таким чином, (18) має мiсце в обох випад-
ках, а отже, має мiсце (12) та перша з умов
(8).

З (17) та (18) маємо

y′(t)Φ′(y(t))

Φ(y(t))
=
I ′(t)

I(t)
[1 + o(1)] при t ↑ ω,

тобто справедливе асимптотичне зображен-
ня (13).

Зауважимо, що функцiя Φ−1(z) є повiль-
но змiнною z → q1, як обернена до швидко
змiнної функцiї Φ(y) при y → Y0 (Y0 ∈ ∆Y0).
З урахуванням цього та (17), використову-
ючи властивостi повiльно змiнних функцiй,
отримаємо при t ↑ ω

y(t) = Φ−1(I(t))[1 + o(1)],

звiдки випливає друга з умов (8).
Розглянемо рiвнiсть

lim
z→q1

Φ′′(Φ−1(z))z

(Φ′(Φ−1(z)))2
=

= lim
z→q1

Φ1(r)=z

Φ′′(Φ−1(Φ1(r)))Φ1(r)

(Φ′(Φ−1(Φ1(r))))
2 =

= lim
z→q1

Φ1(r)=z

Φ′′(r)Φ1(r)

Φ′(r)
= 1.

З урахуванням цiєї рiвностi, позначивши

ψ(y) =
Φ′(y)

Φ(y)
,

маємо
lim
z→q1

z · (ψ(Φ−1(z)))′

ψ(Φ−1(z))
=
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= lim
z→q1

z ·
(
Φ′(Φ−1(z))
Φ(Φ−1(z))

)′

Φ′(Φ−1(z))
Φ(Φ−1(z))

=

= lim
z→q1

z ·
(
Φ′(Φ−1(z))

z

)′

Φ′(Φ−1(z))
z

=

= lim
z→q1

Φ′′(Φ−1(z))z

(Φ′(Φ−1(z)))2
− 1 = 0.

З останнього випливає, що функцiя ψ(Φ−1
1 )

є повiльно змiнною z → q1.
З урахуванням (13) та (14), отримаємо

при t ↑ ω

lim
t↑ω

πω(t)y
′(t)

y(t)
· I ′(t)Φ(y(t))

y′(t)I(t)Φ′(y(t))
= 0.

З цього спiввiдношення (13), (18) та того, що
функцiя ψ(Φ−1

1 ) є повiльно змiнною z → q1
маємо

lim
t↑ω

πω(t)I
′(t)

Φ−1(I(t))Φ′(Φ−1(I(t)))
= 0.

Таким чином доведено виконання умови (9).
Достатнiсть. Нехай функцiя

πω(t) · I ′(t)
I(t)

є нормалiзованою повiльно

змiнною функцiєю при t ↑ ω, функцiя(
Φ′(z)
Φ(z)

)
є правильно змiнною порядку γ0 при

z → Y0 (z ∈ ∆Y0), та виконуються умови
(6) — (9) та (10) або (11).

До рiвняння (1) застосуємо перетворення

Φ(y(t)) = I(t)[1 + z1(x)], (19)

y′(t)Φ′(y(t))

Φ(y(t))
=
I ′(t)

I(t)
[1 + z2(x)], (20)

де

x = β ln |I0(t)|, β =


1, lim

t↑ω
I0(t) = ∞,

−1, lim
t↑ω

I0(t) = 0,

(21)

I0(t) =

 I(t), при lim
t↑ω

πω(t)I′(t)
I(t)

= ∞,

πω(t), при lim
t↑ω

πω(t)I′(t)
I(t)

<∞,

Приведемо систему (19)-(21) до системи
диференцiальних рiвнянь

z′1 = βG1(t(x)) [z2 + z1z2] ;
z′2 = βG2(t(x)) · [1 + z2](N(t(x), z1, z2)×

×(1 + z1)
σ1−1 · (1 + z2)

σ1−1 +M(t(x), z1)×
× · (1+z2)πω(t(x))I′(t(x))

Φ′
1(Φ

−1
1 (I(t(x))))Φ−1

1 (I(t(x)))
+Q(t(x))),

(22)
у якiй

G1(t) =

=

 1, при lim
t↑ω

πω(t)I′(t)
I(t)

= ∞,

πω(t)I′(t)
I(t)

, при lim
t↑ω

πω(t)I′(t)
I(t)

<∞,

G2(t) =

=


I(t)

πω(t)I′(t)
, при lim

t↑ω
πω(t)I′(t)

I(t)
= ∞,

1, при lim
t↑ω

πω(t)I′(t)
I(t)

<∞,

Q(t(x)) =

πω(t(x)) ·
(
I(t(x))

I ′(t(x))

)′

I(t(x))

I ′(t(x))

,

N(t, z1, z2) =

= −
θ1

(
I ′(t(x))Φ (Y (t, z1)) (1 + z2)

I(t)Φ′ (Y (t, z1))

)
θ1 (|πω(t)|−1sign(y01))

,

Y (t(x), z1) = Φ−1(I(t(x))[1 + z1]),

ψ(z) =
Φ′(z)

Φ(z)
,

M(t(x), z1) =
ψ(Y (t, z1))

ψ(Φ−1(I(t(x)))
×

× Φ−1(I(t(x))

Φ−1(Y (t, z1))
.

Оскiльки функцiя πω(t) · I ′(t)
I(t)

є норма-

лiзованою повiльно змiнною функциєю при
t ↑ ω, то

lim
t↑ω

πω(t)

(
πω(t) · I ′(t)

I(t)

)′

πω(t) · I ′(t)
I(t)

= 0. (23)
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З iншого боку,

lim
t↑ω

πω(t)

(
πω(t) · I ′(t)

I(t)

)′

πω(t) · I ′(t)
I(t)

=

= 1 + lim
t↑ω

πω(t)

(
I ′(t)

I(t)

)′

I ′(t)

I(t)

.

З цiєї рiвностi враховуючи (23) маємо:

lim
t↑ω

Q(t) = 1. (24)

За рахунок того, що функцiя Φ−1
1 є по-

вiльно змiнною при z → q1, з урахуванням
другої з умов (8) маємо lim

t↑ω
Y (t, z1) = Y0 рiв-

номiрно по |z1| < 1
2
, |z2| < 1

2
.

Оскiльки ψ(z) — правильно змiнна фун-
кцiя порядку γ0 при z → Y0 (z ∈ ∆Y0),
а Φ−1(z) — повiльно змiнна при z → Y0
(z ∈ ∆Y0), то функцiя ψ(Φ−1(z)) є повiль-
но змiнною при z → q1, а тому, i функцiя
Φ−1(z)ψ(Φ−1(z)) є повiльно змiнною при
z → q1 як добуток повiльно змiнних фун-
кцiй. Таким чином,

lim
t↑ω

M(t, z1) = 1 (25)

рiвномiрно по z1 : |z1| < 1
2 .

Для дослiдження поведiнки функцiї
N(t, z1, z2) вивчимо вiдношення аргументiв
функцiї θ1. Позначимо

N1(t, z1, z2) =

=
I ′(t)Φ (Y (t, z1)) · |πω(t)|sign(y01)

I(t)Φ′ (Y (t, z1))
(1 + z2).

Розглянемо рiвнiсть

πω(t) (N1(t, z1, z2))
′
t

N1(t, z1, z2)
=

=

πω(t)

(
I ′(t)|πω(t)|
I(t)sign(y01)

ψ (Φ−1(I(t)[1 + z1])

)′

t

I ′(t)|πω(t)|
I(t)

ψ(Φ−1(I(t)[1 + z1])sign(y01)
=

=

πω(t)

(
I ′(t) · |πω(t)|

I(t)

)′

I ′(t) · |πω(t)|
I(t)

+

+
Φ−1(I(t)[1 + z1])ψ

′(Φ−1(I(t)[1 + z1]))

ψ(Φ−1(I(t)[1 + z1]))
×

× πω(t)I
′(t)

Φ−1(I(t)[1 + z1])Φ′(Φ−1(I(t)[1 + z1]))
.

З цiєї рiвностi з урахуванням (23), (25), умо-
ви (9) та повiльної змiни та iнших властиво-
стей функцiї ψ випливає, що

lim
t↑ω

πω(t) (N1(t, z1, z2))
′
t

N1(t, z1, z2)
= 0

рiвномiрно по |z1| < 1
2
. Звiдси маємо, що

функцiя N1(t, z1, z2) є нормалiзованою по-
вiльно змiнною функцiєю при t ↑ ω рiвно-
мiрно по |z1| < 1

2
, |z2| < 1

2
. Тому, оскiльки

функцiя θ1 задовольняє умову S, маємо

lim
t↑ω

N(t, z1, z2) = −1 (26)

рiвномiрно по |z1| < 1
2
, |z2| < 1

2
.

У силу другої з умов (8) з урахуванням
того, що функцiя Φ−1 є повiльно змiнною,
iснує t0 ∈ [a, ω[ таке, що

Φ−1(I(t)(1 + z1)) ∈ ∆Y0

при t ∈ [t0, ω[, |z1| ≤
1

2
.

Розглянемо систему диференцiальних рiв-
нянь (22) на множинi

Ω = [x0,+∞[×D, где x0 = β ln |πω(t0)|,

D =

{
(z1, z2) : |zi| ≤

1

2
, i = 1, 2

}
.

Перепишемо систему (22)
у видi

z′1 = βG1(t(x)) [z2 + z1z2] , (28)

z′2 = βG2(t(x))[A21z1 + A22(x)z2+

+R1(x, z1, z2) +R2(x, z1, z2)], (29)

в якiй

A21 = 1− σ1, A22 = 1− σ1;
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R1(x, z1, z2) = (1+ z2)

[
N(t(x), z1, z2)+Q(t)+

+M(t(x), z1)·
πω(t(x))I

′(t(x))

Φ′
1(Φ

−1(I(t(x))))Φ−1(I(t(x)))

]
+

+(N(t(x), z1, z2) + 1) · (σ1 − 1)(z1 + z2)+

+z2·M(t(x), z1)·
πω(t(x))I

′(t(x))

Φ′(Φ−1(I(t(x))))Φ−1(I(t(x)))
;

R2(x, z1, z2) = N(t(x), z1, z2) · (σ1 − 1)×
×(z1 · z2 + z22) +M(t(x), z1) · z22×

× πω(t(x))I
′(t(x))

Φ′(Φ−1(I(t(x))))Φ−1(I(t(x)))
+

+(1 + z2) ·N(t(x), z1, z2) · (((1 + z2)
σ1−1 − 1

−(σ1 − 1) · z2) + (σ1 − 1)2 · z1 · z2 + (σ1 − 1)×
×z1 · ((1 + z2)

σ1−1 − 1− (σ1 − 1) · z2)+
+(1+ z2)

σ1−1 · ((1+ z1)σ1−1−1− (σ1−1) · z1));
З (24) — (27) випливає, що

lim
|z1|+|z2|→0

R2(x, z1, z2)

|z1|+ |z2|
= 0 (30)

рiвномiрно по x ∈ [x0,+∞[,

lim
x→+∞

R1(x, z1, z2) = 0 (31)

рiвномiрно по z1, z2 : (z1, z2) ∈ D.

Оскiльки σ1 ̸= 1 з виду системи (28)-(29) ви-

пливає, що у випадку, коли lim
t↑ω

πω(t)I
′(t)

I(t)
= 0

виконано умови теореми 2.6 з [4]. Вiдповiд-
но до цiєї теореми система (28)-(29) має хо-
ча б один розв’язок {zi}2i=1 : [x1,+∞[−→
R2 (x1 ≥ x0), який прямує до нуля при
x → +∞, причому таких розв’язкiв iснує
принаймнi однопараметричне сiмейство.

У випадку, коли

lim
t↑ω

πω(t)I
′(t)

I(t)
= c ∈ R \ {0}

перепишемо систему (28)-(29) у виглядi

z′1 = β [z2 + z1z2 + (G1(t(x))− c)(z2 + z1z2)] ,

z′2 = β[A21z1 + A22(x)z2+

+R1(x, z1, z2) +R2(x, z1, z2)].

Оскiльки в цьому випадку

lim
x→∞

G1(t(x)) = c,

то з виду системи (27)-(28) випливає, що для
неї виконано умови теореми 2.2 з [4]. Дiйсно,
наразi матриця коефiйiєнтiв лiнiйної части-
ни системи має вигляд(

0 c
1− σ1 1− σ1

)
,

характеристичне рiвняння

µ2 − (1− σ1)µ− c(1− σ1) = 0

не має коренiв з нульовою дiйсною части-
ною, за рахунок того, що σ1 ̸= 1, а також
виконуються умови (30) та (31). Вiдповiд-
но до теореми 2.2 з [4] система (28)-(29) має
хоча б один розв’язок {zi}2i=1 : [x1,+∞[−→
R2 (x1 ≥ x0), який прямує до нуля при
x → +∞, причому таких розв’язкiв iснує
принаймнi однопараметричне сiмейство.

У випадку, коли lim
t↑ω

πω(t)I′(t)
I(t)

= ∞, засто-

суємо до системи (28)-(29) перетворення

z1 = w1, z2 =
√
|G2(x)|w2.

Отримаємо систему

w′
1 = β

√
|G2(t(x))| [w2 + V1(x;w1; |G2(x)|w2)] ,

(32)

w′
2 = βsign(G2(t(x)))

√
|G2(t(x))|(A21(x)w1+

+R1(x,w1,
√
|G2(x)|w2)+

+V2(x,w1,
√

|G2(x)|w2)); (33)

де
V1(x;w1;w2) = w1 · w2;

V2(x,w1, w2) =
√

|G2(x)|(A22−

−Ñ(x)
√
|G2(x)|)w2 +R2(x,w1,

√
|G2(x)|w2),

lim
|w1|+|w2|→0

Vi(x,w1, w2)

|w1|+ |w2|
= 0, i = 1, 2

рiвномiрно по x ∈ [x0,+∞[,

lim
x→+∞

R1(x,w1, w2) = 0

рiвномiрно по w1, w2 : (w1, w2) ∈ D.
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Зауважимо, що

lim
t↑ω

Ñ(t) =

= lim
t↑ω

sign(G2(x(t)))G
′
2(x(t))I(x(t))

2G2
2(x(t))I

′(x(t))
=

= k

( I(t)

πω(t)I
′(t)

)′
πω(t)

2
( I(t)

πω(t)I ′(t)

) =

= lim
x→∞

sign(G2(x(t)))

2

(πω(t)( 1

πω(t)

)′
I(t)

I ′(t)

I(t)
πω(t)I

′(t)

+

+

πω(t)

(
I(t(x))

I ′(t(x))

)′

I(t(x))

I ′(t(x))

)
=

= sign(G2(x(t))) lim
t↑ω

1

2
(−1 +Q(t)) = 0.

Розглянемо iнтеграл
∞∫
x0

G2(x)dx. З ураху-

ванням зображення G2(x) =
I(t(x))

πω(t(x))I
′(t(x))

маємо

∞∫
x0

G2(x)dx =

∞∫
x0

I(t(x))

πω(t(x))I
′(t(x))

dx =

=

∞∫
t(x0)

I(t)

πω(t)I
′(t)

I ′(t)

I(t)
dt = ∞.

Оскiльки у околi нуля виконується
∞∫
x0

√
|G2(x)|dx ≥

∞∫
x0

|G2(x)|dx. Таким чином,
∞∫
x0

√
|G2(x)|dx→ ∞.

Крiм того, матриця коефiцiєнтiв лiнiйної
частини системи (32)-(33) має вигляд:(

0 β
sign(G2(x))(1− σ1) 0

)
.

В силу (11) характеристичного рiвняння

µ2 − sign(G2(x))(1− σ1) = 0.

немає коренiв з нульовою дiйсною частиною.
Отримуємо, що для системи диференцi-

альних рiвнянь (34)-(35) виконанi всi умови
теореми 2.2 з [4]. Вiдповiдно до цiєї теореми
система (34)-(35) має хоча б один розв’язок
{zi}2i=1 : [x1,+∞[−→ R2 (x1 ≥ x0), який пря-
мує до нуля при x → +∞, причому таких
розв’язкiв iснує принаймнi однопараметри-
чне сiмейство. Отже, такi розв’язки iснують
в будь-якому випадку, коли iснує скiнченна

чи нескiнченна границя lim
t↑ω

πω(t)I
′(t)

I(t)
. Їм у

силу замiн вiдповiдають розв’язки y рiвнян-
ня (1), що допускають при t ↑ ω асимптоти-
чнi зображення (12)-(13).

З вигляду цих зображень випливає, що
отриманi розв’язки y є Pω(Y0, Y1, 0)- розв’яз-
ками. Теорему повнiстю доведено.
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