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ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ТЕПЛОПРОВIДНОСТI В ОБЛАСТI З ВIЛЬНОЮ
МЕЖЕЮ З ВИРОДЖЕННЯМ

Встановлено умови iснування та єдиностi гладкого розв’язку оберненої задачi для рiвняння
теплопровiдностi з невiдомим залежним вiд часу старшим коефiцiєнтом. Припускається, що
межа областi є невiдомою i разом з рiвнянням вироджується в початковий момент часу.

We establish conditions for existence and uniqueness of a smooth solution to an inverse problem
for the heat equation with an unknown time-dependent leading coefficient. The boundary of the
domain is supposed unknown and degenerate at the initial moment.

Вступ. Задача, яка дослiджується у да-
нiй роботi, поєднує три типи задач, а саме,
коефiцiєнтну обернену задачу, задачу для
рiвнянь з виродженням та задачу з вiль-
ною межею. Оберненi задачi для параболi-
чних рiвнянь в областях з вiльними межами
дослiджувались в [1]-[5]. Задачi iдентифiка-
цiї невiдомих коефiцiєнтiв параболiчних рiв-
нянь з виродженням були розглянутi в пра-
цях [6]-[8]. Аналогiчнi задачi, але вже в обла-
стях з невiдомими межами, вивчались у [9].
Крайову та обернену задачу для параболi-
чного рiвняння в областi з невiдомою ме-
жею, яка вироджується в початковий мо-
ментт часу, дослiджено [10] та [11]. Ця ро-
бота присвячена випадку з подвiйним виро-
дженням у початковий момент часу як рiв-
няння, так i невiдомої межi. Отримано умо-
ви iснування та єдиностi розв’язку для одно-
вимiрного рiвняння теплопровiдностi.

1. Формулювання задачi та основ-
нi припущення. В областi QT = {(x, t) :
0 < x < tγh̃(t), 0 < t < T} з невiдомою ча-
стиною межi x = tγh̃(t) розглянемо за-
дачу визначення невiдомих (h̃(t), ã(t),

u(x, t)), h̃(t) > 0, ã(t) > 0, t ∈ [0, T ] з умов

ut = ã(t)tβuxx + f̃(x, t), 0 < x < tγh̃(t),

0 < t < T, (1)

u(0, t) = µ1(t), u(tγh̃(t), t) = µ2(t),

t ∈ [0, T ], (2)
ã(t)ux(0, t) = µ3(t), t ∈ [0, T ], (3)

tγ h̃(t)∫
0

u(x, t)dx = µ4(t), t ∈ [0, T ], (4)

де β > 0, γ > 0 - заданi числа, а (h̃(t), ã(t),
u(x, t)) - невiдомi.

Замiною незалежних змiнних y =
x

h̃(t)
,

σ = tγ задачу (1)-(4) зведемо до еквiва-
лентної задачi в областi QT1 := {(y, σ) :
0 < y < σ, 0 < σ < T1} з вiдомою межею:

vσ = a(σ)
σβ1

γh2(σ)
vyy +

yh′(σ)

h(σ)
vy+

+
σ

1−γ
γ

γ
f(yh(σ), σ), (y, σ) ∈ QT1 , (5)

v(0, σ) = ν1(σ), v(σ, σ) = ν2(σ),

σ ∈ [0, T1], (6)
a(σ)vy(0, σ) = h(σ)ν3(σ), σ ∈ [0, T1], (7)

h(σ)

∫ σ

0

v(y, σ)dy = ν4(σ), σ ∈ [0, T1]. (8)

Тут використанi такi позначення:

T1 = T γ, β1 =
β + 1− γ

γ
, a(σ) = ã(σ

1
γ ),

h(σ) = h̃(σ
1
γ ), v(y, σ) = u(yh(σ), σ

1
γ ),

f(yh(σ), σ) = f̃(yh̃(σ
1
γ ), σ

1
γ ),

νi(σ) = µi(σ
1
γ ), i = 1, 4.

Надалi будемо вважати виродження рiвня-
ння (5) слабким (0 < β1 < 1). Це припуще-
ння буде виконуватись для будь-яких β, γ,
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таких, що γ > 1, γ − 1 < β < 2γ − 1. При-
пустимо також, що виконуються такi припу-
щення:

(A1) µi ∈ C1[0, T ], i = 1, 2, 4,µ3 ∈ C[0, T ],
µ′
i(t) = λi(t)t

γ−1, λi ∈ C[0, T ], i = 1, 2;

f̃ ∈ C([0,∞)× [0, T ]) задовольняє локально
умову Гельдера за змiнною x з показником
α ∈ (0, 1);

(A2) µi(t) > 0, i = 1, 2, 3, µ4(t) = µ0(t)t
γ,

µ0(t) > 0, t ∈ [0, T ], f̃(x, t) > 0, (x, t) ∈ [0,∞)×
×[0, T ], λ2(t) > λ1(t), t ∈ [0, T ];

(A3) µ1(0) = µ2(0).

2. Зведення задачi (1)-(4) до системи
iнтегральних рiвнянь. Встановимо iсну-
вання розв’язку задачi (5)-(8), оскiльки вона
еквiвалентна задачi (1)-(4).

Замiною

v(y, σ) = ṽ(y, σ) + ν1(σ) +
y

σ
(ν2(σ)− ν1(σ))

перейдемо вiд (5)-(6) до задачi з нульовими
крайовими умовами:

ṽσ(y, σ) =
σβ1a(σ)

γh2(σ)
ṽyy +

yh′(σ)

h(σ)
ṽy +

σ
1−γ
γ

γ
×

× f(yh(σ), σ)− ν ′1(σ)−
y

σ
(ν ′2(σ)− ν ′1(σ))+

+
y

σ2
(ν2(σ)− ν1(σ)) +

yh′(σ)

h(σ)σ
(ν2(σ)− ν1(σ)),

(y, σ) ∈ QT1 , (9)
ṽ(0, σ) = ṽ(σ, σ) = 0, σ ∈ [0, T1]. (10)

Використовуючи функцiю Грiна
G(y, σ, η, τ) задачi

vσ(y, σ) =
σβ1a(σ)

γh2(σ)
vyy, (y, σ) ∈ QT1 ,

v(0, σ) = v(σ, σ) = 0, σ ∈ [0, T1],

зведемо задачу (9), (10) до iнтегро-
диференцiального рiвняння

ṽ(y, σ) =

σ∫
0

dτ

τ∫
0

G(y, σ, η, τ)

(
ηh′(τ)

h(τ)
×

× ṽη(η, τ) +
τ

1−γ
γ

γ
f(ηh(τ), τ)− ν ′1(τ)−

− η

τ
(ν ′2(τ − ν ′1(τ)) +

η

τ 2
(ν2(τ)− ν1(τ))+

+
ηh′(τ)

h(τ)τ
(ν2(τ)− ν1(τ))

)
dη, (y, σ) ∈ QT1 .

Повертаючись до функцiї v(y, σ), звiдси
отримуємо

v(y, σ) = ν1(σ) +
y

σ
(ν2(σ)− ν1(σ))+

+

σ∫
0

dτ

τ∫
0

G(y, σ, η, τ)

(
ηh′(τ)

h(τ)
vη(η, τ)+

+
τ

1−γ
γ

γ
f(ηh(τ), τ)− ν ′1(τ)−

η

τ
(ν ′2(τ)−

−ν ′1(τ)) +
η

τ 2
(ν2(τ)− ν1(τ)))

)
dη,

(y, σ) ∈ QT1 . (11)

Оцiнимо знизу розв’язок задачi (9), (10),
подаючи його у виглядi

v(y, σ) = v0(y, σ) + v̂(y, σ),

де v0(y, σ) є розв’язком задачi

vσ = a(σ)
σβ1

γh2(σ)
vyy +

yh′(σ)

h(σ)
vy,

(y, σ) ∈ QT1 ,

v(0, σ) = ν1(σ), v(σ, σ) = ν2(σ),

σ ∈ [0, T1], (12)

а v̂(y, σ) задовольняє умови

vσ = a(σ)
σβ1

γh2(σ)
vyy +

yh′(σ)

h(σ)
vy+

+
σ

1−γ
γ

γ
f(yh(σ), σ), (y, σ) ∈ QT1 ,

v(0, σ) = v(σ, σ) = 0, σ ∈ [0, T1]. (13)

З припущень (A2) та принципу максимуму
знаходимо

v0(y, σ) ≥ min{min
[0,T ]

µ1(t),min
[0,T ]

µ2(t)} :=

=M1 > 0,

v̂(y, σ) ≥ 0, (y, σ) ∈ QT1 ,

або

v(y, σ) ≥M1 > 0, (y, σ) ∈ QT1 . (14)
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Введемо позначення w(y, σ) := vy(y, σ),
p(σ) := σh′(σ) i зведемо рiвняння (11) до
системи iнтегральних рiвнянь

v(y, σ) = ν1(σ) +
y

σ
(ν2(σ)− ν1(σ))+

+

σ∫
0

dτ

τ∫
0

G(y, σ, η, τ)

(
ηp(τ)

τh(τ)
w(η, τ)+

+
τ

1−γ
γ

γ
f(ηh(τ), τ)− ν ′1(τ)−

η

τ
(ν ′2(τ)−

−ν ′1(τ)) +
η

τ 2
(ν2(τ)− ν1(τ)))

)
dη,

(y, σ) ∈ QT1 , (15)

w(y, σ) =
ν2(σ)− ν1(σ)

σ
+

+

σ∫
0

dτ

τ∫
0

Gy(y, σ, η, τ)

(
ηp(τ)

τh(τ)
w(η, τ)+

+
τ

1−γ
γ

γ
f(ηh(τ), τ)− ν ′1(τ)−

η

τ
(ν ′2(τ)−

−ν ′1(τ)) +
η

τ 2
(ν2(τ)− ν1(τ)))

)
dη,

(y, σ) ∈ QT1 , (16)

Умови (7) та (8) подамо у виглядi

h(σ) =
ν4(σ)

σ∫
0

v(y, σ)dy

, σ ∈ (0, T1], (17)

a(σ)w(0, σ) = h(σ)ν3(σ), σ ∈ [0, T1]. (18)

Диференцiюємо умову (8) :

h′(σ)

∫ σ

0

v(y, σ)dy + h(σ)v(σ, σ)+

+ h(σ)

∫ σ

0

vσ(y, σ)dy = ν ′4(σ).

Скориставшись рiвнянням (5) , отримаємо

h′(σ)

∫ σ

0

v(y, σ)dy + h(σ)ν2(σ)+

+ h(σ)

∫ σ

0

(
a(σ)

σβ1

γh2(σ)
vyy +

yh′(σ)

h(σ)
vy+

+
σ

1−γ
γ

γ
f(yh(σ), σ))

)
dy = ν ′4(σ).

Обчислюючи iнтеграли, приходимо до
рiвняння

p(σ) =
1

ν2(σ)
(ν ′4(σ)− h(σ)ν2(σ)−

−a(σ)σ
β1

γh(σ)
(w(σ, σ)− w(0, σ))− h(σ)

σ
1−γ
γ

γ
×

×
∫ σ

0

f(yh(σ), σ)dy

)
, σ ∈ (0, T1]. (19)

Отже, задачу (5)-(8) зведено до систе-
ми рiвнянь (15)-(19) стосовно невiдомих
h(σ), p(σ), a(σ), v(y, σ), w(y, σ).

3. Iснування розв’язку задачi (1)-
(4).

Теорема 1. Припустимо, що вико-
нуються умови (А1)-(А3). Тодi мо-
жна вказати таке число T0 ∈ (0, T ],
яке визначається вiдомими величина-
ми, що задача (1)-(4) матиме розв’язок
(h̃(t), ã(t), u(x, t)) з класу C[0, T0]∩C1(0, T0]×
C[0, T0] × C2,1(QT0) ∩ C1,0(QT0) такий, що
h̃(t) > 0, ã(t) > 0, t ∈ [0, T0].

Доведення. З мiркувань, наведених в [5],
випливає, що для доведення теореми до-
статньо встановити iснування неперервно-
го розв’язку системи рiвнянь (15)-(18). Для
цього скористаємося теоремою Шаудера про
нерухому точку цiлком неперервного опера-
тора.

Спочатку знайдемо апрiорнi оцiнки
розв’язкiв системи рiвнянь (15)-(19). Беру-
чи до уваги (А2) та (14), з (17) маємо

h(σ) ≤ H1 <∞, σ ∈ [0, T1]. (20)

Оскiльки рiвняння (15), (16) еквiвалентнi
рiвнянню (11), а рiвняння (11) еквiвалентне
задачi (5), (6), то, застосовуючи до останньої
принцип максимуму, отримаємо

v(y, σ) ≤M2 <∞, (y, σ) ∈ QT1 . (21)

Тодi з (17) та (21) випливає оцiнка

h(σ) ≥ σν0(σ)

σM2

≥ H0 > 0, σ ∈ [0, T1]. (22)

Знайдемо оцiнку w(y, σ) знизу. Виходя-
чи з означення функцiй νi(σ) та припущень
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(А2), знаходимо

ν ′2(σ)− ν ′1(σ) =
1

γ
(λ2(t)− λ1(t)) > 0,

σ ∈ (0, T1],

lim
σ→0

ν2(σ)− ν1(σ)

σ
= ν ′2(0)− ν ′1(0) > 0.

Звiдси маємо

ν2(σ)− ν1(σ)

σ
≥M3 > 0, σ ∈ [0, T1]. (23)

Припускаючи, що функцiї a(σ), w(y, σ),
p(σ) є неперервними на промiжку [0, T1], до-
слiдимо поведiнку iнтеграла у рiвняннi (16).
Використовуючи оцiнки функцiї Грiна [11],
будемо мати:∣∣∣∣

σ∫
0

dτ

τ∫
0

Gy(y, σ, η, τ)

(
ηp(τ)

τh(τ)
w(η, τ)+

+
τ

1−γ
γ

γ
f(ηh(τ), τ)− ν ′1(τ)−

η

τ
(ν ′2(τ)−

−ν ′1(τ)) +
η

τ 2
(ν2(τ)− ν1(τ))

)
dη

∣∣∣∣ ≤
≤ C1

σ∫
0

dτ

τ∫
0

|Gy(y, σ, η, τ)| dη 6

6 C2

σ∫
0

dτ√
θ(σ)− θ(τ)

,

де θ(σ) =
σ∫
0

a(s)sβ1ds. Тодi

σ∫
0

dτ√
θ(σ)− θ(τ)

≤ C3σ
1−β1

2 .

Це означає, що iснує число T0 ∈ (0, T1] таке,
що∣∣∣∣
σ∫

0

dτ

τ∫
0

Gy(y, σ, η, τ)

(
ηp(τ)

τh(τ)
w(η, τ) +

τ
1−γ
γ

γ
×

×f(ηh(τ), τ)− ν ′1(τ)−
η

τ
(ν ′2(τ − ν ′1(τ))+

+
η

τ 2
(ν2(τ)− ν1(τ))

)
dη

∣∣∣∣ ≤ M3

2
, (y, σ) ∈ QT0 .

(24)

Звiдси випливають оцiнки

w(y, σ) ≥ M3

2
,

w(y, σ) ≤ M3

2
+ max

[0,T1]

ν2(σ)− ν1(σ)

σ
:=M4,

(y, σ) ∈ QT0 . (25)

Використовуючи (25) у (18), (19), отримуємо

0 < A0 ≤ a(σ) ≤ A1,

|p(σ)| ≤M5, σ ∈ [0, T0]. (26)

Отже, оцiнки розв’язкiв системи рiвнянь
(15)-(19) отриманi. Подамо систему рiвнянь
(15)-(19) у виглядi

ω = Pω, (27)

де ω = (v, w, h, a, p), а оператор P визнача-
ється правою частиною рiвнянь (15)-(19).
Визначимо множину N := {(v, w, h, a, p) ∈(
C(Q̄T0)

)2 × (C[0, T0])
3 : M1 ≤ v(y, σ) ≤M2,

M3/2 ≤ w(y, σ) ≤ M4, H0 ≤ h(σ) ≤ H1, A0 ≤
a(σ) ≤ A1, |p(σ)| ≤ M5} З оцiнок (14), (20)-
(22), (25), (26) випливає, що оператор P пе-
реводить множину N в себе. Компактнiсть
оператора P була встановлена в [12]. Ви-
користовуючи теорему Шаудера, отримуємо
iснування розв’язку задачi (1)-(4).

4. Єдинiсть розв’язку задачi.
Теорема 2. Нехай виконується умова:
(A4) f̃ ∈ C1,0([0,∞)× [0, T ]), µi ∈ C1[0, T ],

i = 1, 2, µi(t) ̸= 0, i = 2, 3, µ4(t) = µ0(t)t
γ,

µ0(t) ̸= 0, t ∈ [0, T ].
Тодi задача (1)-(4) не може мати бiль-

ше одного розв’язку (h̃(t), ã(t), u(x, t)) з кла-
су C1(0, T ] ∩ C[0, T ] × C[0, T ] × C2,1(QT ) ∩
C1,0(QT ).

Доведення. Оскiльки задачi (1)-(4) та
(5)-(8) є еквiвалентними, то досить дове-
сти єдинiсть розв’язку задачi (5)-(8). При-
пустимо, що iснують два рiзнi розв’язки
(hi(σ), ai(σ), vi(y, σ)), i = 1, 2, задачi (5)-(8).
Позначимо h(σ) := h1(σ)− h2(σ), a(σ) :=
a1(σ)−a2(σ), v(y, σ) := v1(y, σ)−v2(y, σ). Для
(h(t), a(t), u(x, t)) отримуємо з (5)-(8) таку
задачу:

vσ =
a1(σ)σ

β1

γh21(σ)
vyy +

yh′1(σ)

h1(σ)
vy+
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+
σβ1(a(σ)h22(σ)− a2(σ)h(σ)(h1(σ) + h2(σ)))

γh21(σ)h
2
2(σ)

×

× v2yy +
h′(σ)h2(σ)− h′2(σ)h(σ)

h1(σ)h2(σ)
yv2y+

+
σ

1−γ
γ

γ
yh(σ)f1(y, σ), (y, σ) ∈ QT1 , (28)

v(0, σ) = v(σ, σ) = 0, σ ∈ [0, T1], (29)
a1(σ)vy(0, σ) = ν3(σ)h(σ)− a(σ)v2y(0, σ),

σ ∈ [0, T1], (30)

h1(σ)

σ∫
0

v(y, σ)dy = −h(σ)
σ∫

0

v2(y, σ)dy,

σ ∈ [0, T1], (31)

де

f1(y, σ) :=

1∫
0

∂f(z, σ)

∂z

∣∣∣∣
z=yh2(σ)+syh(σ)

ds.

Використовуючи функцiю Грiна
G∗(y, σ, η, τ) першої крайової задачi для
рiвняння

vσ =
a1(σ)σ

β1

γh21(σ)
vyy +

yh′1(σ)

h1(σ)
vy, (y, σ) ∈ QT1 ,

зведемо задачу (28)-(31) до системи рiвнянь

v(y, σ) =

σ∫
0

dτ

τ∫
0

G∗(y, σ, η, τ)
(
v2ηη(η, τ)×

× (τβ1(a(τ)h22(τ)− a2(τ)h(τ)(h1(τ)+

+ h2(τ)))(γh
2
1(τ)h

2
2(τ))

−1+

+
η(p(τ)h2(τ)− τh′2(τ)h(τ))

τh1(τ)h2(τ)
v2η(η, τ)+

+
τ

1−γ
γ

γ
ηh(τ)f1(η, τ)

)
dη, (y, σ) ∈ QT1 , (32)

h(σ) = −
h1(σ)

σ∫
0

v(y, σ)dy

σ∫
0

v2(y, σ)dy

, σ ∈ [0, T1], (33)

a(σ) =
ν3(σ)h(σ)− a1(σ)vy(0, σ)

v2y(0, σ)
,

σ ∈ [0, T1], (34)

p(σ) =
1

ν2(σ)

(
−h(σ)ν2(σ)−

a1(σ)σ
β1

γh1(σ)
×

× (vy(σ, σ)− vy(0, σ))+

+
σβ1(a2(σ)h(σ)− a(σ)h2(σ))

γh1(σ)h2(σ)
(v2y(σ, σ)−

− v2y(0, σ))−
h(σ)h′2(σ)

h2(σ)
σν2(σ)−

− σ
1−γ
γ

γ
h(σ)

(
h1(σ)f1(y, σ)

)
dy+

+

σ∫
0

f(yh(σ), σ)dy
))
, σ ∈ [0, T1], (35)

де p(σ) := σh′(σ). Пiдставивши вирази для
v(y, σ) i h(σ) з (32) i (33) у формули (34)
i (35), легко переконатись, що (32)-(35) є
системою однорiдних iнтегральних рiвнянь
Вольтерра другого роду. Окрiм того, оскiль-
ки v2(y, σ) задовольняє умову (7), то з при-
пущень теореми маємо v2y(0, σ) ̸= 0, σ ∈
[0, T1]. Так само з припущень теореми випли-
ває, що знаменник у (35) вiдмiнний вiд нуля
при σ ∈ [0, T1]. Використовуючи умови тео-
реми i те, що v2(y, σ) задовольняє умову (8),
надамо правiй частинi рiвняння (33) такого
вигляду:

h1(σ)
σ∫
0

v(y, σ)dy

σ∫
0

v2(y, σ)dy

=

h1(σ)h2(σ)
σ∫
0

v(y, σ)dy

ν4(σ)
=

=

h1(σ)h2(σ)
σ∫
0

v(y, σ)dy

σν0(σ)
.

З того, що функцiя
1

σ

σ∫
0

v(y, σ)dy є неперерв-

ною на промiжку [0, T1], випливає, що права
частина рiвняння (33) неперервна на [0, T1].
Отже, ядра iнтегральних рiвнянь (32)-(35)
iнтегровнi.

Дослiдимо поведiнку густин iнтеграль-
них рiвнянь (32)-(35). Для оцiнки v2yy(y, σ),
що знаходиться пiд знаком iнтеграла з (32),
зробимо замiну

v2(y, σ) = ṽ2(y, σ) + ν1(σ) +
y

σ
(ν2(σ)− ν1(σ)).
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Функцiя ṽ2(y, σ) є розв’язком задачi

ṽ2σ =
a2(σ)σ

β1

γh22(σ)
ṽ2yy +

yh′2(σ)

h2(σ)
ṽ2y +

σ
1−γ
γ

γ
×

× f(yh2(σ), σ)− ν ′1(σ)−
y

σ
(ν ′2(σ)− ν ′1(σ))+

+
y

σ2
(ν2(σ)− ν1(σ)) +

yh′2(σ)

σh2(σ)
(ν2(σ)−

− ν1(σ)), (y, σ) ∈ QT1 ,

ṽ2(0, σ) = ṽ2(σ, σ) = 0, σ ∈ [0, T1].

За допомогою функцiї Грiна G̃(y, σ, η, τ)
першої крайової задачi для рiвняння

ṽ2σ =
a2(σ)σ

β1

γh22(σ)
ṽ2yy +

yh′2(σ)

h2(σ)
ṽ2y

його можна подати у виглядi

ṽ2(y, σ) =

σ∫
0

dτ

τ∫
0

G̃(y, σ, η, τ)

(
τ

1−γ
γ

γ
×

× f(ηh2(τ), τ)− ν ′1(τ)−
η

τ
(ν ′2(τ)− ν ′1(τ))+

+
η

τ 2
(ν2(τ)− ν1(τ)) +

ηh′2(τ)

τh2(τ)
(ν2(τ)−

− ν1(τ))

)
dη, (y, σ) ∈ QT1 . (36)

Повертаючись до v2(y, σ), знаходимо

v2yy(y, σ) =

σ∫
0

dτ

τ∫
0

G̃yy(y, σ, η, τ)

(
τ

1−γ
γ

γ
×

× f(ηh2(τ), τ)− ν ′1(τ)−
η

τ
(ν ′2(τ)− ν ′1(τ))+

+
η

τ 2
(ν2(τ)− ν1(τ)) +

ηh′2(τ)

τh2(τ)
(ν2(τ)−

− ν1(τ))

)
dη, (y, σ) ∈ QT1 . (37)

Для оцiнки одержаного виразу скориста-
ємось оцiнкою другої похiдної об’ємного по-
тенцiалу [14]:∣∣∣∣∣∣

σ∫
0

dτ

τ∫
0

G̃yy(y, σ, η, τ)q(η, τ)dη

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ C

σ∫
0

dτ

(θ2(σ)− θ2(τ))1−δ/2
. (38)

Тут q(y, σ) – довiльна неперервна в QT1 фун-
кцiя, яка задовольняє умову Гельдера за
змiнною y з показником δ, 0 < δ < 1, C−

вiдома стала, θ2(σ) =
σ∫
0

a2(τ)τ
1−γ
γ

γh22(τ)
dτ.

Беручи до уваги (38) та спiввiдношення
ν ′1(σ) = 1

γ
µ′
i(σ

1
γ )σ

1
γ
−1, i = 1, 2, оцiнимо один

з виразiв, що утворюють (37):∣∣∣∣∣∣
σ∫

0

dτ

τ∫
0

G̃yy(y, σ, η, τ)
ν ′2(τ)− ν ′1(τ)

τ
ηdη

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ C4

σ∫
0

τ
1−γ
γ

−δdτ

(θ2(σ)− θ2(τ))
1− δ

2

, (39)

Iншi вирази з (37) оцiнюємо аналогiчно, ви-
користовуючи умови теореми. Тодi, зважаю-
чи на нeрiвнiсть θ2(σ)−θ2(τ) ≥ C5(σ

1
γ − τ

1
γ ),

з (37) i (39) отримуємо

|v2yy(y, σ)| 6 C6

σ∫
0

τ
1−γ
γ

−δdτ

(θ2(σ)− θ2(τ))
1− δ

2

≤

≤ C25

σ∫
0

τ
1−γ
γ

−δdτ

(σ
1
γ − τ

1
γ )1−

δ
2

.

В останньому iнтегралi виконаємо замiну
z = τ

σ
:

|v2yy(y, σ)| 6 C7σ
δ
2γ

−δ
1∫

0

z
1−γ
γ

−δdz

(1− z
1
γ )1−

δ
2

≤

≤ C8σ
δ
2γ

−δ.

Звiдси випливає, що права частина (32) ви-
значена i неперервна в QT1 . Отже, систе-
ма рiвнянь (32)-(35) має лише тривiальний
розв’язок. Це означає, що розв’язок задачi
(5)-(8), а також i задачi (1)-(4) єдиний. Тео-
рему доведено.
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