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УСЕРЕДНЕННЯ В БАГАТОЧАСТОТНИХ СИСТЕМАХ IЗ ЛIНIЙНО
ПЕРЕТВОРЕНИМИ АРГУМЕНТАМИ I ТОЧКОВИМИ ТА

IНТЕГРАЛЬНИМИ УМОВАМИ
Розглянуто багаточастотну систему рiвнянь iз лiнiйно перетвореними аргументами та з

точковими й iнтегральними умовами. Дослiджено iснування та єдинiсть розв’язку задачi. На
пiдставi оцiнки осциляцiйних iнтегралiв обґрунтовано метод усереднення та одержано оцiнку
похибки методу усереднення для повiльних змiнних.

The multifrequency system of equations with linearly transformed arguments and with point
and integral conditions is considered. The existence and uniqueness of solution of the problem are
investigated. The averaging method is justified based on evaluation of oscillating integrals and the
estimation error of averaging method for slow variables is obtained.

1. Вступ
Методом усереднення багаточастотнi сис-

теми звичайних диференцiальних рiвнянь
da

dτ
= X(τ, a, φ, ε),

dφ

dτ
=
ω(τ)

ε
+ Y (τ, a, φ, ε)

з iнтегральними умовами дослiджувались у
працях [1, 2] та iн. Зокрема, у роботi [1] здiй-
снено усереднення як у системi диференцi-
альних рiвнянь, так i в iнтегральних умо-
вах й одержано асимптотичну оцiнку похиб-
ки методу усереднення.

Аналогiчна задача для багаточастотних
систем iз лiнiйно перетвореними аргумен-
тами у резонансному випадку розглянута у
працях [3–5]. Асимптотика оцiнки у цьому
випадку залежить вiд розмiрностi вектора
частот i кiлькостi лiнiйно перетворених ар-
гументiв у швидких змiнних.

У данiй роботi вивчається задача з точ-
ковими й iнтегральними умовами. Питання
iснування розв’язку для диференцiального
рiвняння з умовами такого типу розгляда-
лось в роботi [6], а саме для задачi

y′′ = f(x, y, y′), a < x < b,

y(x1) = y2,

x2∫
x1

y(x)dx = y2,

де a < x1 < x2 < b i y1, y2 ∈ R.
2. Постановка задачi i схема усеред-

нення. Розглянемо систему диференцiаль-
них рiвнянь вигляду

da

dτ
= X(τ, aΛ, φΘ), (1)

dφ

dτ
=
ω(τ)

ε
+ Y (τ, aΛ, φΘ), (2)

де τ ∈ [0, L], a ∈ D ⊂ Rn, φ ∈ Tm, m > 1,
0 < ε 6 ε0 ≪ 1, Λ = (λ1, . . . , λr),
Θ = (θ1, . . . , θs), λi, θj ∈ (0; 1],
aΛ = (aλ1 , ..., aλr), aλi(τ) = a(λiτ), i = 1, r,
φΘ=(φθ1 ,. . ., φθs), φθj(τ) = φ(θjτ), j = 1, s.

Задамо наступнi умови для розв’язку
системи рiвнянь (1), (2):

a(τ0) = a0, 0 6 τ0 6 L; (3)
τ2∫
τ1

[ s∑
j=1

bj(τ, aΛ(τ))φθj(τ) +

+g(τ, aΛ(τ), φΘ(τ))

]
dτ = d, (4)

де 0 6 τ1 < τ2 6 L.
Умови такого типу можна одержати, на-

приклад, при розглядi системи слабко зв’я-
заних осциляторiв

üi + ω2
i (τ)ui = εfi(τ, u(t), u(λt), u̇(t), u̇(λt)),

де i = 1, n, 0 < λ < 1, u̇ :=
du

dt
,
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u := (u1, . . . , un), u̇ := (u̇1, . . . , u̇n),
fi — заданi функцiї.

Використавши замiну Крилова – Боголю-
бова [7], одержимо систему диференцiаль-
них рiвнянь для амплiтуд ai i фаз φi виг-
ляду

dai
dτ

= − 1

ωi(τ)

(
gi(τ, a, aλ, φ, φλ) +

+aiω
′
i(τ) sinψi

)
sinψi,

dφi
dτ

=
ωi(τ)

ε
− 1

aiωi(τ)
×

×
(
gi(τ, a, aλ, φ, φλ) +

+aiω
′
i(τ) cosψi

)
cosψi.

Умовою (3) задається значення вектора
амплiтуд в деякiй точцi τ0∈[0, L].

Усереднивши за швидкими змiнними φθj
правi частини рiвнянь (1), (2) i функцiю g в
умовi (4), одержимо усереднену задачу

da

dτ
= X0(τ, aΛ), (5)

dφ

dτ
=
ω(τ)

ε
+ Y0(τ, aΛ), (6)

a(τ0) = a0, (7)

τ2∫
τ1

[ s∑
j=1

bj(τ, aΛ(τ))φθj(τ) +

+g0(τ, aΛ(τ))

]
dτ = d. (8)

Одержана задача значно простiша порiв-
няно з (1)–(4), оскiльки правi частини рiв-
нянь не залежать вiд φ. Компонента розв’яз-
ку a(τ) знаходиться iз (5), (7), пiсля чого
знаходження компоненти розв’язку φ зводи-
ться до iнтегрування з початковою умовою,
що знаходиться iз системи лiнiйних алгеб-
раїчних рiвнянь.

3. Iснування розв’язку усередненої
задачi

Лема 1. Нехай функцiя X0 неперервна
за сукупнiстю змiнних в областi
[0, L]× ×SrR, де SR = {a : ∥a − a0∥ 6 R}
i σ = max

[0,L]×Sr
R

∥X0(τ, aΛ)∥, σL 6 R. Тодi на

промiжку [0, L] iснує хоча б один розв’язок
задачi (5), (7).

Доведення. Введемо оператор

Fa := a0 +

τ∫
τ0

X0(z, aΛ(z))dz,

визначений у просторi C[0, L] на кулi SR.
Iз неперервностi та обмеженостi функцiї X0

випливає рiвностепенева неперервнiсть мно-
жини Fa при a ∈ SR. Оскiльки

∥(Fa)(τ)∥6∥a0∥+

∥∥∥∥∥
τ∫

τ0

A0(z, aΛ(z))dz

∥∥∥∥∥6∥a0∥+Lσ,

то множина значень Fa рiвномiрно обмеже-
на.

На пiдставi теореми Арцела [8] маємо, що
оператор F є цiлком неперервним.

Iз того, що

∥(Fa)(τ)−a0∥=

∥∥∥∥∥
τ∫

τ0

A0(z, aΛ(z))dz

∥∥∥∥∥ 6 R,

випливає, що F : SR → SR.
Таким чином, оператор F задовольняє

умови теореми Шаудера, що гарантує iсну-
вання розв’язку задачi (5), (7).

Лема 2. Нехай виконуються умови ле-
ми 1, вектор-функцiя X0 задовольняє умову
Лiпшиця за змiнними aλi iз сталою α > 0 i

αrL < 1. (9)

Тодi розв’язок задачi (5), (7) iснує i єдиний.
Доведення. Iз леми 1 та умови (9)

випливає, що оператор F — стискаючий.
Справдi, для будь-яких a1,a2∈D

∥Fa2 − Fa1∥ 6

6 α

r∑
i=1

τ∫
τ0

∥a2(λiz)− a1(λiz)∥dz 6

6 αrL∥a2 − a1∥.

На пiдставi теореми Банаха [8] iснує єди-
на нерухома точка оператора F , отже iснує
єдиний розв’язок задачi (5), (7).
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Лема 3. Нехай a(τ) = a(τ, y), a(0, y) = y
— розв’язок задачi (5), (7), в областi визна-
чення норми ω, X0, Y0 i g0 обмеженi сталою
σ, норми bj сталими βj, а матриця

S(τ1, τ2) :=
s∑
j=1

τ2∫
τ1

bj(τ, aΛ(τ))dτ

невироджена.
Тодi iснує єдиний розв’язок рiвняння (6),

який задовольняє iнтегральну умову (8).
При цьому для τ ∈ [0, L]

∥φ(τ, y, ψ, ε)∥ 6 c1 +
c2
ε
, (10)

де c1,c2 —додатнi сталi, φ(0;y,ψ,ε)=ψ.
Доведення. Iз рiвняння (6) знаходимо

φ(τ, y, ψ, ε) = ψ + φ(τ, y, 0, ε).

Пiсля пiдстановки φ в умову (8) одержимо
для ψ рiвняння

S(τ1, τ2) ψ = d−

−
s∑
j=1

τ2∫
τ1

bj(τ, a(τ))φ(τj; y, 0, ε)dτ −

−
τ2∫
τ1

g0(τ, a(τ))dτ.

Оскiльки

∥φ(τ, y, 0, ε)∥ 6 στ

(
1 +

1

ε

)
i

∥ψ∥ 6 ∥S−1(τ1, τ2)∥
(
∥d∥+

+
s∑
j=1

τ2∫
τ1

∥φ(τ, y, 0, ε)∥ds
)
,

то для норми φ(τ, y, ψ, ε) одержимо оцiнку
(10), де

c1 = ∥S−1(τ1, τ2)∥
(
∥d∥+ σ(τ2−τ1)×

×
(
0.5(τ2+τ1)

s∑
i=1

βiθi+1

)
+σL

)
,

c2 = σ

(
0.5∥S−1(τ1, τ2)∥(τ22 − τ1

2)×

×
s∑
i=1

βiθi + L

)
.

4. Позначення й умови. Нехай
G := [0, L]×Dr, G1 := G×Tms, f := (X, Y, g).
Припустимо, що виконуються наступнi умо-
ви:

10. f ∈ C2
aΛ
(G1, σ), f ∈ C1

τ (G1, σ), де ста-
лою σ обмеженi норми f та похiдних.

20. f ∈ Cmr+1
φΘ

(G1, σ).
30. bj ∈ C2(G, βj), j = 1, s.
40. ω ∈ Cms−1([0, L], σ) i визначник

Вронського V (τ), побудований за системою
функцiй

{
ω(θ1τ), . . . , ω(θsτ)

}
, вiдмiнний вiд

нуля при τ ∈ [0, L].
50. Iснує єдиний розв’язок задачi (5), (7),

який лежить в областi D разом iз деяким
ρ-околом.

Виконання умови 30 гарантує незастря-
гання розв’язку системи рiвнянь (1), (2) в
околi резонансу, умовою якого в точцi τ ∈
∈ [0, L] є виконання рiвностi

γk(τ) :=
s∑
j=1

θj(kj, ω(θjτ)) = 0,

де kj ∈ Zm,
s∑
j=1

∥kj∥ ≠ 0.

60. Припустимо, що матрицi

S(τ0)=I−
s∑
j=1

τ0∫
0

∂X0(τ, aΛ(τ, y))

∂aλj

∂aλj(τ, y)

∂y
dτ,

i S(τ1, τ2) — невиродженi.
Умова 40 дозволяє одержати для осциля-

цiйного iнтеграла

Ik(τ, ε)=

τ∫
0

f(z, ε) exp

(
i

ε

z∫
0

γk(t)dt

)
dz

рiвномiрну оцiнку

∥Ik(τ, ε)∥6c3
(
sup ∥f(t, ε)∥+ 1

∥k∥
sup

∥∥∥∥dfdt
∥∥∥∥),

де c3 > 0 i не залежить вiд ε i k.
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На пiдставi оцiнки осциляцiйного iнтег-
рала одержується оцiнка похибки методу
усереднення для розв’язкiв систем (1), (2) i
(5), (6), початковi значення яких збiгаються
при τ = 0, i має вигляд [4, 5]

∥a(τ)− a(τ)∥+ ∥φ(τ)− φ(τ)∥ 6 c4ε
α. (11)

5. Обгрунтування методу усередне-
ння

Теорема. Нехай виконуються умови 10–
60. Тодi для досить малого ε0 > 0 iснує
єдиний розв’язок задачi (1)–(4) i для всiх
τ ∈ [0, L] i ε ∈ (0, ε0] виконується оцiнка

∥a(τ, y + µ, ψ + ξ, ε)− a(τ, y)∥+
+∥φ(τ, y+µ, ψ+ξ, ε)−φ(τ, y, ψ, ε)−
−η(ε)∥ 6 c5ε

α, (12)

де α = (rm)−1, а для функцiї η(ε) справджу-
ється оцiнка

∥η(ε)∥ 6 c6ε
α−1.

Доведення. Нехай
(
a(τ), φ(τ)

)
:=

:=
(
a(τ, y), φ(τ, y, ψ, ε)

)
— розв’язок задачi

(5), (8) при τ ∈ [0, L], ã(τ) = a(τ, y + µ) i
y + µ ∈ D. Тодi iз рiвняння (5) маємо

ã(τ)− a(τ) = µ+

+

τ∫
0

[
X0(z, aΛ(z, y+µ))−X0(z, aΛ(z, y))

]
dz.

Звiдси одержимо

∥ã(τ)− a(τ)∥ 6 ∥µ∥+

+σ
r∑
j=1

τ∫
0

∥ãλj(z)− aλj(z)∥dz.

На пiдставi iнтегральної нерiвностi [4], яка
є узагальненням нерiвностi Гронуолла –
Беллмана, маємо

∥ã(τ)− a(τ)∥ 6 ∥µ∥ exp
(
σ

r∑
i=1

λi

)
τ.

Таким чином, для всiх τ ∈ [0, L]

∥ã(τ)− a(τ)∥ 6 c7∥µ∥, (13)

де c7 = exp

(
σL

r∑
i=1

λi

)
.

Нескладно одержується i така оцiнка

∥φ(τ, y+µ, ψ+ξ, ε)−φ(τ, y, ψ, ε)∥ 6
6 ∥ξ∥+ c7rσL∥µ∥. (14)

Покажемо, що можна знайти таке µ ∈ Rn,
що розв’язок a(τ) = a(τ, y+µ, ψ, ε) визначе-
ний на [0, L] при ε ∈ (0, ε0], ψ ∈ Rm i при
цьому a(τ0) = a(τ0). Нехай

c7∥µ∥ 6 0.5ρ, c4ε
α 6 0.5ρ.

Тодi, як показано в [4], iснує єдиний розв’я-
зок системи (1), (2) з початковими умовами
y + µ, ψ + ξ. Далi маємо,

∥a(τ, y + µ, ψ, ε)− a(τ, y)∥ 6
6 ∥a(τ, y + µ, ψ, ε)− a(τ, y + µ)∥+

+∥a(τ, y + µ)− a(τ, y)∥ 6
6 c4ε

α + c7∥µ∥.

Iз виконання умов (3) i (5) на пiдставi рiв-
нянь (1) i (4) одержимо

µ = −
τ0∫
0

(
X0(τ, aΛ(τ))−

−X0(τ, aΛ(τ, y))
)
dτ −

−
τ0∫
0

(
X0(τ, aΛ(τ, y + µ))−

−X0(τ, aΛ(τ, y))
)
dτ −

−
τ0∫
0

X̃(τ, aΛ(τ), φΘ(τ))dτ =

= R1 +R2 +R3.

Тут

X̃(τ, aΛ, φΘ)=
∑
k ̸=0

Xk(τ, aΛ(τ))e
i(k,φΘ).

На пiдставi оцiнки (13) маємо

∥R1∥ 6 στ0rc4ε
α.

ISSN 2309-4001.Буковинський математичний журнал. 2016. – Т. 4, № 3–4. 33



Перетворивши вираз R2, одержимо

R2 = −S(τ0)µ+R4(µ),

де для R4 справджується оцiнка

R4(µ) 6 c8∥µ∥2.

На пiдставi оцiнки осциляцiйного iнтег-
рала маємо

∥R3(ε, µ)∥ 6 c9ε
α,

де c9 > 0 i не залежить вiд ε i µ.
Отже, для знаходження µ маємо рiвнян-

ня
µ = Φ1(µ, ε),

де Φ1(µ, ε) = S−1(τ0)(R1(ε, µ) +

+R4(µ) +R3(ε, µ)).

Iз оцiнок для R1, R4 i R3 одержимо

∥Φ1(µ, ε)∥ 6 c10ε
α + c11∥µ∥2,

де c10 = ∥S−1(τ0)∥(στ0rc4 + c7)ε
α,

c11 = ∥S−1(τ0)∥c6.
Нехай µ ∈ Rn таке, що

∥µ∥ 6 c12ε
α, (15)

c12 = 2c10 i ε 6 ε2 = (4c10c11)
−1/2. Тодi

∥Φ1(µ, ε)∥ 6 c12ε
α

i Φ1 вiдображає кулю радiуса c12ε
α в себе

при ε ∈ (0, ε2].
Застосувавши методику оцiнок, запропо-

новану у працi [2] i реалiзовану для дифе-
ренцiальних рiвнянь iз лiнiйно перетворе-
ним аргументом в [4], одержимо∥∥∥∥∂Φ1

∂µ

∥∥∥∥ 6 c13∥µ∥+ c14ε
α 6 1

2
,

якщо ε 6 ε2 = (2(c12c13 + c14))
−1/α.

Отже, для довiльного ε∈(0,min(ε0, ε1, ε2)]
iснує єдине значення µ = µ(ε), тобто єдиний
розв’язок a(τ) = a(τ, y + µ(ε), ψ, ε) рiвняння
(1) такий, що a(τ0) = a0.

Нехай φ(τ) = φ(τ, y, ψ, ε) — розв’язок за-
дачi (6), (8). Знайдемо таке ξ(µ, ε) ∈ Rm, що

φ(τ) = φ(τ, y + µ, ψ+ +ξ, ε) є розв’язком за-
дачi (2), (4). Iз умов (4) i (8) маємо

ξ = −S−1(τ1, τ2)×

×
{ s∑

j=1

τ2∫
τ1

[
bj(τ, aΛ(τ))×

×
(
φθj(τ, y + µ, ψ, ε)−
−φθj(τ, y + µ, ψ, ε)

)
+

+
(
bj(τ, aΛ(τ))− bj(τ, aΛ(τ))

)
×

×φθj(τ, y + µ, ψ, ε) +

+bj(τ, aΛ(τ))
(
φθj(τ, y + µ, ψ, ε)−

−φ(τ, y, ψ, ε)
)]
dτ +

+

τ2∫
τ1

[(
g0(τ, aΛ(τ))−g0(τ, ãΛ(τ))

)
+

+g0(τ, ãΛ(τ))−g0(τ, aΛ(τ)) +

+g̃(τ, aΛ, φΘ)
]
dτ

}
=

= −S−1(τ1, τ2)(R5 +R6).

На пiдставi нерiвностей (10), (11), (13) i
(14) маємо

∥S−1(τ1, τ2)R5(ξ, µ, ε)∥ 6 c15ε
α + c16ε

α−1.

Аналогiчно як i при оцiнцi Φ1, одержимо

∥S−1(τ1, τ2)R6(µ, ξ, ε)∥ 6 c17ε
α.

Нехай ε 6 ε3 = c16(c15 + c17)
−1, ∥ξ∥ 6

6 2c16ε
α−1. Тодi при 0 < ε 6 ε4 = min(ε2, ε3)

∥Φ2(ξ, µ, ε)∥ 6 2c16ε
α−1.

Таким же чином, як i при оцiнцi
∂Φ1

∂ξ
,

одержимо для всiх 0 < ε 6 min(ε4, ε5)∥∥∥∥∂Φ2(ξ(ε), µ(ε), ε)

∂ξ

∥∥∥∥ 6 1

2
.

Отже, iснує єдиний розв’язок системи
рiвнянь (1), (2) з почаковими умовами
y+µ(ε), ψ+ξ(µ(ε), ε), який задовольняє умо-
ви (3), (4).
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Нехай ε6 ε5, η(ε) = c6ε
α−1, c6 =2c16. Тодi

для всiх 0 6 τ 6 L

∥φ(τ, y+µ, ψ+ξ, ε)−φ(τ, y, ψ, ε)− η(ε)∥ 6
6 ∥φ(τ, y+µ, ψ+ξ, ε)−φ(τ, y + µ, ψ + ξ, ε)∥+
+∥φ(τ, y+µ, ψ+ξ, ε)−φ(τ, y, ψ, ε)−η(ε)∥ 6
6 (c4 + c7c12rσL)ε

α, (16)

Врахувавши оцiнки (15) i (16), одержимо
оцiнку (12), де c5 = c4+ +c12c7(1 + rσL).

6. Приклад. Розглянемо задачу

da

dτ
= 1 + cos(φ− 2φθ), θ = 0.5

dφ

dτ
=

1 + 2τ

ε
, τ ∈ [0, 1],

a(τ0) = a0, 0 < τ0 6 1
τ2∫
τ1

φ(τ)dτ = d, 0 6 τ1 < τ2 6 1.

У точцi τ = 0 досягається резонанс,
оскiльки γ(τ) := ω(τ)−θ× ×ω(θτ) = τ . Умо-
ва 40 виконується:∣∣∣∣ 1 + 2τ 1 + τ

2 1

∣∣∣∣ ̸= 0.

Усереднена задача для повiльної змiнної
набуває вигляду

da

dτ
= 1, a(τ0) = a0.

З iнтегральної умови знаходимо

ψ = ψ = d(τ2 − τ1)
−1

−
(
3(τ1 + τ2) + 2(τ 21 +τ1τ2+τ

2
2

)
/6ε.

Оскiльки a(τ0) = a(τ0), то

a(0)− a(0) = µ = −
τ0∫
0

cos

(
τ 2

2ε
+ ψ

)
dτ.

Оцiнка похибки для повiльної змiнної

∥a(τ)−a(τ)∥=
∣∣∣∣

τ∫
τ0

cos

(
τ 2

2ε
+ψ

)
dτ

∣∣∣∣6c18√ε,
одержується на пiдставi асимптотики iнтег-
рала Френеля [9].
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