
УДК 517.983

c⃝2015 р. В. Герасимов, С. Гефтер, А. Рибалко

Харкiвський нацiональний унiверситет iменi В.Н.Каразiна

НЕЯВНЕ ЛIНIЙНЕ НЕОДНОРIДНЕ ФУНКЦIОНАЛЬНЕ РIВНЯННЯ З
ОПЕРАТОРОМ ПОММ’Є В КIЛЬЦI Z[[x]]

У роботi для довiльного цiлого числа b ̸= ±1 знайдено критерiй iснування розв’язку рiв-
няння by(x)−y(0)

x + f(x) = y(x) з кiльця Z[[x]] формальних степеневих рядiв з цiлими коефiцi-
єнтами та отримано явну формулу для його єдиного розв’язку, що належить цьому кiльцю.
Результати роботи основанi на застосуваннi p-адичної топологiї на кiльцi Z.

For an arbitrary integer b ̸= ±1 an existence criterion of a solution of the equation
by(x)−y(0)

x + f(x) = y(x) from the ring Z[[x]] of formal power series with integers coefficients is
found in the paper. Moreover, an explicit formula for its unique solution from this ring is obtain.
The results of paper are based of using the p-adic topology on the ring Z.

1. Вступ
Нехай b - фiксоване цiле число, Z[[x]] -

кiльце формальних степеневих рядiв з цiли-
ми коефiцiєнтами i f ∈ Z[[x]]. Розглянемо
наступне функцiональне рiвняння

b · y(x)− y(0)

x
+ f(x) = y(x). (1)

Лiва частина цього рiвняння мiстить опера-
тор Помм’є

∆(y)(x) =
y(x)− y(0)

x

(див., наприклад, [1]), що є коре-
ктно визначеним у кiльцi Z[[x]]: якщо
y(x) = c0 + c1x+ c2x

2 + . . ., тодi ∆(y)(x) =
c1 + c2x + c3x

2 + . . .. Оператор ∆ ще на-
зивають оператором лiвого зсуву (або the
bachward shift operator). Оператор Помм’є
знаходить важливi застосування у тео-
рїї функцiй ([2]-[4]), теорiї операторiв у
просторах голоморфних функцiй (див.,
наприклад, [1], [5]-[7]) та в загальнiй теорiї
лiнiйних операторiв [8]). Рiвняння (1) буде-
мо назiвати рiвнянням Помм’є. Якщо b = 1,
тодi, як легко бачити, для будь-якого y0 ∈ Z
початкова задача{

b · y(x)−y(0)
x

+ f(x) = y(x)
y(0) = y0

(2)

має наступний єдиний розв’язок, що нале-

жить Z[[x]]:

y(x) =
y0 − xf(x)

1− x
= (y0−xf(x))(1+x+x2+...).

При b ̸= ±1 рiвняння (1) є неявним над кiль-
цем цiлих чисел. У роботi для довiльного
цiлого b ̸= ±1 знайдено крiтерiй iснуван-
ня розв’язку початкової задачи (2) з кiль-
ця Z[[x]] ( див. теорему 3.3 та наслiдок
3.6) та отримано явну формулу для єдиного
розв’язку рiвняння (1), що належить Z[[x]]
(наслiдок 3.5). Важливу роль при цьому вi-
дiграє застосування p-адичної топологiї на
кiльцi цiлих чисел (див., наприклад, [9, 10]).

За основними результатами роботи
була зроблена доповiдь на мiжнароднiй
науковiй конференцiї ”Диференцiально-
функцiональнi рiвняння та їх застосування”,
присвяченiй 80-рiччю вiд дня народження
В.I.Фодчука [11].

2. Рiвняння Помм’є в просторi Q[[x]]
та в кiльцi Z[x]

В цьому роздiлi ми розглянемо питання
про розв’язки рiвняння Помм’є (1) у вектор-
ному просторi Q[[x]] формальних степене-
вих рядiв з рацiональними коефiцiєнтами та
в кiльцi Z[x] полiномiв з цiлими коефiцiєн-
тами.

Випадок простору Q[[x]] є дуже простим.
Теорема 2.1. Нехай b ∈ Q i f ∈ Q[[x]].

Тодi для будь-якої початкової умови y(0) =
y0 ∈ Q задача (2) має єдиний розв’язок, що

36 ISSN 2309-4001. Буковинський математичний журнал. 2016. – Т. 4, № 3–4.



належить простору Q[[x]].
Доведення. Можна вважати, що b ̸= 0.

Оскiльки y(0) = y0, то з рiвняння (1) ми
отримуємо

y(x) =
by0 − xf(x)

b− x
=

=
(
y0 −

x

b
· f(x)

)(
1− x

b

)−1

=

=
(
y0 −

x

b
f(x)

)( ∞∑
n=0

xn

bn

)
.

Таким чином, якщо f(x) =
∞∑
n=0

anx
n, то-

дi єдиний розв’язок початкової задачi (2) у
виглядi формального степеневого ряду з ра-
цiональними коефiцiєнтами має наступний
явний вигляд:

y(x) =

(
∞∑
n=0

xn

bn

)
y0 −

∞∑
n=1

(
n−1∑
k=0

ak
bn−k

)
xn.

�
Розглянемо тепер випадок, коли f – по-

лiном з цiлими коефiцiєнтами.
Теорема 2.2. Нехай b ∈ Z, f ∈ Z[x] i

deg f = m. Тодi рiвняння (1) має єдиний по-
лiномiальний розв’язок y(x) з цiлими коефi-
цiєнтами i deg y = m.

Доведення. Нехай f(x) = a0+a1x+. . .+

amx
m. Тодi △(f)(x) = f(x)−f(0)

x
= a1 + a2x +

. . . + amx
m−1. Таким чином, △(f) ∈ Z[x] i

deg△(f) = m− 1.
Розглянемо тепер полiном

y = f+b△(f)+b2△2(f)+. . .+bm△m(f). (3)

Ми маємо, що y ∈ Z[x], deg y = m i

b△(y) + f = b△(f) + b2△2(f) + . . .+

+bm△m(f) + f,

оскiльки △m+1(f) = 0. Таким чином,
b△(y) + f = y, тобто y є розв’язком рiвнян-
ня (1). Доведемо єдинiсть розв’язку з кiльця
Z[x]. Нехай b△(y) = y. Тодi

y = b△(y) = b2△2(y) = . . . =

= bm+1△m+1(y) = 0.

Теорему доведено.
З рiвностi (3) тепер випливає таке твер-

дження.
Наслiдок 2.3. Нехай f ∈ Z[x], f(x) =

a0+a1x+. . .+amx
m i y0 ∈ Z. Тодi початкова

задача (2) має розв’язок з кiльця Z[x] тодi
i тiльки тодi, коли

a0 + ba1 + b2a2 + . . .+ bmam = y0, (4)

тобто y0 = f(b).
3. Рiвняння Помм’є в кiльцi Z[[x]]
В цьому роздiлi ми будемо розглядати

основний випадок, коли f(x) – формаль-
ний степеневий ряд з цiлими коефiцiєнтами.
Якщо f не є полiномом, то ситуацiя бiльш
складна i цiкава. По-перше, вiдзначимо, що
рiвняння (1) взагалi може не мати розв’яз-
ку у виглядi формального степеневого ряду
з цiлими коефiцiєнтами.

Теорема 3.1. Нехай b = 2 i f(x) =
1 + x2 + x4 + . . . Тодi рiвняння (1), тобто
рiвняння

2 · y(x)− y(0)

x
+ 1 + x2 + x4 + . . . = y(x)

не має розв’язкiв у виглядi формального
степеневого ряду з цiлими коефiцiєнтами.

Доведення. Нехай y(x) = c0+c1x+c2x
2+

. . . – розв’язок нашого рiвняння з простору
Q[[x]] (див. теорему 2.1). Тодi для коефiцi-
єнтiв cn маємо рекуррентне спiввiдношення
cn+1 = 1

2
(cn − an), де a2k = 1, a2k−1 = 0 для

всiх k = 0, 1, 2, . . . Звiдси

|cn+1| ≤
1

2
(|cn|+ 1) ≤

≤ 1

2

(
1

2
|cn−1|+

1

2

)
+

1

2
≤ . . . ,

звiдки

|cn+1| ≤
1

2n+1
(|c0|+1)+

1

2n+1
+

1

2n
+ ...+

1

2
≤

≤ 1

2n+1
(|c0|+ 1) + 1.

Тому iснує таке n0 ∈ N, що |cn+1| < 2 для
n ≥ n0. Якщо припустити, що cn+1 ∈ Z,
отримуємо: cn = 0 або cn = ±1 для всiх
n ≥ n0 − 1. Якщо cn = 0 для деякого n, тодi
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cn+1 = −1
2
an, тобто n є непарним i cn+1 = 0.

Звiдси cn+2 = −1
2
an+1 = −1

2
, що неможли-

во. Нехай тепер |cn| = 1 для всiх n ≥ n0 − 1.
Тодi для непарного n ми також маємо невiр-
ну рiвнiсть |cn+1| = 1

2
|cn|. Таким чином, всi

коефiцiєнти cn не можуть бути цiлими. �
Зауваження 3.2. Узагальнюючи мiрку-

вання з доведення теореми 3.1, можна по-
казати, що рiвняння

2 · y(x)− y(0)

x
+ a0 + a1x+ a2x

2 + . . . = y(x)

не має розв’язкiв з кiльця Z[[x]] для будь-
якого ряду f(x) = a0 + a1x + a2x

2 + . . . , де
an = 0, або an = 1, i 0 та 1 зустрiчаються
серед коефiцiєнтiв an нескiнченну кiлькiсть
разiв.

Рiвняння (1) може не мати розв’язкiв
з кiльця Z[[x]], але, якщо такий розв’язок
iснує, то, як правило, вiн є єдиним.

Теорема 3.2 Нехай b ̸= ±1. Тодi однорi-
дне рiвняння

b · y(x)− y(0)

x
= y

має тiльки нульовий розв’язок у виглядi
формального степеневого ряду з цiлими ко-
ефiцiєнтами.

Доведення. Нехай y(x) = c0 + c1x +
c2x

2 + . . . – розв’язок однорiдного рiвняння
b · y(x)−y(0)

x
= y, що належить Z[[x]]. Тодi

y(x)− y(0)

x
= c1 + c2x+ c3x

2 + . . .

i ми маємо: bc1 = c0, bc2 = c1, bc3 = c2, . . .
Звiдси вiпливає, що c0 = bncn для будь якого
n. Тому c0 = c1 = c2 = . . . = 0, тобто y = 0.�

Для отримання критерiю iснування
розв’язку рiвняння (1) з кiльця Z[[x]] ми бу-
демо використовувати p-адичну топологiю
на кiльцi Z.

Нехай p–просте число i Zp – кiльце цiлих
p-адичних чисел. На Zp ми будемо розгляда-
ти стандартну топологiю i норму || · ||p (див.
[10], [11]). Для нас буде важливим, що збi-

жнiсть в кiльцi Zp ряду
∞∑
n=0

αn є еквiвален-

тною тому, що αn → 0 в Zp.

Наступна теорема є основним результа-
том роботи.

Теорема 3.3. Нехай b ̸= 0, b ̸= ±1 i
f(x) = a0 + a1x + a2x

2 + a3x
3 + . . . – фор-

мальний степеневий ряд з цiлими коефiцi-
єнтами. Рiвняння

b · y(x)− y(0)

x
+ f(x) = y(x)

має розв’язок у виглядi формального сте-
пеневого ряду з цiлими коефiцiєнтами тодi
i тiльки тодi, коли iснує таке цiле число
c0, що для всiх простих чисел p, на якi дi-
литься число b, виконується наступна рiв-
нiсть в кiльцi Zp:

a0 + a1b+ a2b
2 + a3b

3 + . . . = c0. (5)

При цьому розв’язок з кiльця Z[[x]] є єди-
ним i має такий вигляд:

y(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + c3x

3 + . . . ,

де
c0 = a0 + a1b+ a2b

2 + . . . ,

c1 = a1 + a2b+ a3b
2 + . . . , (6)

c2 = a2 + a3b+ a4b
2 + . . . ,

· · ·
i всi ряди у правих частинах рiвностей (6)

збiгаються в Zp, для тих p, що є дiльниками
числа b.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай y(x) =
c0 + c1x+ c2x

2 + c3x
3 + . . . , cn ∈ Z – розв’я-

зок рiвняння (1). Тодi для коефiцiєнтiв cn ми
маємо наступне рекурентне спiввiдношення:

bcn+1 + an = cn, n = 0, 1, 2, ... (7)

Розглянемо тепер ряд у лiвiй частинi рiв-
ностi (5). Якщо b дiлиться на просте число
p, то bn → 0 в кiльцi Zp. Тому anb

n → 0 в

Zp, тобто ряд
∞∑
n=0

anb
n збiгається у кiльцi Zp.

Знайдемо його суму. З рiвностi (7) отримує-
мо:

a0 + a1b+ a2b
2 + a3b

3 + . . .+ aNb
N =

= c0 − bc1 + b(c1 − bc2) + b2(c2 − bc3) + . . .+

+bN(cN − bcN+1) = c0 − bN+1cN+1.
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Оскiльки bN+1cN+1 → 0 в кiльцi Zp, то ми
одержуємо рiвнiсть (5).

Доведемо тепер достатнiсть умови (5).
Якщо b дiлиться на просте число p, то всi ря-
ди у правих частинах рiвностi (6) збiгаються
у кiльцi Zp. Оскiльки c0 ∈ Z i ряд (5) збiга-
ється для всiх p, на якi дiлиться число b, то
можна показати, що суми всiх рядiв з рiв-
ностi (6) є цiлими числами. Тепер легко пе-
ревiрити, що послiдовнiсть {cn} задовольняє
рекурентне спiввiдношення (7). Тому степе-
невий ряд y(x) = c0 + c1x+ c2x

2 + c3x
3 + . . .

є розв’язком рiвняння (1). Єдинiсть цього
розв’язку випливає з теореми 3.2. �

Зауваження 3.4. Якщо f ∈ Z[[x]],
f(x) =

∞∑
n=0

anx
n i b дiлиться на p, то ряд

∞∑
n=0

anb
n збiгається в кiльцi Zp i його суму

можна розглядати як значення f у точцi
b.

Наслiдок 3.5. Нехай b ̸= ±1 i для b ̸= 0
виконана умова (5). Тодi единий розв’язок
рiвняння (1) з кiльця Z[[x]] можна записа-
ти в наступнiй формi

y(x) = f(b) +
∞∑
n=1

△n(f)(b)xn.

З теореми 3.3 випливає твердження, що
є аналогом наслiдка 2.3 для випадку фор-
мальних степеневих рядiв з цiлими коефiцi-
єнтами.

Наслiдок 3.6. Нехай f ∈ Z[[x]], f(x) =
a0+a1x+a2x

2+ . . . i y0 ∈ Z. Тодi початкова
задача (2) має розв’язок з кiльця Z[[x]] тодi
i тiльки тодi, коли для всiх простих чисел
p, на якi дiлиться число b, виконується на-
ступна рiвнiсть в кiльцi Zp:

a0 + a1b+ a2b
2 + a3b

3 + . . . = y0, (8)

тобто y0 = f(b).
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