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РОЗРИВНI I ХАОТИЧНI АВТОКОЛИВАЛЬНI РОЗВ’ЯЗКИ
ХВИЛЬОВОГО РIВНЯННЯ

Одержано умови iснування розривних перiодичних i хаотичних автоколивальних розв’яз-
кiв для нелiнiйної крайової задачi для хвильового рiвняння. Показано, що виникнення даних
розв’язкiв еквiвалентно наявностi циклiв або хаотичних атракторiв у вiдповiдному однови-
мiрному рекуррентному вiдображеннi.

The obtained conditions for the existence of discontinuous periodic and chaotic self-oscillatory
solutions for a nonlinear boundary value problem for the wave equation. It is shown that the
appearance of the data, the solution is equivalent to the existence of cycles or chaotic attractors
in the corresponding one-dimensional recurrence map.

Вступ. Виникнення розривних (релакса-
цiйних) автоколивальних розв’язкiв дисипа-
тивних динамiчних систем зазвичай асоцiю-
ється з вивченням їх асимптотик при ε→ 0,
де малий параметр ε > 0 знаходиться мно-
жником при головнiй похiднiй. Класичним
таким прикладом є сингулярно збурена си-
стема рiвнянь осцилятора Ван дер Поля [1]

dx

dt
= −y, εdy

dt
= x− y3

3
+ y.

Однак збудження розривних автоколи-
вань в дисипативнiй динамiчнiй системi мо-
же вiдбуватися i при вiдсутностi постiйно-
го малого параметра ε > 0. В [2] розгляда-
лися умови виникнення розривних перiоди-
чних автоколивань в неявно сингулярно збу-
рених динамiчних системах

dx

dt
= f (x, y) ,

dy

dt
= g (x, z) ,

де y = φ (z) – неперервно диференцiйована
функцiя, що не має однозначної оберненої
функцiї.

Мабуть вперше, О. А. Вiтт [3] при дослi-
дженнi розривних (релаксацiйних) автоко-
ливань в системi телеграфних рiвнянь за до-
помогою автомодельных розв’язкiв звiв рi-
шення даної задачi до розгляду певних одно-
вимiрних рекурентних вiдображень. Однак
у той час теорiя динамiчного хаосу [4] ще
не була вiдкрита, i таким чином, хаотичнi

розв’язки крайових задач для гiперболiчних
рiвнянь, якi породжуються нерегулярними
аттракторами вiдповiдних одновимiрних ре-
курентних вiдображень не були знайденими.

В монографiї [5] розглянуто крайовi за-
дачi для рiвнянь з частинними похiдни-
ми, якi можна звести до рiзницевих або
диференцiально-рiзницевих рiвнянь.

Постановка задачi та формалiзацiя
одержаних результатiв. В данiй роботi
розглядаються умови виникнення розрив-
них перiодичних або хаотичних автоколи-
вань в хвильовому рiвняннi

uxx (x, t) = a2utt ∀ (x, t) ∈ Ω = (0; ℓ)×R, (1)

яке доповнюється граничними умовами:

u (0, t) = 0;

ℓ∫
0

ut (x, t) dx = Ψ [u (ℓ, t)] , (2)

де a = const, Ψ : R → R – довiльна непе-
рервна функцiя.

Добре вiдомо, що автоколивання вiд по-
чаткових умов не залежать (принаймнi в до-
сить малої околицi вiдповiдного гранично-
го циклу). Тому надалi ми їх явно не кон-
кретизуємо. Також зазначимо, що хвильове
рiвняння з нульовими граничними умовами
є консервативною системою. Завдяки саме
граничнiй умовi при x = ℓ дана динамiчна
система (1)–(2) є дисипативною.
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Надалi розв’язки задачi (1)–(2) розумiю-
ться в слабкому сенсi як елементи простору
L∞ (Ω).

Означення. Функцiю u ∈ L∞ (Ω) буде-
мо називати слабким розв’язком задачi (1)
– (2), якщо виконуються варiацiйнi рiвностi:

∀φ ∈ C∞
0 (Ω) , ∀ψ ∈ C∞

0 (R)∫∫
Ω

u (x, t)
[
a2φxx (x, t)− φtt (x, t)

]
dxdt = 0,

∫∫
Ω

u (x, t)ψ′ (t)dxdt = −
∞∫

−∞

Ψ [u (ℓ, t)]ψ (t) dt.

Теорема. Введемо до розгляду вiдобра-
ження

Y = F [X] : R → R, (3)
яке задається параметрично

Y =
a−1Ψ [u]− u

2
, X =

a−1Ψ [u] + u

2
∀u ∈ R.

Тодi будь який стiйкий m – цикл (m > 1)
даного вiдображення

Cm {F∞
1 , F∞

2 = F (F∞
1 ) , . . . , F∞

m = F (F∞
1 )}

породжує орбiтально асимптотично стiйкий
перiодичний розв’язок задачi (1)–(2), який
визначається спiввiдношенням

u (x, t) = F
(
t− x

a

)
− F

(
t+

x

a

)
, (4)

де функцiя F являється mT – перiодичною
i при 0 ≤ t < mT (T = 2aℓ) задається рiвнi-
стю

F (t) =
m−1∑
k=0

F∞
k+1χ[kT ;(k+1)T ) (t) . (5)

У випадку, коли вiдображення (3) має ха-
отичний атрактор

C∞ =
{
F∞
k : F∞

k+1 = F [F∞
k ]∀k ≥ 1

}
,

наприклад атрактор Фейгенбаума, то вiн по-
роджує хаотичний автоколивальний розв’я-
зок задачi (1)–(2), який задається формулою
(4), де функцiя F (t) задається рiвнiстю

F (t) =
k=∞∑
k=−∞

F∞
k+1χ[kT ;(k+1)T ) (t) , (6)

та при k ≤ 1 покладено F∞
k−1 = F [F∞

k ].
Доведення. Введемо до розгляду нову

змiнну i (x, t) =
x∫
0

ut (x, t) dx за допомогою

якої хвильове рiвняння (1) може бути пред-
ставлено у виглядi системи телеграфних рiв-
нянь першого порядку

ix − ut = 0, ux +
1

a2
it = 0. (7)

Вiдповiдно граничнi умови (2) запишуться
у наступному виглядi

u (0, t) = 0, i (ℓ, t) = Ψ [u (ℓ, t)] . (8)

Неважко перевiрити, що система рiвнянь
(7) допускає автомодельний розв’язок

u (x, t) = F
(
t− x

a

)
− F

(
t+

x

a

)
, (9)

i (x, t) = a
[
F
(
t− x

a

)
+ F

(
t+

x

a

)]
, (10)

де F – довiльна кусково - неперервна фун-
кцiя. Зазначимо також, що при цьому пер-
ша гранична умова з (8) автоматично вико-
нується. Пiдставляючи спiввiдношення (9) –
(10) в другу граничну умову (7), одержує-
ться наступне рiвняння

α + β = a−1Ψ [α− β] , (11)

де α = F (t− ℓ/a), β = F (t+ ℓ/a). За тео-
ремою про неявну функцiю спiввiдношення
(11) допускає явне подання β = F [α].

Отримане функцiональне рiвняння дає
можливiсть визначати значення функцiї F
в момент часу t+ T , якщо вiдомо її значен-
ня в момент часу t:

F (t+ T ) = F [F (t)] , T = 2ℓ/a. (12)

Позначимо через K (R, T ) клас всiх фун-
кцiй F : R → R кусково - постiйних на ко-
жному iнтервалi Ik = (kT ; (k + 1)T ) , k ∈
Z дiйсної вiсi R. Звуження функцiональ-
ного рiвняння (12) на даний клас функцiй
K (R, T ) призводить до розгляду одновимiр-
ного рекурентного вiдображення:

Fn+1 = F [Fn] , n ∈ Z. (13)
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Припустимо, що вiдображення (13) має
стiйкий m – цикл Cm {F∞

1 , F∞
2 , . . . , F∞

m }. Пе-
ревiремо, що в даному випадку формули (4)
– (5) задають орбiтально стiйкий, в сенсi
наведеного вище означення, розв’язок зада-
чi (1) – (2). Дiйсно, в даному випадку ку-
сково - постiйна перiодична функцiя (5) є
розв’язком функцiонального рiвняння (12).
Отже пiдставляючи (5) в формули (9) –
(10), одержується тотожнє виконання рiвно-
стi i (ℓ, t) = Ψ [u (ℓ, t)] ∀t ∈ R. Розглядаючи
похiдну ut(x, t) в сенсi розподiлiв, друга ва-
рiацiйна рiвнiсть з означення може бути за-
писана у виглядi

∞∫
−∞

 ℓ∫
0

utdx

−Ψ [u (ℓ, t)]

ψ (t) dt = 0.

Однак пiдинтигральний вираз в дужках,
в нових позначеннях, спiвпадає з виразом
i (ℓ, t)−Ψ [u (ℓ, t)], який тотожно дорiвнює
нулю. Далi, для будь- якої кусково - непе-
рервної функцiї F мають мiсце рiвностi∫∫

Ω

F
(
t− x

a

)
[a2φxx − φtt] dxdt =

= a
∞∫

−∞

∞∫
−∞

F (z) [φzz − φtt] dzdt,

∫
F
(
t+ x

a

)
[a2φxx − φtt] dxdt =

= −a
∞∫

−∞

∞∫
−∞

F (z) [φzz − φtt] dzdt,

якi одержуються шляхом замiни змiнних{
z = t− x

a
, t = t

}
вiдповiдно в першому, та{

z = t+ x
a
, t = t

}
другому iнтегралах. Та-

ким чином, перша рiвнiсть з означення
розв’язку також виконується.

Орбiтальна асимптотична стiйкiсть по-
будованого розв’язку є наслiдком стiйкостi
вiдповiдного m – циклу Cm вiдображення F .

У випадку, коли вiдображення (13) має
хаотичний атрактор C∞, рiвнiсть (6) визна-
чає кусково - постiйну, обмежану функцiю
F : R → R, яка за побудовою задоволь-
няє функцiональне рiвняння (12). За повною
аналогiєю, як у попередньому випадку, пере-
вiряється, що формули (4), (6) визначають
узагальнений розв’язок задачi (1) – (2).

Приклади. Розглянемо задачу (1) – (2),
де вiдображення u → Ψ [u] задається пара-
метрично (t ∈ R)

u = t (a+ 1− t) ,Ψ [u] = a−1t (a− 1 + t) .

Неважко перевiрити, що в даному випад-
ку вiдображення (3) являється логiстичним
з параметром a−1. Таким чином, згiдно з
теоремою Фейгейнбаума [4], дане вiдображе-
ння при a ≤ a∗ ≈ 0.2802 має неперiодичнi
траєкторiї, що вiдповiдають режиму детер-
мiнованого хаоса, а при a > a∗ має цикли
перiодiв 2n, де n→ ∞, при a→ a∗ + 0.

Тепер розглянемо вiдображення Ψ, що за-
дається формулами (X0 < X1 < X2)

u = X − Y, Ψ [u] = a (X + Y ) , де

Y =

{ X2−X1

X1−X0
(X −X0) +X1, X0 ≤ X ≤ X1

X2−X0

X2−X1
(X1 −X) +X2, X1 < X ≤ X2

Нескладно перевiрити, що в даному ви-
падку вiдображення (3) має цикл перiоду
три C3 = {X0, X1, X2}. Таким чином, за те-
оремою Лi та Йорке [4] дане вiдображен-
ня має континуум неперiодичних траєкто-
рiй, якi породжують хаотичнi розв’язки за-
дачi (1) – (2). Також за теоремою О. М.
Шарковського вiдображення (3) має безлiч
циклiв, перiоди яких пiдпорядковуються так
званому порядку Шарковського [5], та якi
породжують розривнi перiодичнi розв’язки
задачi (1) – (2).
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