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ПРО РОЗПОДIЛ ЗНАЧЕНЬ ФУНКЦIЙ ВЕЙЄРШТРАССА ТА
ЕЛIПТИЧНИХ ФУНКЦIЙ

Проаналiзованi дослiдження пов’язанi iз розподiлом значень сiгма-функцiї та пе-функцiї
Вейєрштрасса. Знайдено характеристики Неванлiнни дзета-функцiї Вейєрштрасса та дослi-
джено розподiл її значень. Показано, що жодне значення a, a ∈ C, не є винятковим для
довiльної елiптичної функцiї.

The studies related to the distribution of values of sigma-function and p-function of Weierstrass
are analyzed. The Nevanlinna characteristics of the Weierstrass zeta function are found and the
distribution of its values is investigated. It is shown that none of the values a, a ∈ C, is exceptional
for an arbitrary elliptic function.

Розглянемо питання про характеристи-
ки Неванлiнни i дефектнi значення вiдо-
мих функцiй Вейєрштрасса σ(z), ζ(z), ℘(z)
[1] та довiльної елiптичної функцiї. Функцiї
Вейєрштрасса задаються з допомогою рiв-
ностей
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де Ωmn = 2mω1 + 2nω2 (m ∈ Z, n ∈ Z),
Im(ω2/ω1) > 0, i штрих бiля знакiв добу-
тку та суми означає, що при m = 0, n = 0
вiдповiдний спiвмножник дорiвнює одини-
цi, а вiдповiдний доданок дорiвнює нулю.
Цi функцiї пов’язанi мiж собою рiвностями
ζ(z) = σ′(z)/σ(z), ℘(z) = −ζ ′(z). Точки Ωmn

є простими нулями цiлої функцiї σ(z), про-
стими полюсами для мероморфної функцiї
ζ(z) та полюсами другого порядку для елi-
птичної функцiї ℘(z). Будемо вважати вiдо-
мими основнi поняття, факти i стандартнi

позначення iз теорiї розподiлу значень ме-
роморфних функцiй [2]. Нагадаємо деякi iз
них. Характеристики Неванлiнни меромор-
фної функцiї f, f ̸= const, вводяться з до-
помогою рiвностей
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T (r, f) := m(r, f) +N(r, f), (1)

де ln+ α := max{0, lnα}, α > 0, i n(r, f)
(що iнакше позначається n(r,∞, f)) є чи-
сло полюсiв функцiї f в крузi {z ∈ C :
|z| ≤ r}, r > 0, з врахуванням їх кратностей.
Якщо a ∈ C, то використовуються позначен-
ня n(r, a, f), N(r, a, f), m(r, a, f) замiсть вiд-
повiдно n
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Справедлива також рiвнiсть

m(r, a) +N(r, a) = T (r, f) +O(1), r → ∞,
(2)

де f ̸= const, a – довiльне число, a ∈ C,
яка розкриває змiст першої основної теоре-
ми теорiї розподiлу значень мероморфних
функцiй.

Позначивши δ(a, f) := lim
r→∞

m(r,a,f)
T (r,f)

або,

що те саме, внаслiдок (2), δ(a, f) := 1 −
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− lim
r→∞

N(r,a,f)
T (r,f)

, говорять, що a, a ∈ C, є ви-
нятковим (дефектним) значенням меромор-
фної функцiї f в розумiннi Неванлiнни, коли
δ(a, f) > 0.

Розподiл значень функцiї σ(z) у випад-
ку прямокутної сiтки її нулiв дослiджений
Гольдбергом А.А. в роботi [3]. В загально-
му випадку ще Сельбергом [4] показано, що
жодне значення a, a ∈ C, a ̸= 0, не є ви-
нятковим для функцiї σ(z). В роботi [5] при
Ωmn = m+ nλeiα, 0 < λ < +∞, 0 < α < π
(m ∈ Z, n ∈ Z), показано, що значення
a = 0 є винятковим в розумiннi Неванлiн-
ни для функцiї σ(z) тодi i лише тодi, коли
π cos θ1
λ sinα

< |η1|, де η1 = ζ(1
2
), θ1 = arg η1.

Розподiл значень елiптичної функцiї ℘(z)
дослiджено в монографiї [1], де показано, що
жодне значення a, a ∈ C, не є винятковим
для цiєї функцiї. Залишається знайти хара-
ктеристики Неванлiнни та дефектнi значен-
ня функцiї ζ(z). Цi питання можна дослiди-
ти з допомогою асимптотичних формул вка-
заних в роботах [6], [7]. Однак ми скориста-
ємося простiшими засобами.

Теорема 1. Мають мiсце спiввiдношен-
ня (r → ∞)
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πr2

2D
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де D – площа основного паралелограма перi-
одiв функцiї ℘(z). Жодне значення a, a ∈ C,
не є винятковим в розумiннi Неванлiнни
для функцiї ζ(z).

Доведення. В монографiї [1] показано,
що

n(r, ℘) =
2πr2

D
+O(r), r → ∞. (7)

Точки Ωmn є полосами першого порядку для
функцiї ζ(z). Тому iз (7) випливає зразу ж
спiввiдношення (3). Отже, згiдно iз (1) отри-
муємо (4).

Оскiльки ζ(z) = σ′(z)
σ(z)

, то на основi ле-
ми про логарифмiчну похiдну мероморфної
функцiї (див. теорему 1.3 iз [2]) маємо
m(r, ζ) = m(r, σ

′

σ
) = O(ln r), r → ∞, тобто

має мiсце (5). Внаслiдок (4), (5), отримуємо
спiввiдношення (6). Iз спiввiдношень (5), (6)
випливає, що

δ(∞, ζ) = lim
r→∞

m(r, ζ)

T (r, ζ)
= 0,

тобто ∞ не є винятковим значенням
ζ-функцiї.

Вiдомо (див. [1, с.422]), що

m(r, 0, ℘) = O(r), r → ∞. (8)

Тому, використовуючи властивостi характе-
ристики m(r, a, f) мероморфної функцiї f ,
лему 2.1 iз [2, с.129], оцiнки (5), (8) i рiв-
нiсть ζ ′(z) = −℘(z), приходимо до висновку,
що при a ∈ C, a ̸= 0, виконується
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Тодi iз рiвностi (6) випливає

δ(a, ζ) = lim
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тобто значення a, a ∈ C, a ̸= 0, не є винят-
ковим для функцiї ζ(z), δ(a, ζ) = 0.

Розглянемо випадок, коли a = 0. Ви-
користовуючи властивостi характеристики
m(r, a, f) мероморфної функцiї f , оцiнку (8)
i теорему 1.3. (див [2, с.122]), отримуємо
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r → ∞. Тодi згiдно iз рiвнiстю (6) знаходимо

δ(0, ζ) = lim
r→∞

m(r, 0, ζ)

T (r, ζ)
≤ lim

r→∞

O(r)

T (r, ζ)
= 0,
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тобто δ(0, ζ) = 0. Отже, значення a = 0 не
є винятковим для функцiї ζ(z). Теорему 1
доведено.

Дослiдимо тепер питання про дефектнi
значення елiптичної функцiї.

Теорема 2. Жодне значення a, a ∈ C, не
є винятковим у розумiннi Неванлiнни для
довiльної елiптичної функцiї f, f ̸= const.

Доведення. Якщо елiптична функцiя f
в основному паралелограмi перiодiв при-
ймає значення a, a ∈ C, в s точках, то по
аналогiї iз доведенням спiввiдношення (7)
неважко показати, що

n(r, a, f) =
πsr2

D
+O(r), r → ∞,

де D – площа вказаного паралелограма. То-
му

N(r, a, f) =
πsr2

2D
+O(r), r → ∞, (9)

рiвномiрно вiдносно a. Тодi, згiдно iз тото-
жнiстю А. Картана (див. [2], с. 33), отриму-
ємо

T (r, f) =
1

2π

2π∫
0

N(r, eiθ)dθ + d(f) =

=
πsr2

2D
+O(r), r → ∞, (10)

де d(f) = const. Отже,

δ(a, f) = 1− lim
r→∞

N(r, a, f)

T (r, f)
= 0

для кожного a, a ∈ C. Теорему 2 доведено.
Зауваження. На основi спiввiдношення

(10) отримуємо

ρ[f ] := lim
r→∞

lnT (r, f)

ln r
= 2,

тобто елiптична функцiя f є мероморфною
функцiєю другого порядку. Згiдно iз рiвно-
стями (2), (9), (10), отримуємо також, що
m(r, a, f) = T (r, f) − N(r, a, f) + O(1) =
= O(r), r → ∞, для елiптичної функцiї f
при довiльному a, a ∈ C.
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