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ПРО ПЕРЕТВОРЕННЯ ОПЕРАТОРА БЕССЕЛЯ В ПРОСТОРАХ
АНАЛIТИЧНИХ ФУНКЦIЙ

Нехай G – довiльна зiркова та симетрична вiдносно початку координат область компле-
ксної площини. Через H0(G) позначимо простiр усiх парних аналiтичних в G функцiй, що
надiлений топологiєю компактної збiжностi. Знайденi умови, при яких оператор Бесселя в
просторi H0(G) є еквiвалентним до оператора двократного диференцiювання.

Let G be an arbitrary starlike symmetric domain of the complex plane with respect to the
origin. By H0(G) denote the space of all even analytic functions in G equipped with the topology
of compact convergence. We establish the conditions of equivalence of the Bessel operator to the
square of differentiation in the space H0(G).

В роботах багатьох математикiв вивчали-
ся властивостi оператора Бесселя

Bν =
d2

dx2
+

2ν + 1

x

d

dx

в рiзноманiтних функцiональних просторах.
Цi дослiдження здебiльшого базувалися на
тому, що при певних обмеженнях на пара-
метр ν оператор Бесселя в цих просторах
є еквiвалентним до оператора двократного
диференцiювання (див., наприклад, [1],[2]).
В цiй статтi ми доводимо, що цей факт є
правильним i в деяких просторах аналiти-
чних функцiй.

Нехай G – довiльна область комплексної
площини i H(G) – простiр усiх аналiтичних
в G функцiй, що надiлений топологiєю ком-
пактної збiжностi. Через L(H(G)) позначи-
мо простiр усiх лiнiйних неперервних опе-
раторiв на H(G). Надалi вважатимемо, що
G – довiльна симетрична область компле-
ксної площини, яка мiстить початок коорди-
нат. Через H0(G) позначимо пiдпростiр про-
стору H(G), який складається з усiх парних
функцiй простору H(G) i надiлений iндуко-
ваною топологiєю простору H(G). Для до-
вiльного α ∈ C формулою

Bα = D2 +
α

z
D,

де D = d
dz

, визначається оператор Бессе-
ля, який лiнiйно та неперервно дiє в просто-
рi H0(G). Метою цiєї статтi є дослiдження

умов, при яких оператор Bα є еквiвалентним
у просторi H0(G) до оператора D2.

Наведемо деякi допомiжнi твердження.
Через G(2) позначимо множину G(2) = {z2 :
z ∈ G}. G(2) є областю в C, оскiльки обла-
стю є G. Простiр H0(G) є iзоморфним до
простору H(G(2)), причому оператор K :
H(G(2)) → H0(G), який дiє за правилом
(Kf)(z) = f(z2) iзоморфно вiдображає про-
стiр H(G(2)) на H0(G) (див. твердження 6◦–
8◦ [3]).

Використовуючи iзоморфiзм K, одержу-
ємо, що є правильним наступне твердження.

Лема 1. Мiж операторами T з кла-
су L(H0(G)) i операторами T̃ з класу
L(H(G(2))) формулою

T = KT̃K−1

встановлюється взаємно-однозначна вiдпо-
вiднiсть.

Зауваження 1. Оскiльки TK = KT̃ i
оператор K iзоморфно вiдображає простiр
H(G(2)) на H0(G), то оператор T в просто-
рi H0(G) є еквiвалентним до оператора T̃ у
просторi H(G(2)).

Зазначимо, що система (z2n)∞n=0 є повною
в просторi H0(G) (див лему 5, стор. 100, [4]).

Теорема 1. Нехай G – довiльна симе-
трична область комплексної площини, яка
мiстить початок координат i є зiрковою
вiдносно точки 0, а α ∈ C. Оператор T ,
який на парних степенях незалежної змiн-
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ної визначається формулами

Tz2n =

n−1∏
j=0

(2j + 1 + α)

(2n− 1)!!
z2n, (1)

n = 0, 1, . . . продовжується до оператора з
класу L(H0(G)).

Доведення. Позначимо γn =

n−1∏
j=0

(2j+1+α)

(2n−1)!!
,

n = 0, 1, . . .. Для числа a ∈ C через (a)n по-
значимо символ Похгаммера, тобто (a)n =
a(a+1) . . . (a+n−1) при n ≥ 1, (a)0 = 1. Тодi

γn =
(α+1

2 )
n

( 1
2)n

, n = 0, 1, . . .. Область G(2) є зiр-

ковою вiдносно початку координат, оскiль-
ки такою є область G. Тому за теоремою 1
[5] оператор T̃ , який на степенях z визна-
чається рiвностями T̃ zn = γnz

n продовжує-
ться до оператора з класу L(H(G(2))). При
n = 0, 1, . . . виконуються рiвностi

Tz2n = (KT̃K−1)(z2n) = γnz
2n.

Тому формулою T = KT̃K−1 оператор
T продовжується до оператора з класу
L(H0(G)). Теорема доведена.

Наслiдок 1. При виконаннi умов тео-
реми 1 оператор T буде iзоморфiзмом про-
стору H0(G) тодi i тiльки тодi, коли вико-
нується умова

α ̸= −2j − 1, j = 0, 1, . . . . (2)

Доведення. Необхiднiсть умови (2) є оче-
видною, а достатнiсть випливає з того, що
при виконаннi (2) за наслiдком 1 [5] (див. та-
кож лему 1 [6]) оператор T̃ є iзоморфiзмом
простору H(G(2)).

Теорема 2. Нехай G – довiльна симе-
трична область комплексної площини, яка
мiстить початок координат i є зiрковою
вiдносно точки 0, а α ∈ C. Для того, щоб
оператор Бесселя Bα був еквiвалентним до
оператора D2 у просторi H0(G) необхiдно i
достатньо, щоб виконувалася умова (2).

Доведення. Необхiднiсть. Нехай опе-
ратор Bα є еквiвалентним до оператора D2

у просторi H0(G), а умова (2) не виконує-
ться. Тодi iснує число m = 0, 1, . . . таке, що
α = −2m−1. Маємо, що Bα1 = Bαz

2m+2 = 0.

Тому dim ker(Bα) ≥ 2 в просторi H0(G).
Оскiльки dim ker(D2) = 1 в просторi H0(G),
то оператори Bα i D2 не є еквiвалентними в
H0(G). Одержали суперечнiсть.

Достатнiсть. Нехай умова (2) виконує-
ться. Тодi за наслiдком 1 оператор T , який
на степенях z визначається рiвностями (1),
є iзоморфiзмом простору H0(G). При n =
1, 2, . . . маємо

(TBα)(z
2n) = 2n(2n− 1 + α)Tz2n−2 =

= 2n(2n− 1 + α)

n−2∏
j=0

(2j + 1 + α)

(2n− 3)!!
z2n−2 =

= 2n(2n− 1)

n−1∏
j=0

(2j + 1 + α)

(2n− 1)!!
z2n−2 =

= (D2T )(z2n).

Крiм того (TBα)(1) = (D2T )(1). Тому

(TBα)(z
2n) = (D2T )(z2n) (3)

при n = 0, 1, . . .. Оскiльки оператори
T,Bα, D

2 належать класу L(H0(G)) i систе-
ма (z2n)∞n=0 є повною в просторi H0(G), то з
(3) випливає, що

TBα = D2T.

Оскiльки оператор T є iзоморфiзмом про-
стору H0(G), то оператор Bα є еквiвален-
тним у просторi H0(G) до оператора D2.

Наслiдок 2. При виконаннi умов тео-
реми 2 для довiльних комплексних чисел α1,
α2, якi задовольняють умову (2), операто-
ри Bα1 та Bα2 є еквiвалентними у просторi
H0(G).

Лема 2. Нехай G – довiльна симетри-
чна вiдносно початку координат область в
C, яка мiстить початок координат i Λ =
4DUzD−2D, де Uz – оператор множення на
незалежну змiнну. Тодi оператор D2 в про-
сторi H0(G) еквiвалентний до оператора Λ
в просторi H(G(2)).

Доведення. При n = 0, 1, 2 . . . викону-
ються рiвностi

D2(z2n) = (KΛK−1)(z2n).

96 ISSN 2309-4001. Буковинський математичний журнал. 2017. – Т. 5, № 1–2.



Звiдси, використовуючи аналогiчнi мiркува-
ння, як i при доведеннi теореми 1, одержує-
мо, що виконується рiвнiсть

D2 = KΛK−1.

Лема доведена.
Теорема 3. Нехай G – довiльна симе-

трична область комплексної площини, яка
мiстить початок координат i є зiрковою
вiдносно точки 0, а комплексне число α за-
довольняє умову (2). Тодi оператор Бессе-
ля Bα в просторi H0(G) є еквiвалентним
до оператора Λ в просторi H(G(2)).

Правильнiсть твердження теореми 3
одержується з леми 2 i теореми 2 з вико-
ристанням транзитивностi вiдношення еквi-
валентностi операторiв. При цьому викону-
ється рiвнiсть

(K−1T )Bα = Λ(K−1T ), (4)

де T – це оператор, який визначений в тео-
ремi 1.

Застосуємо одержанi результати до опи-
су комутанта оператора Бесселя в просторi
H0(G). З теореми 1 [7] випливає, що у випад-
ку, коли область G є обмеженою i симетри-
чною вiдносно початку координат, оператор
T з класу L(H0(G)) є переставним з операто-
ром D2 у просторi H0(G) тодi i тiльки тодi,
коли

T =
∞∑
n=0

cnD
2n,

де (cn)
∞
n=0 – послiдовнiсть комплексних чи-

сел, яка задовольняє умову

lim
n→∞

n
√
n!|cn| = 0. (5)

Використовуючи це твердження i теорему 2
одержуємо, що є правильним наступне твер-
дження.

Теорема 4. Нехай G – довiльна обмеже-
на симетрична область комплексної пло-
щини, яка мiстить початок координат i є
зiрковою вiдносно точки 0, а α ∈ C, причо-
му виконується умова (2). Для того, щоб
оператор T з класу L(H0(G)) комутував з
оператором Bα у просторi H0(G) необхiдно

i достатньо, щоб вiн зображався формулою

T =
∞∑
n=0

cnB
n
α, (6)

де (cn)
∞
n=0 – послiдовнiсть комплексних чи-

сел, яка задовольняє умову (5).
Аналогiчно встановлюється, що для α ∈

C, яке задовольняє умову (2), оператор T з
класу L(H0(C)) є переставним з оператором
Bα у просторi H0(C) тодi i тiльки тодi, коли
вiн зображається формулою (6), де (cn)

∞
n=0 –

послiдовнiсть комплексних чисел, яка задо-
вольняє умову lim

n→∞
n
√
n!|cn| < ∞. При α > 0

цей результат було одержано в роботi [8].
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