
УДК 517.51

c⃝2017 р. Маслюченко В.К., Фотiй О.Г.

Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

ПРО СЕКВЕНЦIАЛЬНО НЕПЕРЕРВНI ФУНКЦIЇ

Для топологiчних просторiв X,Y i точки x0 ∈ X вiдображення f : X → Y називається
Cx0 -неперервним, якщо для кожної неперервної кривої ω : [0, 1] → X, у якої ω(0) = x0, ком-
позицiя f ◦ω неперервна в точцi 0. Показано, що для топологiчного векторного простору X i
топологiчного простору Y вiдображення f : X → Y буде Cx0-неперервним тодi i тiльки тодi,
коли воно є секвенцiально неперервним у точцi x0. Наведено приклади топологiчних вектор-
них просторiв, для яких з Cx0 -неперервностi не випливає звичайна неперервнiсть в точцi x0.
Доведено аналог теореми про промiжне значення для секвенцiально неперервних функцiй
f : X → Y .

Given topological spaces X,Y and a point x0 ∈ X, a function f : X → Y is said to be Cx0 -
continuous if for every continuous curve ω : [0, 1] → X with ω(0) = x0, the composition f ◦ ω is
continuous at 0. We prove that, for every topological vector space X and every topological space Y
a function f : X → Y is Cx0 -continuous if and only if f is sequentially continuous at x0. We provide
examples of topological vector spaces for which the Cx0-continuity does not imply the continuity at
x0. We also prove a version of the intermediate value theorem for sequentially continuous functions
f : X → Y .

1. Вступ. Вiдображення f : X → Y , що
дiє з топологiчного простору X у тополо-
гiчний простiр Y називається секвенцiаль-
но неперервним (коротко: s-неперервним) у
точцi x0, якщо для довiльної послiдовностi
точок xn з X з умови xn → x0 випливає, що
f(xn) → f(x0), i просто секвенцiально непе-
рервним, якщо воно є таким у кожнiй точцi
простору X. Добре вiдомо [1], [2], що з не-
перервностi вiдображення f у точцi x0 ви-
пливає його s-неперервнiсть у цiй точцi, але
обернене твердження не справедливе. Таким
чином, s-неперервнiсть – це певне ослаблен-
ня неперервностi, можливо, найдавнiше.

У кiнцi XIX столiття почалось iнтенсивне
вивчення i iншого ослаблення неперервно-
стi, але вже для функцiї двох змiнних, а са-
ме нарiзної неперервностi. Вивчення зв’яз-
кiв мiж нарiзною i звичайною (чи як кажуть
сукупною) неперервнiстю почалось з капi-
тальної працi Р. Бера [3]. На початку XX
столiття у працi [4] було введено пiдсилення
нарiзної неперервностi – лiнiйна неперерв-
нiсть. Пiзнiше це поняття дiстало розвиток у
працi [5], де прямi лiнiї були замiненi на кри-
вi. В недавнiй час у цьому напрямку були
отриманi новi результати у роботах [6–8]. Всi

вони стосувались вiдображень f : Rn → R.
Вiдправляючись вiд цих робiт, ми вводи-

мо тут поняття Ωx0-неперервностi для вiд-
ображень f : X → Y , де Ωx0 – довiль-
на множина кривих ω : [0, 1] → X, для
яких ω(0) = x0. Вiдображення f називає-
ться Ωx0-неперервним, якщо для довiльно-
го ω ∈ Ωx0 композицiя f ◦ ω є неперервною
у точцi 0. Виявляється, що для довiльно-
го топологiчного векторного простору (ско-
рочено: ТВП) X i множини Cx0 всiх непе-
рервних кривих ω : [0, 1] → X, для яких
ω(0) = x0, Cx0-неперервнiсть рiвносильна се-
квенцiальнiй неперервностi в точцi x0, яка
для метризовних просторiв рiвносильна зви-
чайнiй неперервностi. Ми наводимо також
ряд прикладiв, що стосуються зв’язкiв мiж
Cx0-неперервнiстю та неперервнiстю у точцi
x0 для неметризовних ТВП.

Друга тема, що вивчається у данiй працi
стосується узагальнення класичної теореми
Больцано-Кошi про промiжне значення. Вi-
доме її узагальнення звучить так [9, c.122]:
для зв’язного топологiчного простору X, не-
перервної функцiї f : X → R, точок a i b з
X, таких, що f(a) < f(b) i числа γ, для якого
f(a) < γ < f(b), iснує така точка c ∈ X, що
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f(c) = γ. Легко перевiрити, що зв’язнiсть то-
пологiчного простору X рiвносильна такiй
умовi: кожна нетривiальна пiдмножина E
простору X, тобто така, що E ̸= Ø i E ̸= X,
має непорожню межу frE = E ∩X \ E.

Нагадаємо, що секвенцiальним замикан-
ням (коротко: s-замиканням) множини E
в X називають множину E

s, яка склада-
ється з усiх границь послiдовностей точок
з E у просторi X. Назвемо секвенцiаль-
ною межею (s-межею) множини A в X пе-
ретин frsE = E

s ∩ X \ E
s
. Ми кажемо,

що простiр X є секвенцiально зв’язним (s-
зв’язним), якщо кожна нетривiальна пiд-
множина E простору X має непорожню s-
межу frsE. Виявляється, що справедливе i
таке узагальнення теореми Больцано-Кошi:
для s-зв’язного простору X, s-неперервної
функцiї f : X → R, точок a i b з X, та-
ких, що f(a) < f(b) i числа γ, для якого
f(a) < γ < f(b), iснує така точка c ∈ X, що
f(c) = γ. Зауважимо, що в цьому резуль-
татi у порiвняннi з вiдомим узагальненням
умови на простiр X пiдсилюються, а на вiд-
ображення послаблюються.

Звичайно, природно виникають питання
про зв’язки мiж неперервнiстю у точцi x0 i
Ωx0-неперервнiстю для iнших множин кри-
вих, як це зроблено у [5–8], а також про
узагальнення теореми про промiжне значе-
ння для iнших просторiв iз замиканням [A],
яке не обов’язково задовольняє умову [[A]] =
[A]. Цьому будуть присвяченi наступнi пу-
блiкацiї авторiв.

2. Cx0-неперервнiсть та її зв’язки з
секвенцiальною неперервнiстю. Почне-
мо з доведення першого основного результа-
ту.

Теорема 1. Нехай X – топологiчний
векторний простiр, x0 ∈ X, Y – довiль-
ний топологiчний простiр i f : X → Y –
вiдображення. Тодi наступнi умови еквiва-
лентнi:

(a) f – Cx0-неперервне;
(b) f – s-неперервне в точцi x0.
Доведення. (a) ⇒ (b). Нехай вiдобра-

ження f є Cx0-неперервне. Доведемо, що f
є s-неперервним у точцi x0. Для довiльних

точок a i b з X розглянемо вiдображення
ω = ωa,b,x0 : [0, 1] → X, що задається так:
ω(t) = (1 − 2t)a + 2tx0, якщо 0 ≤ t ≤ 1

2
, i

ω(t) = (2− 2t)x0 + (2t− 1)b, якщо 1
2
≤ t ≤ 1.

Зрозумiло, що вiдображення ω коректно
визначене. До того ж ω неперервне. Справдi,
операцiї додавання та множення на скаляр
у ТВП є неперервними, що дає нам непе-
рервнiсть звужень ω|[0, 1

2
] i ω|[ 1

2
,1]. Крiм того,

множини [0, 1
2
] i [1

2
, 1] замкненi в [0, 1], отже,

з неперервностi цих звужень випливає i не-
перервнiсть ω. Побудоване вiдображення є
ламаною, яка з’єднує точки a, x0 i b, причо-
му ω(0) = a, ω(1

2
) = x0 i ω(1) = b.

Для довiльного невиродженого вiдрiзка
[α, β] розглянемо вiдображення γ = γα,β :
[α, β] → [0, 1], що визначається формулою
γ(t) = β−t

β−α . Вiдображення γ – це гомеомор-
фiзм вiдрiзка [α, β] на вiдрiзок [0, 1], у якого
γ(β) = 0 i γ(α) = 1.

Нехай (xn)
∞
n=1 – довiльна послiдовнiсть

точок xn з простору X, яка збiгається до то-
чки x0 в X. Доведемо, що f(xn) → f(x0) в
Y .

Розглянемо довiльну строго спадну до
нуля послiдовнiсть точок αn ∈ (0, 1], для
якої α1 = 1 (наприклад, αn = 1

n
). Для

кожного n ∈ N визначимо вiдображення
ωn : [αn+1, αn] → X, покладаючи ωn =
ωxn,xn+1,x0 ◦ γαn+1,αn . Зрозумiло, що ωn :
[αn+1, αn] → X – це неперервне вiдображен-
ня, для якого ωn(αn) = xn i ωn(αn+1) = xn+1.
Введемо тепер вiдображення ω : [0, 1] → X,
покладаючи ω(t) = ωn(t) при αn+1 ≤ t ≤ αn
для кожного n i ω(0) = x0. Нехай Vx0 – до-
вiльний окiл точки x0 в X. Як добре вiдомо
[10], iснує такий заокруглений окiл нуля U в
X, що Ux0 = x0+U ⊆ Vx0 . Зсув Ux0 околу ну-
ля U на вектор x0 буде околом точки x0 в X
[10, c.13]. Оскiльки xn → x0 в X, то iснує та-
кий номер N , що xn ∈ Ux0 , як тiльки n ≥ N .
Покажемо, що тодi ω([0, αN ]) ⊆ Ux0 . Оскiль-
ки ω(0) = x0 ∈ Ux0 i (0, αN ] =

∪
n≥N

[αn+1, αn],

то досить пояснити, що ω([αn+1, αn]) ⊆ Ux0
при n ≥ N .

Зафiксуємо n ≥ N . Тодi xn i xn+1 – це то-
чки з Ux0 , тобто xn− x0 ∈ U i xn+1 − x0 ∈ U .
Розглянемо середину βn = αn+αn+1

2
вiдрiзка
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[αn+1, αn]. Для скорочення позначень покла-
демо γ = γαn+1,αn .

Якщо βn ≤ t ≤ αn, то 0 ≤ γ(t) =
αn−t

αn−αn+1
≤ 1

2
, отже,

ω(t) = ωn(t) = ωxn,xn+1,x0(γ(t)) =

= (1− 2γ(t))xn + 2γ(t)x0,

звiдки випливає, що

ω(t)− x0 = (1− 2γ(t))(xn − x0).

Але xn−x0 ∈ U i 0 ≤ 1−2γ(t) ≤ 1, тому i
ω(t)−x0 ∈ U , адже множина U заокруглена.
Звiдси отримуємо, що ω(t) ∈ Ux0 .

Якщо ж αn+1 ≤ t ≤ βn, то 1
2
≤ γ(t) =

αn−t
αn−αn+1

≤ 1. Тому для таких t

ω(t) = ωn(t) = ωxn,xn+1,x0(γ(t)) =

= (2− 2γ(t))x0 + (2γ(t)− 1)xn+1,

отже, ω(t) − x0 = (2γ(t) − 1)(xn+1 − x0).
Оскiльки xn+1−x0 ∈ U i 0 ≤ 2γ(t)−1 ≤ 1, то
знову ω(t) − x0 ∈ U , бо множина U заокру-
глена. Отже, i в цьому випадку ω(t) ∈ Ux0 .

Ми з’ясували, що ω([αn+1, αn]) ⊆ Ux0 для
кожного n ≥ N . Тому i ω([0, αN ]) ⊆ Ux0 ⊆
Vx0 . Оскiльки [0, αN ] – це окiл точки 0 у вiд-
рiзку [0, 1], то це i дає нам неперервнiсть ω
в точцi 0.

Таким чином, побудоване нами вiдобра-
ження ω належить до класу Cx0 . За умо-
вою композицiя g = f ◦ ω буде неперерв-
ною в точцi 0, а тому i s-неперервною у цiй
точцi. Оскiльки αn → 0, то g(αn) → g(0).
Але g(αn) = f(ω(αn)) = f(xn), а g(0) =
f(ω(0)) = f(x0). Отже, f(xn) → f(x0), що
i треба було з’ясувати.

(b) ⇒ (a). За законом контрапозицiї iм-
плiкацiя (b) ⇒ (a) рiвносильна iмплiкацiї
⌉(a) ⇒⌉(b), яку ми i доведемо.

Припустимо, що f не Cx0-неперервне вiд-
ображення. Тодi iснує така крива ω0 ∈ Cx0 ,
що композицiя g0 = f◦ω0 розривна в точцi 0.
Тому iснує окiл V точки y0 = g0(0) = f(x0) у
просторi Y , такий, що для кожного δ ∈ (0, 1)
маємо: g0([0, δ)) * V . Беручи δ = 1

n
, де n ∈

N, ми отримуємо, що для кожного n iснує
точка 0 < tn <

1
n
, для якої g0(tn) /∈ V . Ясно,

що tn → 0, а тому xn = ω0(tn) → ω0(0) = x0,

адже функцiя ω0 неперервна в точцi 0. При
цьому f(xn) = f(ω0(tn)) = g0(tn) /∈ V для ко-
жного номера n. Тому f(xn) 9 f(x0), отже,
f не є s-неперервним у точцi x0.

Зауваження. Якщо простiр X локально
опуклий, то конструкцiю кривої ω з доведе-
ння iмплiкацiї (a) ⇒ (b) можна спростити,
з’єднуючи точки xn i xn+1 вiдрiзками i по-
кладаючи ω(0) = x0.

3. Простори Фреше–Урисона i зв’я-
зок мiж s-неперервнiстю та неперерв-
нiстю. Нагадаємо, що топологiчний простiр
X називається простором Фреше–Урисона,
якщо для кожної його пiдмножини A вико-
нується рiвнiсть A s

= A. У довiльних топо-
логiчних просторах можна гарантувати ли-
ше включення A s ⊆ A. Виявляється, що має
мiсце наступна

Теорема 2. Для топологiчного просто-
ру X такi умови рiвносильнi:

(a) X – це простiр Фреше–Урисона;
(b) для кожного топологiчного просто-

ру Y , довiльного вiдображення f : X → Y i
кожної точки x з X з s-неперервностi вiд-
ображення f у точцi x випливає його непе-
рервнiсть у точцi x;

(c) для кожної функцiї f : X → R i до-
вiльної точки x з s-неперервностi функцiї
f у точцi x випливає її неперервнiсть у цiй
точцi;

(d) для кожної функцiї f : X → {0, 1} зi
значеннями у дискретнiй двоточцi {0, 1} i
довiльної точки x з X з s-неперервностi
функцiї f у точцi x випливає її неперерв-
нiсть у цiй точцi.

Доведення. (a) ⇒ (b). Припустимо, що
(b) не виконується. Тодi iснують топологi-
чний простiр Y , вiдображення f : X → Y i
точка a ∈ X, такi, що f− s-неперервне i роз-
ривне в точцi a. В такому разi iснує такий
окiл V точки f(a) в Y , що f(U) * V , для
кожного околу U точки a.

Розглянемо множину A = f−1(Y \ V ) i
покажемо, що a ∈ A. Справдi, для кожного
околу U точки a маємо, що f(U) * V , отже,
iснує така точка u ∈ U , що f(u) /∈ V . Зро-
зумiло, що для цiєї точки u ми будемо мати,
що u ∈ U ∩A. Таким чином, U ∩A ̸= Ø для
кожного околу U точки A, тому a ∈ A.

ISSN 2309-4001.Буковинський математичний журнал. 2017. – Т. 5, № 1–2. 107



Далi, перевiримо, що a /∈ A
s. Припу-

стимо, що a ∈ A
s. Тодi iснує така послi-

довнiсть точок xn з A, що xn → a в X.
Оскiльки f є s-неперервним у точцi a, то i
f(xn) → f(a) в Y . Але xn ∈ A для кожно-
го n, тому f(xn) /∈ V для кожного n, звiдки
випливає, що f(xn) 9 f(a) в Y . Отримана
суперечнiсть доводить, що a /∈ A

s.
Ми вказали таку пiдмножину A простору

X, для якої A s ̸= A, отже, X не є просто-
ром Фреше–Урисона. Таким чином, доведе-
но, що ⌉(b) ⇒⌉(a), отже, має мiсце iмплiка-
цiя (a) ⇒ (b).

Iмплiкацiї (b) ⇒ (c) i (c) ⇒ (d) очевиднi,
бо дискретна двоточка {0, 1} є пiдпростором
числової прямої R.

(d) ⇒ (a). Припустимо, що X не є про-
стором Фреше–Урисона. Тодi iснує така пiд-
множина A в X, що A s ̸= A, тобто A s ⊂ A.
В такому разi iснує точка a ∈ A \ A s.

Розглянемо характеристичну функцiю
f = χA : X → {0, 1} множини A. Перевiри-
мо, що функцiя f є s-неперервною в точцi
a. Нехай xn → a в X. Тодi iснує такий но-
мер N , що xn /∈ A при n ≥ N . Справдi, в
iншому випадку ми змогли б визначити та-
ку строго зростаючу послiдовнiсть номерiв
nk, що xnk

∈ A для кожного k. Але xnk
→ a,

адже xn → a. Виходить, що a ∈ A
s, що су-

перечить вибору точки a. Оскiльки xn /∈ A
при n ≥ N , то f(xn) = 0 при n ≥ N . Далi
a /∈ A, бо a /∈ A

s i A ⊆ A
s. Тому i f(a) = 0.

Отже, f(xn) → f(a) при n→ ∞.
З другого боку функцiя f : X → {0, 1}

не буде неперервною у точцi a. Справдi,
f(a) = 0 i a ∈ A, тому в кожному околi U
точки a знайдеться точка u з множини A,
в якiй f(u) = 1. Тому для околу V = {0}
точки 0 = f(a) у просторi {0, 1} i довiльно-
го околу U точки a в X будемо мати, що
f(U) * V , що i дає нам розривнiсть у точцi
a.

Таким чином, ми побудували функцiю
f : X → {0, 1} i точку a ∈ X, такi, що
функцiя f є s-неперервною в точцi a, але
не неперервною в цiй точцi, тобто умова (d)
не виконується. Отже, ⌉(a) ⇒⌉(d), а значить
(d) ⇒ (a).

З поняттям простору Фреше–Урисона
спорiднене поняття секвенцiального просто-
ру [1, c.94]. Пiдмножину A простору X
ми назвемо секвенцiально замкненою (коро-
тко: s-замкненою), якщо A

s
= A. Тополо-

гiчний простiр X називається секвенцiаль-
ним, якщо в ньому кожна s-замкнена мно-
жина є замкненою, тобто з умови A

s
= A

випливає, що A = A. Зрозумiло, що кожний
простiр Фреше–Урисона є секвенцiальним.
Обернене не виконується (див. приклад в [1,
c.95]).

Позначимо символами C(X,Y ) i Cs(X, Y )
простори всiх неперервних чи s-неперервних
вiдображень f : X → Y вiдповiдно.

Подiбно до теореми 2 має мiсце такий ре-
зультат:

Теорема 3. Для топологiчного просто-
ру X такi умови рiвносильнi:

(a) простiр X секвенцiальний;
(b) для кожного топологiчного простору

Y має мiсце рiвнiсть Cs(X,Y ) = C(X, Y ).
(c) для зв’язної двоточки {0, 1} з топо-

логiєю T = {Ø, {0}, {0, 1}} виконується рiв-
нiсть Cs(X, Y ) = C(X,Y ).

Доведення. Iмплiкацiю (a) ⇒ (b) до-
ведено в [1, c.94], iмплiкацiя (b) ⇒ (c) оче-
видна. Доведемо iмплiкацiю (c) ⇒ (a). Для
цього доведемо, що має мiсце рiвносильна до
неї iмплiкацiя ⌉(a) ⇒⌉(c).

Нехай X – не секвенцiальний простiр. То-
дi в X iснує секвенцiальна замкнена множи-
на A, яка не замкнена в X. Розглянемо її
характеристичну функцiю f = χA : X →
{0, 1}. Покажемо, що f ∈ Cs(X, Y ), де Y =
{0, 1} – зв’язна двоточка. Нехай x ∈ X \ A i
xn → x в X. Оскiльки x /∈ A = A

s, то iснує
такий номер N , що xn /∈ A, як тiльки n ≥ N .
Тому f(xn) = 0 при n ≥ N i f(x) = 0, звiд-
ки випливає, що f(xn) → f(x) в Y . Якщо ж
x ∈ A, то f(x) = 1 i f(xn) → f(x) для до-
вiльної послiдовностi точок xn з X, адже у
точки 1 = f(x) у просторi Y лише один окiл
– це весь простiр Y = {0, 1}. Таким чином,
функцiя f секвенцiально неперервна.

Разом з тим f /∈ C(X, Y ), адже про-
образ f−1(1) = A замкненої в Y множини
{1} = Y \ {0} не замкнений в X. Таким чи-
ном, f ∈ Cs(X, Y ) \ C(X, Y ) i умова (c) не
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виконується, отже, ⌉(a) ⇒⌉(c), а значить,
(c) ⇒ (a) i теорема доведена.

Чи еквiвалентна секвенцiальнiсть про-
стору X рiвностi Cs(X,R) = C(X,R) зали-
шається нез’ясованим.

4. Деякi приклади. Тут ми наведе-
мо два приклади локально опуклих неме-
тризовних просторiв X, для яких з Cx0-
неперервностi вiдображень f : X → Y не ви-
пливає їх неперервнiсть у точцi x0 ∈ X.

Приклад 1. Нехай X = R∞ – простiр
всiх фiнiтних послiдовностей дiйсних чисел,
надiлений своєю природною локально опу-
клою топологiєю iндуктивної границi послi-
довностi скiнченновимiрних пiдпросторiв

Rn = {x = (ξ1, . . . , ξn, 0, 0, . . .) :

ξk ∈ R при k = 1 . . . n}.

Базу околiв нуля у цьому просторi утворю-
ють множини

Ue = {x = (ξk)
∞
k=1 : (∀k ∈ N)(|ξk| < εk)},

де e = (εk)
∞
k=1 – довiльна послiдовнiсть чисел

εk > 0 [11, c.48].
Розглянемо у просторi R∞ орти en =

(δn,k)
∞
k=1, де δn,k = 0 при k ̸= n i δn,n = 1.

З точок

xm,n =
1

n
e1 +

1

m
en

простору R∞ утворимо множину A = {xm,n :

m,n ∈ N}. Покажемо, що 0 ∈ A \ A s.
Нехай U = Ue, де e = (εk)

∞
k=1, εk > 0 – до-

вiльний базисний окiл нуля у просторi R∞.
Оскiльки 1

n
→ 0 при n → ∞, то iснує такий

номер N , що 1
N
< ε1. Так само iснує такий

номер M , що 1
M

< εN . В такому разi еле-
мент xM,N з множини A входить у окiл U .
Це показує, що 0 ∈ A.

З теореми Д’єдонне–Шварца [11, c.54] ви-
пливає, що кожна збiжна послiдовнiсть в
R∞ мiститься в деякому дограничному про-
сторi Rn. Звiдси легко вивести, що 0 /∈ A

s.
Справдi, нехай yj = xmj ,nj

→ 0 в R∞ для
деяких послiдовностей номерiв mj та nj. За
теоремою Д’єдонне–Шварца iснує таке n, що
nj ≤ n для кожного j. Тодi 1

nj
≥ 1

n
> 0 для

кожного j, отже, 1
nj

9 0. Таким чином, пер-
шi координати послiдовностi yj не прямують
до нуля в R, а тому yj 9 0 в R∞.

Для побудованої нами множини A
s ̸= A,

отже, R∞ не є простором Фреше – Урисона.
Тому з теорем 1 i 2 випливає, що iснує Cx0-
неперервна функцiя f : R∞ → R, яка не є
неперервною в точцi x0.

Приклад 2. Нехай X = R[0,1] – про-
стiр всiх функцiй x : [0, 1] → R з топологi-
єю поточкової збiжностi. Розглянемо в ньо-
му множину A = C[0, 1], що складається з
усiх неперервних функцiй x : [0, 1] → R. То-
дi A s

= B1[0, 1], де B1[0, 1] – це множина
всiх функцiй x : [0, 1] → R першого класу
Бера. З другого боку A = X, адже для до-
вiльної скiнченної послiдовностi рiзних то-
чок t1 . . . tn з вiдрiзка [0, 1] i довiльних чи-
сел s1 . . . sn iснує така неперервна функцiя
y : [0, 1] → R, що y(tk) = sk при k = 1 . . . n.
Оскiльки функцiя Дiрiхле χQ∩[0,1] з X не є
функцiєю першого класу Бера, адже вона
скрiзь розривна, а у функцiй з B1[0, 1] мно-
жина точок розриву є множиною першої ка-
тегорiї, то A

s ̸= A, отже, i X = R[0,1] не
є простором Фреше – Урисона, а значить,
iснує Cx0-неперервна функцiя на X, яка не
є неперервною в точцi x0.

5. Секвенцiально зв’язнi множини.
Нагадаємо, що межею множини E в топо-
логiчному просторi X називається перетин
frE = E∩X \ E замикань самої множини E
i ї ї доповненняX\E. Пiдмножину E множи-
ни X назвемо нетривiальною, якщо E ̸= Ø i
E ̸= X. Наступний критерiй зв’язностi топо-
логiчного простору ми не знайшли у вiдомих
нам джерелах.

Теорема 4. Топологiчний простiр X
буде зв’язним тодi i тiльки тодi, коли ко-
жна нетривiальна пiдмножина E просто-
ру X має непорожню межу frE.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай X –
зв’язний простiр i E – нетривiальна пiдмно-
жина X. Якби frE = Ø, то непорожнi за-
мкненi множини A = E i B = X \ E були б
диз’юнктними i A ⊔ B = X, що суперечило
б зв’язностi простору X, отже, frE ̸= Ø.

Достатнiсть. Нехай простiр X незв’я-
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зний. Тодi його можна розбити на двi непо-
рожнi замкненi множини A i B. В такому
разi пiдмножина E = A простору X буде
нетривiальною i її межа

frE = E ∩ (X \ E) = A ∩B = A ∩B = Ø.

Назвемо секвенцiальною межею (коро-
тко: s-межею) множини E в топологiчному
просторi X перетин frsE = E

s ∩X \ E
s

се-
квенцiальних замикань самої множини E i її
доповнення X \E. Вiдштовхуючись вiд вка-
заної характеризацiї зв’язностi назвемо про-
стiр X секвенцiально зв’язним (коротко: s-
зв’язним), якщо s-межа frsE кожної нетри-
вiальної пiдмножини E простору X непоро-
жня. Так само як i теорема 4 легко доводи-
ться

Теорема 5. Топологiчний простiр X
буде s-зв’язним тодi i тiльки тодi коли йо-
го не можна розбити на двi непорожнi s-
замкненi множини A i B.

6. Критерiй секвенцiальної непе-
рервностi. Добре вiдомо [1, c.57], що вiд-
ображення f : X → Y буде неперервним
тодi i тiльки тодi коли прообраз f−1(B) ко-
жної замкненої пiдмножини B простору Y
замкнений у просторi X. Для секвенцiально
неперервних вiдображень має мiсце аналогi-
чний критерiй.

Теорема 6. Для топологiчних просто-
рiв X i Y i вiдображення f : X → Y насту-
пнi умови рiвносильнi:

(a) f – s-неперервне;
(b) f(A

s
) ⊆ f(A)

s
для кожної A ⊆ X;

(c) прообраз f−1(B) кожної s-замкненої
множини B у просторi Y є s-замкненою
множиною у просторi X.

Доведення. (a) ⇒ (b). Нехай вiдобра-
ження f є s-неперервним i A ⊆ X. Доведе-
мо, що f(A

s
) ⊆ f(A)

s
. Нехай x ∈ A

s. Тодi
iснує послiдовнiсть точок xn ∈ A, така, що
xn → x. В такому разi f(xn) → f(x) i f(xn) ∈
f(A) для кожного n. Тому f(x) ∈ f(A)

s
.

(b) ⇒ (c). Нехай виконується умова (b),
B – s-замкнена пiдмножина Y i A = f−1(B).
Тодi

f(A
s
) ⊆ f(A)

s
⊆ B

s
= B,

отже, A ⊆ A
s ⊆ f−1(B) = A, а зна-

чить, A s
= A, тобто i множина A буде s-

замкненою в X.
(c) ⇒ (a) Припустимо, що для вiдображе-

ння f : X → Y виконується умова (c), але
воно не є s-неперервним. Тодi iснує така то-
чка x ∈ X i послiдовнiсть точок xn ∈ X, що
xn → x в X, але f(xn) 9 f(x) в Y . Оскiль-
ки f(xn) 9 f(x), то iснує такий вiдкритий
окiл V точки f(x), що множина S = {n ∈
N : f(xn) /∈ V } нескiнченна. В такому разi
S = {nk : k ∈ N}, де (nk)

∞
k=1 – строго зроста-

юча послiдовнiсть номерiв. Розглянемо за-
мкнену в Y множину B = Y \ V . Зрозумiло,
що вона буде i s-замкненою в Y , тому її про-
образ A = f−1(B) буде s-замкнений в X. За
побудовою f(xnk

) ∈ B для кожного номера
k, а значить, xnk

∈ A для кожного k. Крiм
того, xnk

→ x, адже xn → x. Але x /∈ A,
бо f(x) ∈ V , отже, f(x) /∈ B. Виходить, що
множина A не є s-замкненою, що приводить
до суперечностi.

7. Теорема про промiжне значення
для секвенцiально неперервних фун-
кцiй. Встановимо тепер другий основний
результат нашої роботи.

Теорема 7. Нехай X – s-зв’язний топо-
логiчний простiр, f : X → R – s-неперервне
вiдображення, a ∈ X, b ∈ X i f(a) <
γ < f(b). Тодi iснує така точка c ∈ X, що
f(c) = γ.

Доведення. Розглянемо множини
A = f−1((−∞, γ]) = {x ∈ X : f(x) ≤ γ} i
B = X \ A. За теоремою 6

f(frsA) = f(A
s ∩B s

) ⊆ f(A
s
) ∩ f(B s

) ⊆

⊆ f(A)
s
∩ f(B)

s
⊆

⊆ (−∞, γ]
s
∩ (γ,+∞)

s
= {γ}.

Оскiльки простiр X є s-зв’язним i A – це
нетривiальна пiдмножина простору X, адже
a ∈ A i b /∈ A, то frs(A) ̸= Ø. За доведеним
f(frsA) ⊆ {γ}. Оскiльки f(frsA) ̸= Ø, то
f(frsA) = {γ}. Тому iснує така точка c ∈
frsA, що f(c) = γ, яка i буде шуканою.

Ясно, що подiбним чином ми могли б до-
вести i класичну теорему про промiжне зна-
чення [9, c.122].
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8. Прикiнцевi зауваження. Поняття
s-зв’язностi i теорема 7 виникли в резуль-
татi узагальнення такого доведення теоре-
ми про промiжне значення для вiдрiзка. Не-
хай f : [a, b] → R – неперервна функцiя i
f(a) < γ < f(b). Доведемо, що iснує точка
c ∈ (a, b), така, що f(c) = γ. Розглянемо
множину A = {x ∈ [a, b] : f(x) ≤ γ}. Зро-
зумiло, що множина A замкнена, непорожня
i обмежена. Тому iснує її точна верхня межа
c, причому c ∈ A, отже, f(c) ≤ γ. В такому
разi, c < b, бо f(b) > γ i b /∈ A. З промiжка
(c, b] можна вибрати послiдовнiсть точок xn,
таку, що xn → c. Для неї f(xn) > γ для ко-
жного n. Переходячи в цiй нерiвностi до гра-
ницi при n→ ∞, ми отримаємо, що f(c) ≥ γ.
Тодi f(c) = γ.

Зауважимо, що побудована у цьому дове-
деннi точка c належить якраз до секвенцi-
альної межi множини A.

На завершення автори висловлюють
вдячнiсть О.В. Маслюченку за стимулюю-
чу участь у обговореннях i кориснi поради.

СПИСОК ЛIТЕРАТУРИ

1. Энгелькинг Р. Общая топология. – М.: Мир,
1986. – 752с.

2. Маслюченко В.К. Лекцiї з функцiонального
аналiзу. Ч.1. Метричнi i нормованi простори. – Чер-
нiвцi: ЧНУ Рута, 2010. – 184с.

3. Baire R. Sur les fonctions de variables reélles //
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