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ДВОТОЧКОВА КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ СИСТЕМИ
З БАГАТЬМА ПЕРЕТВОРЕНИМИ АРГУМЕНТАМИ

Чисельно-аналiтичним методом дослiджується питання iснування та наближеної побудо-
ви розв’язку крайової задачi для системи диференцiальних рiвнянь iз скiнченною кiлькiстю
перетворених аргументiв у випадку лiнiйних двоточкових крайових умов.

The question of existence and approximate construction of a boundary value problem solution
for a differential equations system with finite quantity of transformed arguments and linear two-
point boundary conditions is investigated by the numerical-analytical method.

Одним iз ефективних та унiверсальних
методiв дослiдження рiзноманiтних крайо-
вих задач для звичайних диференцiаль-
них рiвнянь є чисельно-аналiтичний метод
А.М. Самойленка [1-3]. Поширення цього
методу на новi класи крайових задач, зокре-
ма, для рiвнянь з вiдхиленим аргументом, є
актуальною задачею [4].

У данiй роботi розглядається крайова за-
дача для системи диференцiальних рiвнянь
iз скiнченною кiлькiстю перетворених аргу-
ментiв вигляду

ẋ(t) = f(t, x(t), x(λ1(t)), . . . , x(λk(t))), (1)

Ax(0) +Bx(T ) = d, (2)

де t ∈ [0, T ], T = const > 0; x, f ∈ Rn;
λi : [0, T ] → [0, T ] (i = 1, k) – довiльнi непе-
рервнi вiдображення, A i B – сталi n × n
матрицi, d – сталий n-вимiрний вектор.

Функцiя f(t, x, y1, . . . , yk) припускається
визначеною та неперервною в областi

(t, x, y1, . . . , yk) ∈ [0, T ]×Dk+1, (3)

де D – замкнена обмежена область в Rn,
обмеженою вектором M ∈ Rn, Mi > 0
(i = 1, n), i задовольняючою умову Лiпшiца
по x, y1, . . . , yk з матрицею K = {kij ≥ 0;
i, j = 1, n}:

|f(t, x, y1, . . . , yk)| ≤M, (4)

|f(t, x, y1, . . . , yk)− f(t, x, y1, . . . , yk)| ≤

≤ K

(
|x− x|+

k∑
i=1

|yi − yi|

)
. (5)

Тут
|f(t, x, y1, . . . , yk)| =

= (|f1(t, x, y1, . . . , yk)|, . . . , |fn(t, x, y1, . . . , yk)|)
i нерiвнiсть мiж векторами розумiється по-
компонентно.

Припустимо також, що для деяких фiксо-
ваних дiйсних чисел k1 ̸= k2 виконується
спiввiдношення [3]

det(k1A+ k2B) ̸= 0. (6)

Позначимо через Dβ множину точок
x0 ∈ Rn, таких, що точки x0 + k1Hd(x0) мi-
стяться в областi D разом зi своїм β-околом,
де

H = (k1A+ k2B)−1,

d(x0) = d− (A+B)x0,

β =
T

2
M + β1(x0),

β1(x0) = |(k2 − k1)Hd(x0)|.
Нехай

Dβ ̸= ∅ (7)

i найбiльше власне значення λ(Q) матрицi
Q = k+1

2
TK не перевищує одиницi:

λ(Q) < 1. (8)

Розглянемо послiдовнiсть функцiй, що
визначаються рекурентним спiввiдношен-
ням

x0(t, x0) = x0 + k1Hd(x0),

xm(t, x0) = x0 + k1Hd(x0)+
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+

t∫
0

gm−1(t, x0)−
1

T

T∫
0

gm−1(s, x0)ds

dt+
+
t

T
(k2 − k1)Hd(x0), m = 1, 2, . . . , (9)

де

gm−1(t, x0) ≡ f(t, xm−1(t, x0), xm−1(λ1(t), x0),

. . . , xm−1(λk(t), x0)),

а параметр x0 ∈ Dβ.

Безпосередньою перевiркою легко пере-
конатися, що для довiльного x0 ∈ Dβ всi
функцiї цiєї послiдовностi задовольняють
крайовi умови (2).

Має мiсце наступне твердження про збi-
жнiсть послiдовних наближень xm(t, x0) ви-
гляду (9).

Теорема 1. Припустимо, що функцiя
f(t, x, y1, . . . , yk) визначена та неперервна в
областi (3) i виконуються умови (4)-(8).

Тодi послiдовнiсть функцiй xm(t, x0) ви-
гляду (9), якi для довiльного x0 ∈ Dβ за-
довольняють крайовi умови (2), рiвномiрно
збiгається при m → ∞ в областi (t, x0) ∈
[0, T ]×Dβ до граничної функцiї x∗(t, x0), яка
задовольняє крайовi умови (2) i є розв’язком
iнтегрального рiвняння

x(t) = x0 + k1Hd(x0)+

+

t∫
0

g(t)− 1

T

T∫
0

g(s)ds

dt+
+
t

T
(k2 − k1)Hd(x0), (10)

де

g(t) ≡ f(t, x(t), x(λ1(t)), . . . , x(λk(t))),

який при t = 0 проходить через точку
x∗(0, x0) = x0 + k1Hd(x0). Крiм цього,
x∗(t, x0) є розв’язком крайової задачi

ẋ(t) = f(t, x(t), x(λ1(t)), . . . , x(λk(t)))+∆(x0),

Ax(0) +Bx(T ) = d, (11)

де
∆(x0) =

1

T
(k2 − k1)Hd(x0)−

− 1

T

T∫
0

f(t, x(t), x(λ1(t)), . . . , x(λk(t)))dt.

Для вiдхилення x∗(t, x0) вiд xm(t, x0) при
всiх (t, x0) ∈ [0, T ] × Dβ i m = 1, 2, . . . вiрна
оцiнка

|x∗(t, x0)− xm(t, x0)| ≤ Wm(x0), (12)

де

Wm(x0) = Qm(E −Q)−1

(
T

2
M + β1(x0)

)
=

= Qm(E −Q)−1β.

Д о в е д е н н я. Покажемо, що в про-
сторi неперервних вектор-функцiй послiдов-
нiсть (9) є фундаментальною, а отже, i рiв-
номiрно збiжною.

Встановимо спочатку, що при x0 ∈ Dβ всi
функцiї xm(t, x0) мiстяться в D. На пiдставi
(9), враховуючи (4) та лему 2.1 з [3], маємо:

|x1(t, x0)− (x0 + k1Hd(x0))| ≤

≤ 2t

(
1− t

T

)
M + |(k2 − k1)Hd(x0)| ≤

≤ T

2
M + |(k2 − k1)Hd(x0)| =

=
T

2
M + β1(x0) = β. (13)

Тому x1(t, x0) ∈ D, як тiльки x0 ∈ Dβ.
Iндукцiєю легко показати, що для всiх
m = 1, 2, . . . , t ∈ [0, T ] i будь-якого x0 ∈ Dβ

функцiї xm(t, x0) вигляду (9) не виходять за
межi областi D.

Покладаючи

rm+1(t, x0) = |xm+1(t, x0)− xm(t, x0)| ,

на пiдставi (9) iз врахуванням (5) маємо:

rm+1(t, x0) ≤ K

(1− t

T

) t∫
0

ωm(s, x0)ds+

+
t

T

T∫
t

ωm(s, x0)ds

 , (14)
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де

ωm(s, x0) = rm(s, x0) +
k∑
i=1

rm(λi(s), x0).

Згiдно з (13),

r1(t, x0) ≤ β,

тому iз (14) при m = 1 знаходимо:

r2(t, x0) ≤ (k + 1)Kβ · 2t
(
1− t

T

)
≤

≤ Qβ.

Iндукцiєю можна довести, що для всiх
(t, x0) ∈ [0, T ]×Dβ

rm+1(t, x0) ≤ Qmβ, m = 0, 1, . . . .

Тому для j ≥ 1 маємо нерiвнiсть:

|xm+j(t, x0)− xm(t, x0)| ≤

≤
j∑
i=1

rm+i(t, x0) ≤

(
j−1∑
i=0

Qm+i

)
β =

= Qm

(
j−1∑
i=0

Qi

)
β. (15)

Умова (8) гарантує виконання спiввiдно-
шень

lim
m→∞

Qm = 0,

j−1∑
i=0

Qi ≤ (E −Q)−1. (16)

Тодi з (15) та (16) на пiдставi критерiю
Кошi випливає, що послiдовнiсть функцiй
xm(t, x0) вигляду (9) рiвномiрно збiгається
при m→ ∞ в областi (t, x0) ∈ [0, T ]×Dβ i

lim
m→∞

xm(t, x0) = x∗(t, x0). (17)

Оскiльки всi послiдовнi наближення
xm(t, x0) задовольняють крайовi умови (2),
то i гранична функцiя x∗(t, x0) також їх за-
довольняє.

При j → ∞ iз (15), враховуючи (17)
та (16), для всiх m = 1, 2, . . . , (t, x0) ∈
[0, T ]×Dβ отримуємо оцiнку (12). Крiм цьо-
го, переходячи iз врахуванням (17) у (9) до
границi при m → ∞, бачимо, що функцiя

x∗(t, x0) є розв’язком iнтегрального рiвнян-
ня (10), який при t = 0 проходить через то-
чку x∗(0, x0) = x0 + k1Hd(x0). Отже, грани-
чна функцiя x∗(t, x0) справдi є розв’язком
крайової задачi (11). Теорему доведено.

На пiдставi теореми 1, використовуючи
стандартну технiку чисельно-аналiтичного
методу [3], нескладно отримати наведенi да-
лi твердження.

Необхiднi i достатнi умови для того, щоб
гранична функцiя x∗(t, x0) послiдовностi (9)
була розв’язком крайової задачi (1), (2), дає
наступна теорема.

Теорема 2. Нехай виконуються умови
теореми 1. Тодi для того, щоб розв’язок
x∗(t) початкової задачi

ẋ(t) = f(t, x(t), x(λ1(t)), . . . , x(λk(t))),

x(0) = x0 + k1Hd(x0),

був одночасно розв’язком крайової задачi
(1), (2), необхiдно i досить, щоб x0 було
розв’язком визначального рiвняння

∆(x0) = 0,

де
∆(x0) =

1

T
(k2 − k1)Hd(x0)−

− 1

T

T∫
0

g∗(t, x0)dt, (18)

g∗(t, x0) ≡ f(t, x∗(t, x0), x
∗(λ1(t), x0), . . . ,

x∗(λk(t), x0)).

При цьому x∗(t) = x∗(t, x0) i для всiх
m = 1, 2, . . . , t ∈ [0, T ] щодо вiдхилення
точного розв’язку x∗(t) = x∗(t, x0) крайової
задачi (1), (2) вiд її наближеного розв’язку
xm(t, x0) вигляду (9) вiрна оцiнка (12).

Достатнi умови розв’язностi крайової за-
дачi (1), (2) дає наступне твердження.

Теорема 3. Нехай виконуються умови
теореми 1, а також умови:

1) iснує опукла замкнена область
D1 ⊂ Dβ, в якiй наближене визначаль-
не рiвняння

∆m(x0) = 0, (19)
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де
∆m(x0) =

1

T
(k2 − k1)Hd(x0)−

− 1

T

T∫
0

gm(t, x0)dt,

gm(t, x0) ≡ f(t, xm(t, x0), xm(λ1(t), x0), . . . ,

xm(λk(t), x0)),

має для деякого фiксованого m ≥ 1 єдиний
розв’язок x0 = x0m ненульового iндексу;

2) на межi S1 областi D1 виконується
нерiвнiсть

inf
x0∈S1

|∆m(x0)| > (k + 1)KWm(x0).

Тодi крайова задача (1), (2) має розв’язок
x∗(t), початкове значення

x∗(0) = x∗0 + k1Hd(x
∗
0) (20)

якого визначається таким x∗0, яке нале-
жить областi D1.

Оцiнку близькостi граничних функцiй
x∗(t, x′0) i x∗(t, x′′0) для точок x′0, x′′0 ∈ Dβ дає
наступне твердження.

Теорема 4. Нехай виконуються умо-
ви теореми 1. Тодi для будь-яких точок
x′0, x

′′
0 ∈ Dβ щодо вiдхилення граничних

функцiй x∗(t, x′0) i x∗(t, x′′0) послiдовностей
xm(t, x

′
0) i xm(t, x′′0) вигляду (9) вiдповiдно

вiрна оцiнка

|x∗(t, x′0)− x∗(t, x′′0)| ≤ (E −Q)−1R3 |x′0 − x′′0|,

де
R1 = |E − k1H(A+B)|,
R2 = |(k2 − k1)H(A+B)|,

R3 = R1 +R2.

Неперервну залежнiсть визначальної
функцiї ∆(x0) вигляду (18) вiд x0 дає
наступне твердження.

Теорема 5. Нехай виконуються умови
теореми 1. Тодi функцiя ∆(x0) вигляду (18)
визначена, неперервна в областi Dβ i для
всiх x′0, x′′0 ∈ Dβ задовольняє оцiнку

|∆(x′0)−∆(x′′0)| ≤

≤
[
1

T
R2 + (k + 1)K(E −Q)−1R3

]
×

×|x′0 − x′′0|.

Необхiднi умови розв’язностi крайової за-
дачi (1), (2) дає наступне твердження.

Теорема 6. Нехай виконуються умо-
ви теореми 1. Тодi для того, щоб деяка
область D2 ⊂ Dβ мiстила точку x∗0, яка ви-
значає при t = 0 початкове значення (20)
розв’язку x∗(t) крайової задачi (1), (2), не-
обхiдно, щоб для всiх m i довiльного x0 ∈ D2

виконувалась нерiвнiсть

|∆m(x0)| ≤

≤ sup
x0∈D2

[
1

T
R2 + (k + 1)K(E −Q)−1R3

]
×

×|x0 − x0|+ (k + 1)KWm(x0).

Оцiнку вiдхилення наближеного розв’яз-
ку xm(t, x0m), де x0m – розв’язок наближено-
го визначального рiвняння (19), вiд точно-
го розв’язку x∗(t) = x∗(t, x∗0) крайової задачi
(1), (2) дає наступне твердження.

Теорема 7. Нехай виконуються умови
теореми 3. Тодi для вiдхилення наближе-
ного розв’язку xm(t, x0m), де x0m – розв’язок
наближеного визначального рiвняння (19),
вiд точного розв’язку x∗(t) = x∗(t, x∗0) кра-
йової задачi (1), (2) вiрна оцiнка

|x∗(t, x∗0)− xm(t, x0m)| ≤

≤ (E −Q)−1R3 |x∗0 − x0m|+Wm(x0m).

Аналогiчно [3], при деяких додаткових
умовах гладкостi правої частини системи (1)
можна показати, що

|x∗0 − x0m| → 0 при m→ ∞

та довести рiвномiрну збiжнiсть наближено-
го розв’язку xm(t, x0m) до точного x∗(t) =
x∗(t, x∗0).

Зауваження 1. В наведенiй вище схе-
мi чисельно-аналiтичного методу суттєвим є
припущення, що умова (6) виконується для
деяких фiксованих дiйсних чисел k1 ̸= k2.
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Справдi, якщо умова (6) виконуватиметься
при k1 = k2, тобто, якщо det(A + B) ̸= 0,
то застосувати наведену схему у цьому ви-
падку буде неможливо, оскiльки послiдовнi
наближення та визначальнi функцiї взагалi
не залежатимуть вiд x0.

Зауваження 2. При k = 1 (у випадку
наявностi в системi лише одного перетворе-
ного аргументу) отриманi результати спiв-
падають з результатами, наведеними в [5].

Вкажемо один цiкавий частковий випа-
док крайової задачi (1), (2).

Нехай в крайових умовах (2)

A = E, B = −E, d = 0,

тодi вони перетворюються в перiодичнi кра-
йовi умови x(0) = x(T ), а задача (1), (2) зво-
диться до перiодичної крайової задачi

ẋ(t) = f(t, x(t), x(λ1(t)), . . . , x(λk(t))),

x(0) = x(T ),

де функцiя f(t, x, y1, . . . , yk) припускається
перiодичною по t з перiодом T .

Умова (6) виконується, наприклад, при
k1 = 0, k2 = 1. В цьому випадку

H = −E, d(x0) = 0, β1(x0) = 0,

β =
T

2
M, Q =

k + 1

2
TK,

аDβ – множина точок x0 ∈ Rn, що мiстяться
в областi D разом зi своїм T

2
M -околом.

Послiдовнi наближення xm(t, x0) набува-
ють вигляду

x0(t, x0) = x0,

xm(t, x0) = x0 +

t∫
0

[ gm−1(t, x0)−

− 1

T

T∫
0

gm−1(s, x0)ds ] dt, m = 1, 2, . . . ,

де

gm−1(t, x0) ≡ f(t, xm−1(t, x0), xm−1(λ1(t), x0),

. . . , xm−1(λk(t), x0)).

Визначальнi функцiї набувають вигляду

∆(x0) = − 1

T

T∫
0

g∗(t, x0)dt,

∆m(x0) = − 1

T

T∫
0

gm(t, x0)dt,

де

g∗(t, x0) ≡ f(t, x∗(t, x0), x
∗(λ1(t), x0), . . . ,

x∗(λk(t), x0)),

gm(t, x0) ≡ f(t, xm(t, x0), xm(λ1(t), x0), . . . ,

xm(λk(t), x0)),

а коренi x∗0 i x0m вiдповiдних визначальних
рiвнянь одразу задаватимуть точне та на-
ближене початковi значення перiодичного
розв’язку.

В оцiнках i нерiвностях, наведених в тео-
ремах 1-7, у цьому випадку

Wm(x0) =
T

2
Qm(E −Q)−1M,

R1 = E, R2 = 0, R3 = E.

На завершення вiдзначимо, що в працi [3]
чисельно-аналiтичним методом дослiджено
крайову задачу з умовами (2), (6) для си-
стеми звичайних диференцiальних рiвнянь
вигляду

ẋ(t) = f(t, x(t)).
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