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НЕЛОКАЛЬНА БАГАТОТОЧКОВА ЗА ЧАСОМ ЗАДАЧА ДЛЯ
ЕВОЛЮЦIЙНИХ ПСЕВДОДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ IЗ

ЗМIННИМИ СИМВОЛАМИ
Даються означення та властивостi фундаментального розв’язку нелокальної багатоточко-

вої за часом задачi для еволюцiйних рiвнянь iз псевдодиференцiальними операторами, по-
будованими за змiнними символами. Встановлюється розв’язнiсть багатоточкової задачi в
просторах типу W , дається iнтегральне зображення розв’язку.

There are given definitions and properties of fundamental solution for nonlocal multipoint with
respect to time problem for evolution equations with pseudo-differential operators constructed at
variable symbols. The solvability of multipoint problem in the W type spaces is installed and the
integral image interpretation of solution is given.

Одним iз узагальнень задачi Кошi для
рiвнянь з частинними похiдними є нелокаль-
на багатоточкова за часом задача, коли по-
чаткова умова u(t, ·)|t=0 = f замiнюється

умовою
m∑
k=0

αku(t, ·)|t=tk = f , де t0 = 0,

{t1, ..., tm} ⊂ (0, T ], {α0, α1, ..., αm} ⊂ R,
m ∈ N - фiксованi числа (якщо α0 = 1,
α1 = α2 = ... = αm = 0, то маємо, очевидно,
задачу Кошi). Нелокальнi за часом задачi
вiдносяться до нелокальних крайових задач
для рiвнянь з частинними похiдними. Нело-
кальнi задачi виникають при моделюваннi
рiзних процесiв i задач практики крайови-
ми задачами для рiвнянь з частинними похi-
дними з нелокальними умовами (див., напр.,
[1, 2]).

Дослiдженням нелокальних крайових за-
дач займалося багато математикiв, ви-
користовуючи при цьому рiзнi методи
й пiдходи (див., напр., [3–11]). Отри-
манi важливi результати щодо постанов-
ки, коректної розв’язностi та побудови
розв’язкiв, сформульованi умови регулярно-
стi крайових умов для важливих випадкiв
диференцiально-операторних рiвнянь.

У цiй роботi дослiджується нелокаль-
на багатоточкова за часом задача для ево-
люцiйних рiвнянь з псевдодиференцiальни-
ми операторами, побудованими за змiнни-
ми символами за допомогою перетворення

Фур’є. Аналiтичнiсть функцiї-символа псев-
додиференцiального оператора дозволяє ро-
зумiти такий оператор як оператор ди-
ференцiювання "нескiнченного порядку"iз
змiнними коефiцiєнтами, який дiє у пев-
ному просторi аналiтичних функцiй. При
цьому дається означення фундаментального
розв’язку зазначеної задачi та дослiджую-
ться властивостi такого розв’язку, встанов-
люється розв’язнiсть багатоточкової задачi.
Знайдено iнтегральне зображення розв’яз-
ку.

1. Простори типу W та типу S. Роз-
глянемо функцiю ω : [0,+∞) −→ [0,+∞),
яка є неперервною i зростаючою, причому
ω(0) = 0, lim

x→+∞
ω(x) = +∞. Для x ≥ 0

покладемо Ω(x) =
x∫
0

ω(ξ)dξ. Функцiя Ω во-

лодiє властивостями: 1) Ω - диференцiйов-
на, зростаюча на [0,+∞) функцiя, причому
Ω(0) = 0, lim

x→+∞
Ω(x) = +∞; 2) Ω є опуклою

донизу функцiєю [12, c. 8], тобто

∀{x1, x2} ⊂ [0,+∞) :

Ω(x1) + Ω(x2) ≤ Ω(x1 + x2).

Довизначимо функцiю Ω на (−∞, 0] пар-
ним чином. Поруч розглянемо функцiю
µ : [0,+∞) −→ [0,+∞), яка володiє та-
кими ж властивостями, що i функцiя ω.
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Для x ≥ 0 покладемо M(x) =
x∫
0

µ(ξ)dξ,

M(−x) =M(x). За допомогою функцiй M i
Ω Б.Л. Гуревич [13] увiв серiю просторiв, на-
званих ним просторами типу W . Наведемо
означення деяких iз цих просторiв.

Простiр WΩ
M будується за функцiями Ω

та M i визначається як сукупнiсть цiлих
функцiй φ : C → C, якi задовольняють
нерiвнiсть |φ(z)| ≤ c̃ exp{M(ãx) + Ω(b̃y)},
z = x + iy, з деякими додатними стали-
ми c̃, ã, b̃, залежними лише вiд функцiї φ.
WΩ
M можна подати як об’єднання злiченно-

нормованих просторiв WΩ,b
M,a, де WΩ,b

M,a скла-
дається з тих функцiй φ ∈ WΩ

M , для яких
правильними є нерiвностi |φ(x + iy)| ≤
≤ c̃ exp{−M(āx) + Ω(b̄y)}, z = x + iy ∈ C,
де ā - довiльна додатна стала, менша за ã,
b̄ - довiльна стала, бiльша за b̃. Якщо для
φ ∈ WΩ,b

M,a покласти

||φ||δρ = sup
z∈C

[|φ(z)|×

× exp{−Ω((b̃+ ρ)y) +M(ã(1− δ)x)}],

{δ, ρ} ⊂ {1/n, n ≥ 2},

то з цими нормами простiр WΩ,b
M,a стає пов-

ним досконалим злiченно-нормованим про-
стором [12, c. 16]. Об’єднання просторiв
WΩ,b
M,a за всiма a = 1, 1

2
, ... та b = 1, 2, ... спiв-

падає з простором WΩ
M .

Простори типу W перетворення Фур’є
вiдображаються в простори типу W . Для
того, щоб сформулювати вiдповiднi твер-
дження, наведемо означення функцiй, дво-
їстих за Юнгом. Нехай функцiї M(x) та
Ω(y) визначаються за допомогою функцiй
µ(ξ) та ω(η) вiдповiдно. Якщо функцiї µ
та ω взаємно оберненi, тобто µ(ω(η)) = η,
ω(µ(ξ)) = ξ, то функцiї M(x) та Ω(y) на-
зиваються двоїстими за Юнгом. Прикла-
дами взаємно двоїстих функцiй є функцiї
M(x) = xp/p, Ω(y) = yq/q, 1/p+ 1/q = 1.

Символом WΩ
M(R) позначимо сукупнiсть

функцiй, заданих на R, якi є звуженням
функцiй з простору WΩ

M на R. Правильною є
формула [12, c. 32]: F [WΩ

M(R)] = WΩ1
M1

(R), де
F - перетворення Фур’є, Ω1 та M1 - функцiї,

двоїстi за Юнгом вiдповiдно до функцiй M
та Ω.

Для довiльно фiксованих α, β > 0 покла-
демо

Sβα(R) ≡ Sβα := {φ ∈ C∞(R)| ∃c, A,B > 0

∀{k, n} ⊂ Z+ ∀x ∈ R :

|xkφ(n)(x)| ≤ cAkBnkkαnnβ}.
Введенi простори можна охарактеризува-

ти так [14, c. 210]. Простори Sβα нетривiальнi
при α + β ≥ 1 i утворюють щiльнi в L2(R)
множини. Sβα складається з тих й лише тих
функцiй φ ∈ C∞(R), якi задовольняють не-
рiвностi

|φ(n)(x)| ≤ cBnnnβ exp(−a|x|1/α),

n ∈ Z+, x ∈ R,

з деякими додатними сталими c, a, B, зале-
жними вiд функцiї φ.

Якщо 0 < β < 1 i α ≥ 1−β, то Sβα склада-
ється з тих i лише тих функцiй φ ∈ C∞(R),
якi аналiтично продовжуються в компле-
ксну площину i задовольняють нерiвнiсть

|φ(x+ iy)| ≤ c exp(−a|x|1/α + b|y|1/(1−β)),

c, a, b > 0.

Зазначимо, що Sβα ≡ WΩ
M , де M(x) = x1/α,

Ω(y) = y1/(1−β), 0 < α < 1, 0 < β < 1,
α + β ≥ 1.

Простори Sβα перетворенням Фур’є вiд-
ображаються у простори такого ж типу, а
саме, правильною є формула [14, c. 245]:
F [Sβα] = Sαβ .

1. Нелокальна багатоточкова за ча-
сом задача для еволюцiйних рiвнянь
iз псевдодиференцiальними операто-
рами, побудованими за змiнними сим-
волами. Розглянемо функцiю a(t, x;σ), за-
дану на [0, T ]×R×R, яка задовольняє умови:

1) a(t, x; σ) - неперервно диференцiйовна
функцiя аргументу t ∈ [0, T ] (при фiксова-
них x, σ); a(t, x; σ) - неперервно диференцi-
йовна обмежена на R функцiя аргументу x
(при фiксованих t, σ);

2) при фiксованих t, x функцiя a(t, x;σ),
як функцiя змiнної σ, допускає аналiтичне
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продовження у всю комплексну площину,
при цьому

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀σ + iτ ∈ C :

|a(t, x; σ + iτ)| ≤ cε exp{M(εσ) + Ω(ετ)},

∀(t, x) ∈ ΠT ≡ [0, T ]×R

(тобто, a(t, x; ·) -мультиплiкатор у просторi
WΩ
M);

∃c, a, b > 0 :

| exp{a(t, x; σ+iτ)}| ≤ c exp{−M(aσ)+Ω(bτ)},

∀(t, x) ∈ ΠT

(тобто, exp{a(t, x; ·)} ∈ WΩ
M).

Вважаємо також, що функцiя M за-
довольняє умову: ∃c0 > 0 ∀x ∈ R:
M(x) ≥ c0|x|α, де α > 2 - фiксований па-
раметр.

Розглянемо псевдодиференцiальний опе-
ратор A, побудований за символом a(t, x;σ):

(Aψ)(x) := F−1
σ→x[a(t, x;σ)Fx→σ[ψ(x)](σ)](x),

∀ψ ∈ WΩ1
M1

(R),

де M1, Ω1 - функцiї, двоїстi за Юнгом вiд-
повiдно до функцiй Ω та M . Iз властивостей
функцiй a(t, x;σ) випливає, що Aψ ∈ K(R)
при кожному t ∈ [0, T ], де K(R) - нор-
мований простiр, який складається з непе-
рервних обмежених на R функцiй φ з нор-
мою ||φ|| = sup

x∈R
|φ(x)|. Зазначимо також,

що A можна розумiти як оператор дифе-
ренцiювання нескiнченного порядку (див.

[15]), тобто A =
∞∑
k=0

ck(t, x)(−iDx)
k, за умо-

ви, що a(t, x; σ) =
∞∑
k=0

ck(t, x)σ
k - ряд Тейлора

функцiї-символа a за змiнною σ (при фiксо-
ваних t, x).

У смузi Π′
T = {(t, x) : 0 ≤ τ < t ≤ T,

x ∈ R} розглянемо задачу про знаходження
розв’язку еволюцiйного рiвняння

∂u(t, x)/∂t = Au(t, x), (t, x) ∈ Π′
T , (1)

який задовольняє умови:

u(t, x) = u1(t, x) + u2(t, x),

µ lim
t→τ+0

u1(t, x)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

u1(t, x) = φ(x),

(2)

lim
t→τ+0

u2(t, x) = 0, (3)

у кожнiй точцi x ∈ R для фiксованої фун-
кцiї φ ∈ WΩ1

M1
(R), де m ∈ N , {µ, µ1, ..., µm} ⊂

⊂ (0,+∞), {t1, ..., tm} ⊂ (τ, T ] - фiксованi

числа, причому µ > m
m∑
k=1

µk, 0 ≤ τ < t1 <

< ... < tm = T . Задачу (1)-(3) називатимемо
нелокальною за часом m-точковою (багато-
точковою) задачею для рiвняння (1).

Пiд фундаментальним розв’язком задачi
(1)-(3) розумiтимемо функцiю

Z(t, x; τ, ξ) = V (t, x; τ, ξ) + Γ(t, x; τ, ξ),

(t, x) ∈ Π′
T , 0 ≤ τ < t ≤ T, ξ ∈ R,

яка володiє властивостями:
1) LZ(t, x; τ, ξ) = 0, L ≡ L(t, x;A, ∂/∂t) :=

:= ∂/∂t−A, тобто Z, як функцiя (t, x) (при
фiксованих τ, ξ) є розв’язком рiвняння (1);

2) µ lim
t→τ+0

∫
R

V (t, x; τ, ξ)φ(ξ)dξ−

−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

∫
R

V (t, x; τ, ξ)φ(ξ)dξ = φ(x),

lim
t→τ+0

∫
R

Γ(t, x; τ, ξ)φ(ξ)dξ = 0

у кожнiй точцi x ∈ R для довiльної функцiї
φ ∈ WΩ1

M1
(R).

Для побудови функцiї Z скористаємося
методом Левi (методом параметрикса). З цi-
єю метою символ a(t, x;σ) зафiксуємо у то-
чцi (t, x) = (χ, ξ), χ ∈ [τ, T ], ξ ∈ R i роз-
глянемо m-точкову задачу для еволюцiйно-
го рiвняння iз сталим символом a(χ, ξ;σ):

L(χ, ξ;A, ∂/∂t)v(t, x) = 0, (t, x) ∈ Π′
T , (4)

µ lim
t→τ+0

v(t, x)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

v(t, x) = φ(x), (5)

φ ∈ WΩ1
M1

(R).

Розв’язок v ∈ C1((τ, T ],WΩ1
M1

(R)) задачi (4),
(5) шукатимемо за допомогою перетворення
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Фур’є. Безпосередньо знаходимо, що

v(t, x) =

∫
R

G(t− τ, x− ω;χ, ξ)φ(ω)dω =

= G(t− τ, x;χ, ξ) ∗ φ(x),
де G(t− τ, x;χ, ξ) = F−1

σ→x[Q(t− τ, χ; ξ, σ)],

Q(t− τ, χ; ξ, σ) = exp{(tk − τ)a(χ, ξ;σ)}×

×
(
µ−

m∑
k=1

µk exp{(tk − τ)a(χ, ξ; σ)}
)−1

.

Властивостi функцiї G залежать вiд власти-
востей функцiї Q, оскiльки G = F−1[Q]. Ви-
користовуючи результати, одержанi в [16, c.
192], прийдемо до твердження: iснують ста-
лi c, a, b > 0, не залежнi вiд t, τ, χ, ξ такi, що
для функцiї Q та її похiдних (за змiнною σ)
справджуються оцiнки

|Dn
σQ(t− τ, χ; ξ, σ)| ≤ c

(
be

ρn

)n
n!e−(t−τ)M(aσ),

(6)
n ∈ Z+, σ ∈ R,

де ρn - розв’язок рiвняння σω(σ) = n,
n ∈ Z+, ω = Ω′.

Внаслiдок формули Стiрлiнга
n! =

√
2πnnne−neθ/(12n), 0 < θ < 1. Тодi,

використавши (6) та оцiнку M(σ) ≥ c0|σ|α,
σ ∈ R, знайдемо, що

|Dq
σQ(t− τ, χ; ξ, σ)| ≤

≤ ce
√
2π

√
q
(q
e

)q (be
ρq

)q
exp{−(t−τ)c̃0|σ|α} ≤

≤ c2b
qqq exp{−c̃0(t− τ)|σ|α}, q ∈ Z+,

де c2 = cc1e
√
2π (тут врахованi властиво-

стi послiдовностi {ρq, q ∈ Z+}; див. [16, c.
168]). Безпосередньо переконуємося в тому,
що справджуються нерiвностi

|σk exp{−c′0(t− τ)|σ|α}| ≤ (t− τ)−k/αBkkk/α,

k ∈ Z+,

де c′0 = c̃0/2, B = (αc̃0
′e)−1/α. З останньої

нерiвностi випливають оцiнки

|σkDq
σQ(t− τ, χ; ξ, σ)| ≤

≤ c2B
k(t− τ)−k/αkk/αbqqq× (7)

× exp{−c′0(t− τ)|σ|α}.
На пiдставi оцiнок (7) робимо висновок, що
при t > τ функцiя Q, як функцiя аргументу
σ, є елементом простору S1

1/α.
Далi скористаємося спiввiдношеннями

xqDk
xF [φ](x) = ik+qF [(σkφ(σ))(q)] =

= ik+q
∫
R

(σkφ(σ))(q)eixσdσ,

{k, q} ⊂ Z+, φ ∈ S1
1/α.

Отже,

xqDk
xG(t− τ, x;χ, ξ) = (2π)−1(−1)qik+q×

×
∫
R

(σkQ(t− τ, χ; ξ,−σ))(q)e−ixσdσ.

Iз результатiв, наведених в [14, c. 243] випли-
ває, що подвiйна послiдовнiсть mkq = kk/αqq,
{k, q} ⊂ Z+, задовольняє нерiвнiсть

kq
mk−1,q−1

mkq

≤ γ(k + q), γ > 0.

Тодi, застосувавши формулу Лейбнiца ди-
ференцiювання добутку двох функцiй, оцiн-
ки (7) та останню нерiвнiсть знайдемо, що

|(σkQ(t− τ, χ; ξ,−σ))(q)| =

=

∣∣∣∣∣
q∑
p=0

Cp
q (σ

k)(p)Q(q−p)(t− τ, χ; ξ,−σ)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ |σkQ(q)(t− τ, χ; ξ,−σ)|+

+kq|σk−1Q(q−1)(t− τ, χ; ξ,−σ)|+ k(k − 1)

2
×

×q(q − 1)|σk−2Q(q−2)(t− τ, χ; ξ,−σ)|+ ... ≤

≤ c2

[
Bkbqmkq(t− τ)−k/α+

+kqBk−1bq−1mk−1,q−1(t− τ)−(k−1)/α+

+
k(k − 1)

2
q(q − 1)Bk−2bq−2mk−2,q−2×

×(t− τ)−(k−2)/α + ...
]
e−c

′
0(t−τ)|σ|α ≤

≤ c2B
kbqmkq(t− τ)−k/α×
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×
[
1 +

T 1/α

bB
kq
mk−1,q−1

mkq

+
1

2

T 2/α

b2B2
×

×kqmk−1,q−1

mkq

(k − 1)(q − 1)
mk−2,q−2

mk−1,q−1

+ ....
]
×

×e−c′0(t−τ)|σ|α ≤

≤ c2B
kbqmkq(t− τ)−k/α

[
1 +

γT 1/α

bB
(k + q)+

+
γ2T 2/α

1 · 2 · b2B2
(k + q)2 + ...

]
e−c

′
0(t−τ)|σ|α ≤

≤ c2B
k
1b
q
1mkq(t− τ)−k/αe−c

′
0(t−τ)|σ|α =

= c2B
k
1b
q
1(t− τ)−k/αkk/αqqe−c

′
0(t−τ)|σ|α ,

де B1 = BeγT
1/α/(bB), b1 = beγT

1/α/(bB).
Отже,

|xqDk
xG(t− τ, x;χ, ξ)| ≤

≤ c2(2π)
−1Bk

1 b
q
1(t− τ)−k/αkk/αqq×

×
∫
R

exp{−c′0(t− τ)|σ|α}dσ ≤

≤ c3B
k
1 b
q
1(t− τ)−(k+1)/αkk/αqq, {k, q} ⊂ Z+.

Тодi
|Dk

xG(t− τ, x;χ, ξ)| ≤

≤ c3B
k
1 (t− τ)−(k+1)/αkk/α inf

q

bq1q
q

|x|q
≤

≤ c4B
k
1 (t−τ)−(k+1)/αkk/αe−b0|x|, x ∈ R, k ∈ Z+,

де b0 = b−1
1 .Таким чином, правильним є на-

ступне твердження.
Лема 1. Функцiя G, як функцiя змiнної

x, є елементом простору S1/α
1 . Для функцiї

G та її похiдних (за змiнною x) справджу-
ються нерiвностi

|Dk
xG(t− τ, x;χ, ξ)| ≤

≤ c4B
k
1 (t−τ)−(k+1)/αkk/αe−b0|x|, k ∈ Z+, x ∈ R,

сталi c4, B1, b0 > 0 не залежать вiд t − τ ,
χ, ξ.

Функцiя

G(t− τ, x;χ, ξ) =

= (2π)−1

∫
R

Q(t− τ, χ; ξ, σ)e−ixσ (8)

є неперервною функцiєю аргументу
t ∈ (τ, T ]. Справдi, з (7) випливає, що
для t ≥ t0 > τ справджується оцiнка

|Q(t− τ, χ; ξ, σ)| ≤ c exp{−(t0 − τ)c′0|σ|α},

σ ∈ R.

Звiдси вже дiстаємо, що iнтеграл (8) збiга-
ється рiвномiрно у довiльнiй смузi {(t, σ) :
τ < t0 ≤ t ≤ T, σ ∈ R}, тому функцiя
G є неперервною у кожнiй точцi промiж-
ку (τ, T ]. Аналогiчно доводиться диферен-
цiйовнiсть функцiї G за змiнною t.

Нехай G0 = G(t−τ, x; τ, 0), φ ∈ WΩ1
M1

(R) ⊂
⊂ S1

1 . Скориставшись властивiстю неперерв-
ностi перетворення Фур’є в просторах типу
S та формулою

F [φ ∗G0] = F [φ] · F [G0] = F [φ] ·Q0,

Q0 = Q(t− τ, τ ; 0, σ)

знайдемо, що

µ lim
t→τ+0

F [φ ∗G0]−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

F [φ ∗G0] =

= F [φ]

(
µ lim
t→τ+0

Q0 −
m∑
k=1

µk lim
t→tk

Q0

)
.

Зазначимо, що

µ lim
t→τ+0

Q0 −
m∑
k=1

µk lim
t→tk

Q0 = 1.

Тодi
µ lim
t→τ+0

F [φ ∗G0]−

−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

F [φ ∗G0] = F [φ].

Отже,

µ lim
t→τ+0

(φ ∗G0)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

(φ ∗G0) = φ.

Оскiльки, з iншого боку,

φ ∗G0 =

∫
R

G(t− τ, x− ξ; τ, 0)φ(ξ)dξ,
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то для довiльної функцiї φ ∈ WΩ1
M1

(R) справ-
джується спiввiдношення

µ lim
t→τ+0

∫
R

G(t− τ, x− ξ; τ, 0)φ(ξ)dξ−

−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

∫
R

G(t− τ, x− ξ; τ, 0)φ(ξ)dξ =

(9)
= φ(x)

у кожнiй точцi x ∈ R. Зазначимо, що з (9)
випливає спiввiдношення

µ lim
t→τ+0

∫
R

G(t− τ, x− ξ; τ, ξ)φ(ξ)dξ−

−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

∫
R

G(t− τ, x− ξ; τ, ξ)φ(ξ)dξ =

(10)
= φ(x)

у кожнiй точцi x ∈ R для довiльної функцiї
φ ∈ WΩ1

M1
(R).

Iз наведених вище результатiв дiстаємо
також, що G(t−τ, x−ξ; τ, ξ), як функцiя t, x
(при фiксованих τ, ξ), є розв’язком рiвнян-
ня (1). Отже, за функцiю V (t, x; τ, ξ) можна
взяти G(t− τ, x− ξ; τ, ξ).

Нехай

I(t, τ, x) :=

t∫
τ

dµ×

×
∫
R

G(t− µ, x− ξ;µ, ξ)φ(µ, ξ)dξ, (11)

де φ(t, x) - функцiя, задана на [0, T ]×R, не-
перервна по t, φ(t, ·) ∈ WΩ1

M1
(R) при кожному

t ∈ [0, T ]. У наступному твердженнi дається
формула застосування оператора ∂/∂t до iн-
теграла (11).

Лема 2. Правильною є формула

∂I(t, τ, x)

∂t
=

t∫
τ

dµ

∫
R

∂

∂t
G(t− µ, x− ξ;µ, ξ)×

×φ(µ, ξ)dξ + φ(t, x). (12)

Доведення. Розглянемо сiм’ю функцiй
{Ih(t, τ, x), 0 < h < t− τ}, де

Ih(t, τ, x) =

t−h∫
τ

dµ

∫
R

G(t− µ, x− ξ;µ, ξ)×

×φ(µ, ξ)dξ ≡
t−h∫
τ

g(t, µ, x)dµ,

g(t, µ, x) =

∫
R

G(t− µ, x− ξ;µ, ξ)φ(µ, ξ)dξ.

Застосувавши правило Лопiталя диференцi-
ювання iнтегралiв, залежних вiд параметра,
знайдемо, що

∂Ih(t, τ, x)

∂t
=

t−h∫
τ

∂

∂t
g(t, µ, x)dµ+g(t, t−h, x) =

=

t−h∫
τ

dµ

∫
R

∂

∂t
G(t− µ, x− ξ;µ, ξ)φ(µ, ξ)dξ+

+

∫
R

G(h, x− ξ; t− h, ξ)φ(t− h, ξ)dξ.

Доведемо, що {Ih, 0 < h < t − τ} збi-
гається при h → 0 до функцiї I(t, τ, x),
а
{
∂Ih
∂t
, 0 < h < t− τ

}
збiгається при h →

0 рiвномiрно вiдносно t до правої частини
(12). Тодi, скориставшись вiдповiдною тео-
ремою з математичного аналiзу дiстанемо,
що функцiя I(t, τ, x) є диференцiйовною по
t, при цьому справджується рiвнiсть (12).

З леми 1 випливає оцiнка

|G(t− µ, x− ξ;µ, ξ)| ≤

≤ c0(t− τ)−1/α exp{−b0|x− ξ|}.
Оскiльки sup

µ∈[0,T ]
|φ(µ, ξ)| ≤ c, ∀ξ ∈ R, то

∫
R

|G(t− µ, x− ξ;µ, ξ)| · |φ(µ, ξ)|dξ ≤

≤ c̃(t− µ)−1/α

∫
R

exp{−b0|x− ξ|}dξ =
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= c′(t− µ)−1/α,

c′ = c̃

∫
R

exp{−b0|y|}dy = 2c̃0b
−1
0 .

Звiдси дiстаємо, що

|Ih(t, τ, x)− I(t, τ, x)| ≤ c′
τ∫

t−h

(t− µ)−1/αdµ =

=
h1−1/α

1− 1/α
, 1− 1/α > 0, α > 2,

тобто lim
h→0

Ih(t, τ, x) = I(t, τ, x). Нехай

βh(t, x) :=

=

t−h∫
τ

dµ

∫
R

∂

∂t
G(t− µ, x− ξ;µ, ξ)φ(µ, ξ)dξ,

β(t, x) :=

=

t∫
τ

dµ

∫
R

∂

∂t
G(t− µ, x− ξ;µ, ξ)φ(µ, ξ)dξ.

Оскiльки
∂

∂t
G(t− µ, x− ξ;µ, ξ) =

= (2π)−1

∫
R

a(µ, ξ; σ)Q(t−µ, µ; ξ, σ)e−iσ(x−ξ)dξ,

то, врахувавши методику встановлення
оцiнки |G| (див. доведення леми 1), а також
властивостi функцiї-символа a (див. умову
2)) знайдено, що∣∣∣∣ ∂∂tG(t− µ, x− ξ;µ, ξ)

∣∣∣∣ ≤
≤ c′0(t− µ)−1/α exp{−ā|x− ξ|}, (13)

де сталi c′0, ā > 0 не залежать вiд µ, ξ;
при цьому для пiдiнтегрального виразу
Λ := |a(µ, ξ; σ)Q(t − µ, µ; ξ, σ)| справджує-
ться нерiвнiсть

Λ ≤ b̃ exp{M(εσ)−M(a(t− µ)σ)},

де ε > 0 - довiльно фiксований параметр. Iз
властивостi опуклостi функцiї M виплива-
ють нерiвностi

exp{M(εσ)−M(a(t− µ)σ)} ≤

≤ exp{−M((a(t− µ)− ε)σ)} =

= exp
{
−M

(a
2
(t− µ)σ

)}
≤

≤ exp{−d0(t− µ)|σ|α},
якщо покласти ε = a(t − µ)/2. Далi доведе-
ння оцiнки (13) здiйснюється за схемою до-
ведення оцiнки для |G|.

Урахувавши (13), а також нерiвнiсть
sup
µ,ξ

|φ(µ, ξ)| ≤ c знайдемо, що∫
R

∣∣∣∣ ∂∂tG(t− µ, x− ξ;µ, ξ)

∣∣∣∣ · |φ(µ, ξ)|dξ ≤
≤ L(t− µ)−1/α,

де стала L > 0 не залежать вiд t, µ, x. Звiдси
випливає, що

|βh(t, x)− β(t, x)| ≤ L

t∫
t−h

(t− µ)−1/αdµ =

=
Lh1−1/α

1− 1/α
−→ 0

при h→ 0 рiвномiрно вiдносно t.
Iз результатiв, наведених у лемi 1 випли-

ває, що для функцiї G(h, x− ξ; t− h, ξ) пра-
вильною є оцiнка

|G(h, x− ξ; t−h, ξ)| ≤ ch−1/α exp{−b0|x− ξ|},

яка є рiвномiрною вiдносно t. Звiдси, iз
спiввiдношення (10) (у якому слiд вважати
µ = 1, µ1 = ... = µm = 0) та властивостi
неперервностi функцiї φ(t, x) за змiнною t
випливає, що∫

R

G(h, x− ξ; t− h, ξ)φ(t− h, ξ)dξ −→

−→ φ(t, x), h→ 0,

рiвномiрно вiдносно t. Цим доведено, що
сiм’я функцiй {∂Ih/∂t, 0 < h < t− τ} збiга-
ється при h → 0 рiвномiрно вiдносно t до
правої частини (12). Лема доведена.

Надалi оператор A у рiвняннi (1) розу-
мiтимемо як оператор, який дiє з просто-
ру X в K(R), де символом X позначати-
мемо простiр, який складається з функцiй
ψ ∈ WΩ1

M1
(R) з нормою ||ψ|| = sup

x∈R
|ψ(x)|.
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Лема 3. 1. Нехай φ(t, x), (t, x) ∈ [0, T ]×
×R, - функцiя, неперервна за змiнною t,
φ(t, ·) ∈ WΩ1

M1
(R). Правильною є формула

AI(t, τ, x) =

t∫
τ

dµ×

×
∫
R

AG(t− µ, x− ξ;µ, ξ)φ(µ, ξ)dξ. (14)

2. Для функцiї AG правильною є оцiнка

|AG(t− µ, x− ξ;µ, ξ)| ≤

≤ c(t− µ)−1/α exp{−a|x− ξ|}, t > µ ≥ 0,

сталi c, a > 0 не залежать вiд t, µ.
Доведення леми 3 здiйснюється за схе-

мою доведення леми 2.
На пiдставi лем 2, 3 робимо висновок,

що при вказаних обмеженнях на функцiю φ
правильною є формула

LI(t, τ, x) =

t∫
τ

dµ

∫
R

LG(t− µ, x− ξ;µ, ξ)×

×φ(µ, ξ)dξ + φ(t, x),

при цьому функцiя LG задовольняє нерiв-
нiсть

|LG(t− τ, x− ξ; τ, ξ)| ≤

≤ c(t− τ)−1/α exp{−a|x− ξ|}, (15)

де сталi c, a > 0 не залежать вiд t, τ , t > τ .
Перейдемо до побудови фундаментально-

го розв’язку багатоточкової задачi для рiв-
няння (1); цей розв’язок шукаємо у виглядi
суми:

Z(t, x; τ, ξ) = G(t− τ, x− ξ; τ, ξ)+Γ(t, x; τ, ξ),
(16)

(t, x) ∈ Π′
T ,

де

Γ(t, x; τ, ξ) =

t∫
τ

dµ×

×
∫
R

G(t− µ, x− η;µ, η)Φ(µ, η; τ, ξ)dη, (17)

G - функцiя, визначена ранiше. Функцiю
Φ(t, x; τ, ξ) пiдберемо так, щоб Z, як функцiя
t, x, задовольняла рiвняння (1). Застосував-
ши до Z оператор L та врахувавши при цьо-
му формули (12), (14) знайдемо, що це буде
тодi й лише тодi, коли

Φ(t, x; τ, ξ) = K(t− τ, x; τ, ξ) +

t∫
τ

dµ×

×
∫
R

K(t− µ, x;µ, η)Φ(µ, η; τ, ξ)dη, (18)

де K(t − τ, x; τ, ξ) = −LG(t − τ, x − ξ; τ, ξ).
Ряд

Φ(t, x; τ, ξ) =
∞∑
m=1

Km(t− τ, x; τ, ξ), (19)

K1 = K,

Km(t− τ, x; τ, ξ) =

t∫
τ

dβ×

×
∫
R

K(t− β, x; β, η)Km−1(β − τ, η; τ, ξ)dη,

є формальним розв’язком iнтегрального рiв-
няння (18). Ряд (19) дослiдимо на абсолю-
тну та рiвномiрну збiжнiсть при 0 < δ0 ≤
≤ t − τ ≤ T . Для обґрунтування збiжно-
стi цього ряду здiйснимо оцiнку повторних
ядер Km. Зазначимо, що для |K1| = |LG|
справджується нерiвнiсть (15). Для оцiнки
ядра K2 скористаємося наступним допомi-
жним твердженням.

Нехай

I(x, ξ) :=

∫
R

exp{−a(|x−y|+|y−ξ|)}dy, a > 0.

Для iнтеграла I справджується нерiвнiсть

I(x, ξ) ≤ c(ε) exp{−a(1− ε)|x− ξ|}, (20)

де 0 < ε < 1 - фiксований параметр,
c(ε) = 2a−1ε−1. Справдi, розглянемо фун-
кцiю φ(y) = |x−y|+|y−ξ|. Безпосередньо пе-
реконуємося в тому, що вона задовольняє не-
рiвнiсть φ(y) ≥ |x−ξ|. Зафiксуємо 0 < ε < 1.
Тодi

I(x, ξ) = exp{−a(1− ε)|x− ξ|}×
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×
∫
R

exp{−aεφ(y)}dy =

= exp{−a(1−ε)|x−ξ|}
∫
R

exp{−aε|y−ξ|}dy =

= c(ε) exp{−a(1− ε)|x− ξ|},
де c(ε) = 2a−1ε−1. Урахувавши (15) та (20),
оцiнимо ядро K2. Отже,

|K2(t−τ, x; τ, ξ)| ≤
t∫

τ

dβ

∫
R

|K(t−β, x; β, η)|×

×|K1(β − τ, η; τ, ξ)|dη ≤

≤ c2
t∫

τ

(∫
R

(t− β)−λ(β − τ)−λ×

×e−a(|x−η|+|η−ξ|)
)
dβ ≤

≤ c2
t∫

τ

(t− β)−λ(β − τ)−λdβ×

×
∫
R

e−a(|x−η|+|η−ξ|)dη ≤

≤ c2c(ε)(t− τ)1−2λB(1− λ, 1− λ)×

× exp{−a(1− ε)|x− ξ|}, λ = 1/α; (21)

тут використана формула

b∫
a

(t− a)x−1(b− t)y−1dt = (b− a)x+y−1B(x, y),

Re x > 0, Re y > 0,

B(·, ·) - бета-функцiя. Урахувавши (21), оцi-
нимо ядро K3:

|K3(t−τ, x; τ, ξ)| ≤
t∫

τ

dβ

∫
R

|K(t−β, x; β, η)|×

×|K2(β − τ, η; τ, ξ)|dη ≤

≤ c3c(ε)B(1−λ, 1−λ)
t∫

τ

(t−β)−λ(β−τ)1−2λ×

×
(∫
R

e−a(|x−η|+(1−ε)|η−ξ|)dη
)
dβ.

Введемо позначення: φ(η) = |x− η|+ |η− ξ|.
Тодi

|K3(t− τ, x; τ, ξ)| ≤ c3c(ε)B(1− λ, 1− λ)×

×
t∫

τ

(t− β)−λ(β − τ)1−2λdβ×

×
∫
R

exp{−a(1− ε)φ(η)− aε|x− η|}dη.

Оскiльки φ(η) ≥ |x− ξ|, то∫
R

e−a(1−ε)φ(η)−aε|x−η|dη ≤ c(ε)e−a(1−ε)|x−ξ|,

де c(ε) =
∫
R

exp{−aε|x − η|}dη = 2(aε)−1.

Крiм того,

t∫
τ

(t− β)−λ(β − τ)1−2λdβ =

= (t− τ)2−3λB(1− λ, 2− 2λ).

Отже, |K3| оцiнюється наступним чином:

|K3(t− τ, x; τ, ξ)| ≤ c3c2(ε)B(1− λ, 1− λ)×

×B(1− λ, 2− 2λ)(t− τ)2−3λ×
× exp{−a(1− ε)|x− ξ|}.

З допомогою методу математичної iндукцiї
доводимо, що

|Km(t− τ, x; τ, ξ)| ≤

≤ cmcm−1(ε)B(1− λ, 1− λ)B(1− λ, 2− 2λ)×
×B(1−λ, 3−3λ)...B(1−λ, (m−1)−(m−1)λ)×
×(t− τ)m−1−mλ exp{−a(1− ε)|x− ξ|},m ≥ 2.

Урахувавши формули

B(z, ω) = Γ(z)Γ(ω)/Γ(z + ω)

(Γ - гамма-функцiя), Γ(1 + x) = xΓ(x) зна-
йдемо, що

B(1− λ, 1− λ)B(1− λ, 2− 2λ)×
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×B(1−λ, 3−3λ)...B(1−λ, (m−1)−(m−1)λ) =

=
Γ(1− λ)Γ(1− λ)Γ(1− λ)Γ(2− 2λ)

Γ(2(1− λ))Γ(3(1− λ))
×

×Γ(1− λ)Γ(3− 3λ)...Γ((m− 1)(1− λ))

Γ(4(1− λ))...Γ(m(1− λ))
=

= Γ(1− λ)
Γm(1− λ)

Γ(m(1− λ))
,m ≥ 2.

Таким чином, для ряду
∞∑
m=0

Km справджу-

ються оцiнки:∣∣∣∣∣
∞∑
m=1

Km(t− τ, x; τ, ξ)

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∞∑
m=1

|Km(t− τ, x; τ, ξ)| ≤

≤ c(t−τ)−λe−a|x−ξ|+c−1(ε)Γ(1−λ)(t−τ)−λ×

×
∞∑
m=2

cmcm(ε)(t− τ)m(1−λ)×

× Γm(1− λ)

Γ(m(1− λ))
e−a(1−ε)|x−ξ| ≤

≤ c(t−τ)−λe−a|x−ξ|+c−1(ε)Γ(1−λ)(t−τ)−λ×

×
∞∑
m=2

cmcm(ε)Tm(1−λ)×

× Γm(1− λ)

Γ(m(1− λ))
e−a(1−ε)|x−ξ|.

Внаслiдок формули Стiрлiнга

Γ(x) =
√
2πexxx−1/2eθ/(12x), x > 0, 0 < θ < 1,

маємо, що

Γm(ω0)

Γ(mω0)
≤ β0

θm0
mmω0

,

β0 =
1√
2π
, θ0 = 2

√
2πe, ω0 = 1− λ.

З останньої оцiнки випливає збiжнiсть ряду
∞∑
m=2

βm
Γm(1− λ)

Γ(m(1− λ))
, β = c · c(ε)T 1−λ.

Отже, ряд
∞∑
m=1

Km при 0 < δ0 ≤ t−τ ≤ T збi-

гається абсолютно i рiвномiрно, а його сума

- функцiя Φ(t, x; τ, ξ) при t > τ є неперерв-
ною функцiєю аргументiв x, ξ. Покладемо
ε = 1/2; тодi для Φ справджується нерiв-
нiсть

|Φ(t, x; τ, ξ)| ≤ d0(t− τ)−λ exp
{
−a
2
|x− ξ|

}
.

(22)
Ця оцiнка забезпечує збiжнiсть iнтегралiв
(17), (18). Звiдси випливає, що iнтеграл в
(18) рiвний

∞∑
m=1

t∫
τ

dµ

∫
R

K(t− µ, x;µ, η)×

×Km(µ− τ, η; τ, ξ)dη =

=
∞∑
m=1

Km+1(t− τ, x; τ, ξ).

Отже, Φ є розв’язком рiвняння (18).
Нагадаємо, що для |G| правильною є

оцiнка
|G(t− τ, x− ξ; τ, ξ)| ≤

≤ c(t− τ)−λ exp{−a|x− ξ|}, (23)

λ = 1/α,

де сталi c, a > 0 не залежать вiд t, τ (див.
лему 1). На пiдставi нерiвностей (23), (22),
(20) здiйснимо оцiнку Γ; при цьому в (20)
покладемо ε = 1/2. Отже,

|Γ(t, x; τ, ξ)| ≤
t∫

τ

dµ

∫
R

|G(t− µ, x− η;µ, η)|×

×|Φ(µ, η; τ, ξ)|dη ≤ c

t∫
τ

(t− µ)−λ(µ− τ)−λ×

×
(∫
R

e−a|x−η|−
a
2
|η−ξ|dη

)
dµ ≤

≤ c̃(t− τ)1−2λ exp
{
−a
4
|x− ξ|

}
. (24)

Iз оцiнки (24) випливає, що для довiльної
неперервної обмеженої на R функцiї φ∫

R

|Γ(t, x; 0, ξ)| · |φ(ξ)|dξ ≤
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≤ c̃t1−2λ

∫
R

exp
{
−a
4
|x− ξ|

}
dξ = d1t

1−2λ,

1− 2λ > 0.

Звiдси вже дiстаємо, що у кожнiй точцi
x ∈ R справджується граничне спiввiдноше-
ння

lim
t→+0

∫
R

Γ(t, x; 0, ξ)φ(ξ)dξ = 0.

На пiдставi отриманих результатiв тверди-
мо, що функцiя

Z(t, x; τ, ξ) = V (t, x; τ, ξ) + Γ(t, x; τ, ξ),

V (t, x; τ, ξ) = G(t− τ, x− ξ; τ, ξ),

є фундаментальним розв’язком нелокальної
за часомm-точкової задачi для рiвняння (1),
а функцiя

u(t, x) =

∫
R

V (t, x; 0, ξ)φ(ξ)dξ+

+

∫
R

Γ(t, x; 0, ξ)φ(ξ)dξ = u1(t, x) + u2(t, x),

(25)
(t, x) ∈ (0, T ] × R, φ ∈ WΩ1

M1
(R), - розв’язок

цiєї задачi при τ = 0. Пiдсумуємо отриманi
результати у виглядi наступного тверджен-
ня.

Теорема. m-точкова задача для рiвнян-
ня (1) з параметром τ = 0 розв’язна в класi
X, при цьому розв’язок дається формулою
(25); u(t, x) є неперервною обмеженою на R
функцiєю змiнної x при кожному t ∈ (0, T ].
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