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ДЕЯКI ВЛАСТИВОСТI НАБЛИЖЕНЬ ГIЛЛЯСТОГО ЛАНЦЮГОВОГО
ДРОБУ СПЕЦIАЛЬНОГО ВИГЛЯДУ З НЕДОДАТНИМИ ЧАСТИННИМИ

ЧИСЕЛЬНИКАМИ
Дослiджуються властивостi наближень числового гiллястого ланцюгового дробу, який по-

в’язаний iз задачею вiдповiдностi мiж формальним подвiйним степеневим рядом i послiдовнi-
стю рацiональних наближень функцiї двох змiнних. Встановлено деякi достатнi умови моно-
тонностi та обмеженостi послiдовностей фiгурних та звичайних наближень парного порядку
дослiджуваного дробу з недодатними частинними чисельниками. За наявностi додаткових
обмежень на елементи доведено збiжнiсть i фiгурну збiжнiсть гiллястого ланцюгового дробу
спецiального вигляду до одної i тої самої границi.

Properties of approximants for the numerical branched continued fraction of the special form,
which is connected with the correspondence problem between a formal double power series and a
sequence of the rational approximants of a function of two variables are researched. We establish
some sufficient conditions of monotonicity and boundedness for sequences of figured and ordinary
approximants of even order for investigated continued fraction with nonpositive partial numerators.
Convergence and figured convergence of branched continued fraction of the special form to the same
limit are proved under additional restrictions on elements.

Вступ. Основним предметом дослiджень
аналiтичної терiї неперервних (ланцюгових)
дробiв та їх багатовимiрних узагальнень є
теорiя розвинення та збiжностi неперервних
i гiллястих ланцюгових дробiв (ГЛД) за-
гального та спецiального вигляду, елемен-
ти яких є функцiями одної або багатьох
змiнних. Якщо цi функцiї є полiномами, то
наближення таких дробiв є рацiональними
функцiями одної чи багатьох змiнних, то-
му неперервнi дроби та їх багатовимiрнi уза-
гальнення є одним iз засобiв побудови рацiо-
нальних наближень.

Функцiональний неперервний дрiб або
його багатовимiрний аналог називається
вiдповiдним до формального степеневого
ряду, якщо розвинення кожного його n-го
наближення, n = 0, 1, . . . , у степеневий ряд
збiгається з заданим рядом до всiх членiв
степеня n включно. Одним з ефективних ал-
горитмiв розвинення аналiтичних функцiй
у неперервнi дроби є побудова вiдповiдних
неперервних дробiв для степеневих рядiв,
в якi розвиваються данi функцiї [6]. Про-
блема побудови вiдповiдних ГЛД для по-
двiйних степеневих рядiв не має однознач-

ного розв’язку. У монографiї [5] розгляну-
то двi конструкцiї двовимiрних вiдповiдних
ГЛД, частиннi знаменники яких дорiвню-
ють одиницi, а частиннi чисельники є полi-
номами не вище другого порядку вiд двох
змiнних. Одна з цих конструкцiй, що пiз-
нiше отримала назву двовимiрного непе-
рервного дробу (ДНД), була запропонована
Х.Й. Кучмiнською [7], а також J. Murphy,
M.R. O’Donohoe [8]. Основи аналiтичної тео-
рiї ДНД викладенi у монографiї [7], а також
численних журнальних публiкацiях. Двови-
мiрний вiдповiдний ГЛД iншого вигляду був
запропонований W. Siemaszko’м [9]: ,

b0,0 + F0,0 +
∞

D
i=1

bi,0z1
1 + Fi,0

+
∞

D
i=1

b0,iz2
1 + F0,i

, (1)

Fi,j =
∞

D
k=1

bi+k,jz1z2
1

, i, j = 0, 1, . . . . (2)

Коефiцiєнти bi,j, i, j = 0, 1, . . . , обчислю-
ються за певними формулами в залежностi
вiд коефiцiєнтiв заданого ряду, z̄ = (z1, z2) ∈
C2. При фiксованих значеннях z̄ двови-
мiрний вiдповiдний ГЛД (1)-(2) перетворю-
ється на числовий ГЛД спецiального вигля-
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ду (типу Siemaszko). Деякi ознаки збiжностi
таких ГЛД з комплексними елементами на-
ведено у роботах [10, 2]. Дана робота при-
свячена вивченню властивостей рiзних на-
ближень числових ГЛД типу Siemaszko з не-
додатними частинними чисельниками. При
цьому використовується методика, що була
застосована при вивченнi властивостей зви-
чайних наближень ГЛД загального вигля-
ду [1], а також звичайних i фiгурних набли-
жень ДНД [3-5] з дiйсними елементами.

1. Гiллястi ланцюговi дроби спецi-
ального вигляду. Основнi поняття. По-
становка задачi. У данiй роботi об’єктом
дослiдження є нескiнченнi ГЛД вигляду

b0 + F0,0 +
∞

D
i=1

ai,0
1 + Fi,0

+
∞

D
i=1

a0,i
1 + F0,i

, (3)

де Fi,j – звичайнi ланцюговi (неперервнi)
дроби

Fi,j =
∞

D
p=1

ap+i,p+j
1

, i, j = 0, 1, . . . , (4)

а b0, ak,j, j = 0, 1, . . . , k = 0, 1, . . . , k+j ≥ 1
— дiйснi сталi.

Наближення неперервного дробу Fi,j ви-
значаються таким чином:

F
(0)
i,j = 0, F

(k)
i,j =

k

D
p=1

ap+i,p+j
1

,

i = 0, 1, . . . , j = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . .

(5)

Наближення ГЛД загального i спецiаль-
ного вигляду можна конструювати рiзними
способами. У данiй роботi розглядатимемо
фiгурнi наближення (пiдхiднi дроби за Si-
emaszko’м) ГЛД (3)–(4), якi обчислюються
за формулами

f̃0 = b0, f̃n = b0 + F
([n/2])
0,0 +

+
n

D
k=1

ai,0

1 + F
([(n−i)/2])
i,0

+
n

D
k=1

a0,i

1 + F
([(n−i)/2])
0,i

, (6)

де n = 1, 2, . . . , [α] — цiла частина дiйсного
числа α, а також звичайнi наближення ГЛД

(3)–(4), якi обчислюються у такий спосiб:

f0 = 0, fn = F
(n)
0,0 +

+
n

D
i=1

ai,0

1 + F
(n−i)
i+k,k

+
n

D
i=1

a0,i

1 + F
(n−i)
k,i+k

,

n = 1, 2, . . . .

(7)

Залишками фiгурних наближень (6) ГЛД
(3)–(4) називаються такi вирази

Q̃
(0)
i,0 = bi,0, Q̃

(0)
0,i = b0,i,

Q̃
(k+1)
i,0 = bi,0 + F

([(k+1)/2])
i,0 +

ai+1,0

Q̃
(k)
i+1,0

,

Q̃
(k+1)
0,i = b0,i + F

([(k+1)/2])
0,i +

a0,i+1

Q̃
(k)
0,i+1

,

i = 1, 2, ..., k = 0, 1, . . . ,

(8)

залишками звичайних наближень (7) ГЛД
(3)–(4) – вирази

Q
(0)
i,0 = bi,0, Q

(k+1)
i,0 = bi,0 + F

(k+1)
i,0 +

ai+1,0

Q
(k)
i+1,0

,

Q
(0)
0,i = b0,i, Q

(k+1)
0,i = b0,i + F

(k+1)
0,i +

a0,i+1

Q
(k)
0,i+1

,

i = 1, 2, ..., k = 0, 1, . . . ,
(9)

а залишками наближень (5) звичайних лан-
цюгових дробiв (4) – вирази

Q
(p+1)
k+i,k+j = bk+i,k+j +

ak+i+1,k+j+1

Q
(p)
k+i+1,k+j+1

,

Q
(0)
k+i,k+j = bk+i,k+j, k = 1, 2, ...,
i, j = 0, 1, . . . , p = 0, 1, . . . .

(10)

Враховуючи позначення (8)–(10), можна
записати:

F
(n)
i,j =

ai+1,j+1

Q
(n−1)
i+1,j+1

, n = 1, 2, ..., (11)

f̃n = b0+F
([n/2])
0,0 +

a1,0

Q̃
(n−1)
1,0

+
a0,1

Q̃
(n−1)
0,1

, n = 1, 2, ...,

(12)

fn = b0 + F
(n)
0,0 +

a1,0

Q
(n−1)
1,0

+
a0,1

Q
(n−1)
0,1

, n = 1, 2, ....

(13)
Вважається, що наближення f̃k, fk мають
сенс, якщо у процесi їх обчислень за фор-
мулами (8)–(13) не виникне невизначенiсть
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типу
0

0
(припускається, що

1

0
= ∞,

1

∞
= 0 i

α1

0
+ . . .+

αm
0

=
0

0
, якщо m > 1 ).

ГЛД (3)–(4) називається збiжним (фiгур-
но збiжним), якщо, починаючи з деякого но-
меру n0, всi його звичайнi наближення (фi-
гурнi наближення) мають сенс, i iснує скiн-
ченна границя f = lim

n→∞
fn (f̃ = lim

n→∞
f̃n).

Значення цiєї границi вважається значен-
ням збiжного ГЛД.

Важливим є питання, за яких умов f̃ =
f , а також, коли lim

n→∞
f2n = lim

n→∞
f̃2n чи

lim
n→∞

f2n−1 = lim
n→∞

f̃2n−1.
Надалi розглядатимемо властивостi рiз-

них наближень ГЛД вигляду (3)–(4) за умо-
ви

ai,j ≤ 0, i, j = 0, 1, . . . , i+ j ≥ 1. (14)

2. Формули рiзницi мiж двома
наближеннями гiллястих ланцюгових
дробiв спецiального вигляду. Для
дослiдження властивостей послiдовностей
наближень гiллястих ланцюгових дробiв за-
гального та спецiального вигляду викори-
стовуються формули рiзницi мiж двома їх
наближеннями [5, 7]. У данiй роботi для
ГЛД вигляду (3)–(4) використовуватимемо
такi формули:

f̃n−f̃m = F
([n/2])
0,0 −F ([m/2])

0,0 +P̃ (1)
n,m+P̃

(2)
n,m, (15)

n > m,

P̃ (1)
n,m =

(−1)m
m+1∏
j=1

aj,0

m+1∏
j=1

Q̃
(n−j)
j,0

m∏
j=1

Q̃
(m−j)
j,0

+ (16)

+
m∑
i=1

(
F

([(n−i)/2])
i,0 − F

([(m−i)/2])
i,0

) i∏
j=1

(−aj,0)

i∏
j=1

Q̃
(n−j)
j,0 Q̃

(m−j)
j,0

,

P̃ (2)
n,m =

(−1)m
m+1∏
j=1

a0,j

m+1∏
j=1

Q̃
(n−j)
0,j

m∏
j=1

Q̃
(m−j)
0,j

+ (17)

+
m∑
i=1

(
F

([(n−i)/2])
0,i − F

([(m−i)/2])
0,i

) i∏
j=1

(−a0,j)

i∏
j=1

Q̃
(n−j)
0,j Q̃

(m−j)
0,j

;

fn − fm = F
(n)
0,0 − F

(m)
0,0 + P (1)

n,m + P (2)
n,m, (18)

n > m,

P (1)
n,m =

(−1)m
m+1∏
j=1

aj,0

m+1∏
j=1

Q
(n−j)
j,0

m∏
j=1

Q
(m−j)
j,0

+ (19)

+
m∑
i=1

(
F

(n−i)
i,0 − F

(m−i)
i,0

) i∏
j=1

(−aj,0)

i∏
j=1

Q
(n−j)
j,0 Q

(m−j)
j,0

,

P (2)
n,m =

(−1)m
m+1∏
j=1

a0,j

m+1∏
j=1

Q
(n−j)
0,j

m∏
j=1

Q
(m−j)
0,j

+ (20)

+
m∑
i=1

(
F

(n−i)
0,i − F

(m−i)
0,i

) i∏
j=1

(−a0,j)

i∏
j=1

Q
(n−j)
0,j Q

(m−j)
0,j

;

f̃n − fm = F
([n/2])
0,0 − F

(m)
0,0 + S̃(1)

n,m + S̃(2)
n,m, (21)

n > 2m,

S̃(1)
n,m =

(−1)m
m+1∏
j=1

aj,0

m+1∏
j=1

Q̃
(n−j)
j,0

m∏
j=1

Q
(m−j)
j,0

+ (22)

+
m∑
i=1

(
F

([(n−i)/2])
i,0 − F

(m−i)
i,0

) i∏
j=1

(−aj,0)

i∏
j=1

Q̃
(n−j)
j,0 Q

(m−j)
j,0

,

S̃(2)
n,m =

(−1)m
m+1∏
j=1

a0,j

m+1∏
j=1

Q̃
(n−j)
0,j

m∏
j=1

Q
(m−j)
0,j

+ (23)
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+
m∑
i=1

(
F

([(n−i)/2])
0,i − F

((m−i))
0,i

) i∏
j=1

(−a0,j)

i∏
j=1

Q̃
(n−j)
0,j Q

(m−j)
0,j

;

fn − f̃m = F
(n)
0,0 − F

([m/2])
0,0 + S(1)

n,m + S(2)
n,m, (24)

n > m,

S(1)
n,m =

(−1)m
m+1∏
j=1

aj,0

m+1∏
j=1

Q
(n−j)
j,0

m∏
j=1

Q̃
(m−j)
j,0

+ (25)

+
m∑
i=1

(
F

(n−i)
i,0 − F

([(m−i)/2])
i,0

) i∏
j=1

(−aj,0)

i∏
j=1

Q
(n−j)
j,0 Q̃

(m−j)
j,0

,

S(2)
n,m =

(−1)m
m+1∏
j=1

a0,j

m+1∏
j=1

Q
(n−j)
0,j

m∏
j=1

Q̃
(m−j)
0,j

+ (26)

+
m∑
i=1

(
F

((n−i))
0,i − F

([(m−i)/2])
0,i

) i∏
j=1

(−a0,j)

i∏
j=1

Q
(n−j)
0,j Q̃

(m−j)
0,j

.

Формулу рiзницi двох наближень непе-
рервних дробiв (4) можна записати так:

F
(p)
i,j − F

(r)
i,j =

(−1)r
r+1∏
k=1

ai+k,j+k

r+1∏
k=1

Q
(p−k)
i+k,j+k

r∏
k=1

Q
(r−k)
i+k,j+k

,

r = 0, 1, . . . , p > r, i, j = 0, 1, . . . . (27)
Формулу для рiзницi f̃n − f̃m наведено у

монографiї [5, c.156]. Iншi формули встанов-
лено з використанням аналогiчної методики
у припущеннi, що значення всiх залишкiв,
якi фiгурують у цих формулах, не дорiвню-
ють 0.

3. Основнi результати.
Теорема 1. Нехай елементи ГЛД (3)–

(4) задовольняють умову (2) i такi умови:

−gi+1,1 < ai+1,1, −g1,i+1 < a1,i+1,
−gi+k,k(1− gi+k−1,k−1) ≤ ai+k,k,
−gk,i+k(1− gk−1,i+k−1) ≤ ak,i+k,

i = 0, 1, . . . , k = 2, 3, . . . ,

(28)

|a2p,0| ≥ (g2p−1,0 + 1− |a2p,1|)×

×
(
1− |a2p+1,1|+

|a2p+1,0|
g2p+1,0

)
,

|a2p,0| ≥ g2p−1,0 + 1, p = 1, 2, . . . ,

(29)

|a0,2p| ≥ (g0,2p−1 + 1− |a1,2p|)×

×
(
1− |a1,2p+1|+

|a0,2p+1|
g0,2p+1

)
,

|a0,2p| ≥ g0,2p−1 + 1, p = 1, 2, . . . ,

(30)

|a2m+1,1| ≥
|a2m+1,0|
g2m+1,0

,

|a1,2m+1| ≥
|a0,2m+1|
g0,2m+1

, m = 0, 1, . . . ,
(31)

де gi,k – сталi, такi, що

gi,0 > 0, g0,i > 0, 0 < gi,k < 1,
i = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . .

(32)

Тодi послiдовностi наближень парного по-
рядку

{
f̃2n
}
,
{
f2n
}
, n = 1, 2, . . ., збiгаються,

причому lim
n→∞

f2n = lim
m→∞

f̃2m,

f̃2 ≥ f̃4 ≥ . . . ≥ f̃2n ≥ b0 +
a1,1
g1,1

,

f2 ≥ f4 ≥ . . . ≥ f2n ≥ b0 +
a1,1
g1,1

.

Доведення. Оцiнимо значення залишкiв
Q̃

(p)
0,k, Q̃

(p)
k,0, Q

(p)
0,k, Q

(p)
k,0, Q

(r)
i,j , Q

(r)
j,i за умов теоре-

ми.
Неважко показати, що за умов (28)–

(29), (32) справджуються такi нерiвностi [7,
c.171]:

1 ≥ Q
(p)
k+i,k ≥ gk+i,k, 1 ≥ Q

(p)
k,k+i ≥ gk,k+i,

i, p = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . .
(33)

Використовуючи оцiнки (33) та умову (2),
одержимо

F
(0)
i,0 = F

(0)
0,i = 0,

−|ai+1,1| ≥ F
(p)
i,0 = −|ai+1,1|

Q
(p−1)
i+1,1

≥ −|ai+1,1|
gi+1,1

,

−|a1,i+1| ≥ F
(p)
0,i = −|a1,i+1|

Q
(p−1)
1,i+1

≥ −|a1,i+1|
g1,i+1

,

i = 0, 1, . . . , p = 1, 2, . . . .
(34)
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Для довiльних p = 1, 2, . . . , враховуючи
(8), (11), (29), (34), маємо: Q̃(0)

2p,0 = 1,

−Q̃(1)
2p−1,0 = |Q̃(1)

2p−1,0| = |a2p,0| − 1 ≥ g2p−1,0.

Якщо p > 1, то

1− |a2p−1,1| ≤ Q̃
(2)
2p−2,0 = 1 + F

(1)
2p−2,0+

+
(−a2p−1,0)

(−Q̃(1)
2p−1,0)

≤ 1− |a2p−1,1|+
|a2p−1,0|
|g2p−1,0|

,

−Q̃(3)
2p−3,0 = −1− F

(1)
2p−3,0 −

a2p−2,0

Q̃
(2)
2p−2,0

≥ −1+

+ |a2p−2,1|+
|a2p−2,0|

1− |a2p−1,1|+
|a2p−1,0|
g2p−1,0

≥

≥ g2p−3,0.

Продовжуючи аналогiчно, одержимо

1− |a2p+1,1|
g2p+1,1

≤ Q̃
(2k)
2p,0 = 1 + F

(k)
2p,0+

+
|a2p+1,0|
|Q̃(2k−1)

2p+1,0|
≤ 1− |a2p+1,1|+

|a2p+1,0|
g2p+1,0

,

p = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . ,

(35)

−Q̃(2k+1)
2p−1,0 ≥

|a2p,0|
1− |a2p+1,1|+

a2p+1,0

g2p+1,0

−

−1− F
(k)
2p−1,0 ≥

|a2p,0|
1− |a2p+1,1|+

a2p+1,0

g2p+1,0

−

−1 + |a2p,1| ≥ g2p−1,0,
p = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . ,

(36)
Дiючи у той самий спосiб, доходимо ви-

сновку, що

1− |a1,2p+1|
g1,2p+1

≤ Q̃
(2k)
0,2p ≤ 1− |a1,2p+1|+

+
|a0,2p+1|
g0,2p+1

, −Q̃(2k+1)
0,2p−1 ≥ g0,2p−1,

p = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . ,

(37)

З формули (27) i нерiвностей (33) випли-
ває, що

F
(p)
i,0 − F

(r)
i,0 = −

r+1∏
j=1

(−ai+j,j)

r+1∏
j=1

Q
(p−j)
i+j,j

r∏
j=1

Q
(r−j)
i+j,j

≤ 0,

r = 1, 2, . . . , p > r.

отже, для довiльних i = 1, 2, . . . , послiдов-
ностi

{
F

(p)
i,0

}
,
{
F

(p)
0,i

}
, а також

{
F

(p)
0,0

}
, незро-

стаючi:

F
(0)
i,0 ≥ F

(1)
i,0 ≥ F

(2)
i,0 ≥ . . . ,

F
(0)
0,i ≥ F

(1)
0,i ≥ F

(2)
0,i ≥ . . . ,

F
(0)
0,0 ≥ F

(1)
0,0 ≥ F

(2)
0,0 ≥ . . . .

(38)

Беручи до уваги формули (15)–(17), не-
рiвностi (35)–(38) та умови (2), (31), одер-
жимо для n > m:

P̃
(1)
2n,2m = −

2m∏
j=1

|aj,0|

2m∏
j=1

∣∣Q̃(2n−j)
j,0 Q̃

(2m−j)
j,0

∣∣×
×

∣∣F (n−m)
2m,0

∣∣+ |a2m+1,0|(
−|Q̃(2n−2m−1)

2m+1,0 |
)
+

−
2m−1∑
i=1

∣∣F ([n−i/2])
i,0 − F

([m−i/2])
i,0

∣∣ i∏
j=1

|aj,0|

i∏
j=1

∣∣Q̃(2n−j)
j,0 Q̃

(2m−j)
j,0

∣∣ ≤ 0,

оскiльки
∣∣F (n−m)

2m,0

∣∣− |a2m+1,0|∣∣Q̃(2n−2m−1)
2m+1,0

∣∣ ≥
≥ |a2m+1,1| −

a2m+1,1

g2m+1,1

≥ 0.

Аналогiчно, P̃ (2)
2n,2m ≤ 0. Тому

f̃2n − f̃2m = −
∣∣F (n)

0,0 − F
(m)
0,0

∣∣+
+P̃

(1)
2n,2m + P̃

(2)
2n,2m ≤ 0, n > m,

а це означає, що послiдовнiсть
{
f̃2p
}

незро-
стаюча: f̃0 ≥ f̃2 ≥ f̃4 . . . .

Крiм того, f̃2p = b0 + F
(p)
0,0 +

|a1,0|
|Q̃(2p−1)

1,0 |
+

+
|a0,1|

|Q̃(2p−1)
0,1 |

≥ b0 −
|a1,1|
g1,1

, тому послiдовнiсть

{f̃2p} збiгається.
Використовуючи описану вище методи-

ку, означення (9) залишкiв звичайних на-
ближень, нерiвностi (30), (34), можна пере-
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конатись у правильностi таких оцiнок:

1− |a2p+1,1|
g2p+1,1

≤ Q
(2k)
2p,0 ≤ 1− |a2p+1,1|+

+
|a2p+1,0|
g2p+1,0

, −Q(2k−1)
2p−1,0 ≥ g2p−1,0,

p = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . ,

(39)

1− |a1,2p+1|
g1,2p+1

≤ Q
(2k)
0,2p ≤ 1− |a1,2p+1|+

+
|a0,2p+1|
g0,2p+1

, −Q(2k−1)
0,2p−1 ≥ g0,2p−1,

p = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . .

(40)

Враховуючи формули (18)–(20), умови (2),
(31) i нерiвностi (34)–(40), доходимо виснов-

ку, що f0 ≥ f2 ≥ . . . ≥ f2p ≥ b0−
|a1,1|
g1,1

, звiдки

випливає збiжнiсть послiдовностi {f2p}.
З формул (21)–(23), умов (2), (31) i нерiв-

ностей (35)–(40) випливає, що

S̃
(1)
2n,2m = −

2m∏
j=1

|aj,0|

2m∏
j=1

∣∣Q̃(2n−j)
j,0 Q

(2m−j)
j,0

∣∣×
×

(∣∣F (n−m)
2m,0

∣∣+ |a2m+1,0|
Q̃

(2n−2m−1)
2m+1,0

)
−

−
2m−1∑
i=1

∣∣F ([n−i/2])
i,0 − F

(2m−i)
i,0

∣∣ i∏
j=1

|aj,0|

i∏
j=1

∣∣Q̃(2n−j)
j,0 Q

(2m−j)
j,0

∣∣ ≤ 0,

S̃
(2)
2n,2m ≤ 0,

f̃2n − f2m = −
∣∣F (n)

0,0 − F
(2m)
0,0

∣∣+
+S̃

(1)
2n,2m + S̃

(2)
2n,2m ≤ 0, n ≥ 2m+ 1,

а з формул (24)–(26) i вказаних умов i не-
рiвностей – f2m − f̃2l ≤ 0, m > l.

Отже, f̃2n ≤ f2m ≤ f̃2l, l = 1, 2, . . . , m > l,
n > 2m, тому lim

n→∞
f̃2n = lim

m→∞
f2m. Теорему

доведено.
Теорема 2. Нехай елементи ГЛД (3)–

(4) задовольняють умову (2) i такi умови:

(1 + gi+2k−1,2k−1)

(
1− ai+2k+1,2k+1

gi+2k+1,2k+1

)
+

+ai+2k,2k ≤ 0, 1 + ai+2k−1,2k−1 > 0,
i = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . ,

(41)

(1 + g2k−1,i+2k−1)

(
1− a2k+1,i+2k+1

g2k+1,i+2k+1

)
+

+a2k,i+2k ≤ 0, 1 + a2k−1,i+2k−1 > 0,
i = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . ,

(42)

|a2p,0| ≥
(
g2p−1,0 + 1 +

|a2p,1|
g2p,1

)
×

×
(
1 +

|a2p+1,1|
g2p+1,1

+
|a2p+1,0|
g2p+1,0

)
,

p = 1, 2, . . . ,

(43)

|a0,2p| ≥
(
g0,2p−1 + 1 +

|a1,2p|
g1,2p

)
×

×
(
1 +

|a1,2p+1|
g1,2p+1

+
|a0,2p+1|
g0,2p+1

)
,

p = 1, 2, . . . ,

(44)

де gi,k, i = 0, 1, . . . , k = 0, 1, . . . , i + k ≥ 1, –
додатнi сталi.

Тодi послiдовностi наближень парного
порядку

{
f̃2n
}
,
{
f2n
}
, n = 1, 2, . . ., збiга-

ються, причому lim
n→∞

f2n = lim
m→∞

f̃2m,

f̃2m ≤ f̃2m+2p ≤M, f2m ≤ f2m+2 ≤M,
m = 1, 2, . . . , p = 2, 3, . . . ,

де

M = b0 +
|a1,1|
g1,1

+
|a1,0|
g1,0

+
|a0,1|
g0,1

. (45)

Якщо, до того ж,

1 + a2p+1,0 > 0, 1 + a0,2p+1 > 0,
p = 1, 2, . . . ,

(46)

то ГЛД (3)–(4) фiгурно за Siemaszko’м збi-
гається, причому

f̃2m+1 ≤ f̃2m+2p+1 ≤M,
m = 1, 2, . . . , p = 2, 3, . . . ,

а за додаткової умови

1 + a2p+1,0 + a2p+1,1 > 0,
1 + a0,2p+1 + a1,2p+1 > 0, p = 1, 2, . . . ,

(47)
ГЛД (3)–(4) збiгається i фiгурно за Si-
emaszko’м збiгається до одної i тої ж самої
границi i f2m−1 ≤ f2m+1 ≤M, m = 1, 2, . . ..

Доведення. Так само, як при доведен-
нi теореми 1, спочатку оцiнимо значення за-
лишкiв рiзних наближень ГЛД (3)–(4).

ISSN 2309-4001.Буковинський математичний журнал. 2017. – Т. 5, № 1–2. 11



За умов (41), (42) справджуються такi не-
рiвностi [1]:

0 < Q
(p)
i+2k,2k ≤ 1 +

ai+2k+1,2k+1

gi+2k+1,2k+1

,

Q
(p+1)
i+2k−1,2k−1 ≤ −gi+2k−1,2k−1,

i = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . , p = 0, 1, . . . ,
(48)

0 < Q
(p)
2k,i+2k ≤ 1 +

a2k+1,i+2k+1

g2k+1,i+2k+1

,

Q
(p+1)
i+2k−1,2k−1 ≤ −gi+2k−1,2k−1,

i = 0, 1, . . . , k = 1, 2, . . . , p = 0, 1, . . . .
(49)

Тому

F
(1)
i,0 = a1,0 ≤ 0 = F

(0)
i,0 ≤ F

(n)
i,0 ≤ |ai+1,1|

gi+1,1

,

F
(1)
0,i = a0,1 ≤ 0 = F

(0)
0,i ≤ F

(n)
0,i ≤ |a1,i+1|

g1,i+1

,

i = 0, 1, . . . , n = 2, 3 . . . .
(50)

F
(2n+3)
i,0 − F

(2n)
i,0 =

=

−
2n+1∏
k=1

|ai+k,k|

(−1)2n+1
2n+1∏
k=1

|Q(2n+3−k)
i+k,k |

2n∏
k=1

|Q(2n−k)
i+k,k |

> 0,

F
(2n+3)
i,0 − F

(2n+2)
i,0 =

=

−
2n+3∏
k=1

|ai+k,k|

2n+2∏
k=1

|Q(2n+3−k)
i+k,k |

2n+2∏
k=1

|Q(2n+2−k)
i+k,k |

< 0,

i = 0, 1, . . . , n = 0, 1, . . . .

отже,

F
(2n)
i,0 ≤ F

(2n+3)
i,0 ≤ F

(2n+2)
i,0 ,

i = 0, 1, . . . , n = 0, 1, . . . .
(51)

Аналогiчно,

F
(2n)
0,i ≤ F

(2n+3)
0,i ≤ F

(2n+2)
0,i ,

i = 0, 1, . . . , n = 0, 1, . . . .
(52)

Використовуючи схему оцiнювання зали-
шкiв, застосовану при доведеннi теореми 1,
умови (43) та нерiвностi (50), одержимо

Q̃
(0)
2p,0 = 1, −Q̃(1)

2p−1,0 ≥ g2p−1,0, p = 1, 2, . . . .

Якщо p > 1, то

1− |a2p−1,1| ≤ Q̃
(2)
2p−2,0 ≤ 1− |a2p−1,1|+

+
|a2p−1,0|
|g2p−1,0|

, −Q̃(3)
2p−3,0 ≥ g2p−3,0,

(53)
1 ≤ Q̃

(2k)
2p,0 = 1 + F

(k)
2p,0 +

a2p+1,0

Q̃
(2k−1)
2p+1,0

≤

≤ 1 +
|a2p+1,1|
g2p+1,1

+
|a2p+1,0|
g2p+1,0

,

−Q̃(2k+1)
2p−1,0 =

|a2p,0|
Q̃

(2k)
2p,0

− 1− F
(k)
2p−1,0 ≥

≥ |a2p,0|

1 +
|a2p+1,1|
g2p+1,1

+
|a2p+1,0|
g2p+1,0

− 1− |a2p,1|
g2p,1

≥

≥ g2p−1,0, p = 1, 2, . . . , k = 2, 3, . . . .
(54)

Дiючи у той самий спосiб, можна перекона-
тись у правильностi нерiвностей

Q̃
(0)
0,2p = 1, −Q̃(1)

0,2p−1 ≥ g0,2p−1, p = 1, 2, . . . .

Якщо p > 1, то

1− |a1,2p−1| ≤ Q̃
(2)
0,2p−2 ≤ 1− |a1,2p−1|+

+
|a0,2p−1|
|g0,2p−1|

, −Q̃(3)
0,2p−3 ≥ g0,2p−3,

(55)

1 ≤ Q̃
(2k)
0,2p ≤ 1 +

|a1,2p+1|
g1,2p+1

+
|a0,2p+1|
g0,2p+1

,

−Q̃(2k+1)
0,2p−1 ≥ g0,2p−1,

p = 1, 2, . . . , k = 2, 3, . . . .

(56)

Тому f̃2n ≤ M, n = 1, 2, . . . , де M визна-
чається згiдно з (45).

З формул (15)–(17) i нерiвностей (50)–
(56), з урахуванням умов (2), (43), (44) отри-
маємо:

P̃
(1)
2m+2p,2m =

=
2m∑
i=1

(
F

([n−i/2])
i,0 − F

([m−i/2])
i,0

) i∏
j=1

|aj,0|

i∏
j=1

∣∣Q̃(2n−j)
j,0 Q̃

(2m−j)
j,0

∣∣ −

−

2m+1∏
j=1

|aj,0|

Q̃
(2p−1)
2m+1,0

2m∏
j=1

∣∣Q̃(2m+2p−j)
j,0 Q̃

(2m−j)
j,0

∣∣ ≥ 0,

P̃
(2)
2m+2p,2m ≥ 0,
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f̃2m+2p − f̃2m ≥ 0, m = 1, 2, . . . , p = 2, 3, . . . ,

звiдки випливає, що
a) p = 2, m = 2k − 1, k = 1, 2, . . . ,

f̃2 ≤ f̃6 ≤ . . . ≤M,

послiдовнiсть {f4k−2} збiгається;
б) p = 2, m = 2k, k = 1, 2, . . . ,

f̃4 ≤ f̃8 ≤ . . . ≤M,

послiдовнiсть {f4k} збiгається;
в) p = 2, m = 6l, l = 1, 2, . . . ,

f̃6 ≤ f̃12 ≤ . . . ≤M,

послiдовнiсть {f6l} збiгається.
Оскiльки {f̃12n} ⊂ {f̃6l}, {f̃12n} ⊂ {f̃4k},

{f̃12n−6} ⊂ {f̃6l}, {f̃12n−6} ⊂ {f̃4k−2}, то

lim
l→∞

f̃6l = lim
k→∞

f̃4k = lim
k→∞

f̃4k+2 = lim
n→∞

f̃2n,

тобто послiдовнiсть {f̃2n} збiгається.
Використовуючи описану вище методику,

означення (9) залишкiв звичайних набли-
жень (7), нерiвностi (50), можна перекона-
тись у правильностi таких оцiнок:

1 ≤ Q
(2k)
2p,0 ≤ 1 +

|a2p+1,1|
g2p+1,1

+
|a2p+1,0|
g2p+1,0

,

1 ≤ Q
(2k)
0,2p ≤ 1 +

|a1,2p+1|
g1,2p+1

+
|a0,2p+1|
g0,2p+1

,

−Q(2k+1)
2p−1,0 ≥ g2p−1,0, −Q(2k+1)

0,2p−1 ≥ g0,2p−1,
p = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . ,

(57)
f2n ≤M, n = 1, 2, . . . .

Беручи до уваги формули (18)–(20), нерiв-
ностi (50)–(52), (57), з урахуванням умов (2),
(43), доходимо висновку, що

P
(1)
2m+2,2m ≥ 0, P

(2)
2m+2,2m ≥ 0,

f2m+2 − f2m ≥ 0, m = 1, 2, . . . .

Тому послiдовнiсть {f2m} неспаднa, обмеже-
нa, отже, збiжна.

Для того, щоб переконатись у тому, що
lim
n→∞

f2n = lim
n→∞

f̃2n, скористаємось формула-

ми (21)–(26):

S̃
(1)
4m+4,2m =

=
2m∑
i=1

∣∣F ([2m+2−i/2])
i,0 − F

(2m−i)
i,0

∣∣ i∏
j=1

|aj,0|

i∏
j=1

∣∣Q̃(4m+4−j)
j,0 Q

(2m−j)
j,0

∣∣ +

+

2m+1∏
j=1

|aj,0|

Q̃
(2m+3)
2m+1,0

2m∏
j=1

∣∣Q̃(4m+4−j)
j,0 Q

(2m−j)
j,0

∣∣ ≥ 0,

S̃
(2)
4m+4,2m ≥ 0,

f̃4m+4 − f2m =
∣∣F (2m+2)

0,0 − F
(2m)
0,0

∣∣+
+S̃

(1)
4m+4,2m + S̃

(2)
4m+4,2m ≥ 0, m = 1, 2, . . . ,

S
(1)
4m+8,4m+4 =

=
4m+4∑
i=1

∣∣F (4m+8−i)
i,0 − F

([2m+2−i/2)]
i,0

∣∣ i∏
j=1

|aj,0|

i∏
j=1

∣∣Q(4m+8−j)
j,0 Q̃

(4m+4−j)
j,0

∣∣ −

−

4m+5∏
j=1

|aj,0|

Q
(3)
4m+5,0

2m∏
j=1

∣∣Q̃(4m+4−j)
j,0 Q

(4m+8−j)
j,0

∣∣ ≥ 0,

S
(2)
4m+8,4m+4 ≥ 0,

f4m+8 − f̃4m+4 =
∣∣F (4m+8)

0,0 − F
(2m+2)
0,0

∣∣+
+S

(1)
4m+8,4m+4 + S

(2)
4m+8,4m+4 ≥ 0.

Отже, f2m ≤ f̃4m+4 ≤ f4m+8, m = 1, 2, . . .,
тому послiдовностi {f2n}, {f̃2n} збiгаються
до одної i тої ж самої границi.

Розглянемо тепер залишки вигляду
Q̃

(r)
2p+1−r,0, r = 1, 2, . . . , 2p, за умов (41)–(44) i

додаткової умови (46). Маємо:

Q̃
(0)
2p+1,0 = 1, 1 ≥ Q̃

(1)
2p,0 = 1 + a2p+1,0 > 0,

−Q̃(2)
2p−1,0 =

|a2p,0|
Q̃

(1)
2p,0

− 1− F
(1)
2p,0 ≥

≥ |a2p,0|+ |a2p+1,1| − 1 ≥ g2p−1,0.
(58)

Якщо p > 1, то

1− |a2p−1,1| ≤ Q̃
(3)
2p−2,0 ≤ 1− |a2p−1,1|+

+
|a2p−1,0|
|g2p−1,0|

, −Q̃(4)
2p−3,0 ≥ g2p−3,0,

(59)
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1 ≤ Q̃
(2k+1)
2p,0 = 1 + F

(k)
2p,0 +

a2p+1,0

Q̃
(2k)
2p+1,0

≤

≤ 1 +
|a2p+1,1|
g2p+1,1

+
|a2p+1,0|
g2p+1,0

,

−Q̃(2k+2)
2p−1,0 =

|a2p,0|
Q̃

(2k+1)
2p,0

− 1− F
(k+1)
2p−1,0 ≥

≥ |a2p,0|

1 +
|a2p+1,1|
g2p+1,1

+
|a2p+1,0|
g2p+1,0

− 1− |a2p,1|
g2p,1

≥

≥ g2p−1,0, p = 1, 2, . . . , k = 2, 3, . . . .
(60)

Дiючи у той самий спосiб, можна переко-
натись у правильностi аналогiчних нерiвно-
стей для Q̃(r)

0,2p+1−r, r = 1, 2, . . . , 2p.
Беручи до уваги нерiвностi (58)–(60),

одержимо:

P̃
(1)
2m+2p+1,2m+1 =

=
2m∑
i=1

(
F

([m+p+(1−i)/2])
i,0 − F

([m+(1−i)/2])
i,0

)
×

×

i∏
j=1

|aj,0|

i∏
j=1

|Q̃(2m+2p+1−j)
j,0 Q̃

(2m+1−j)
j,0 |

−

−

2m+1∏
j=1

|aj,0|

Q̃
(2p)
2m+1,0

2m∏
j=1

|Q̃(2m+2p+1−j)
j,0 Q̃

(2m+1−j)
j,0 |

×

×

(
−F (p)

2m+1,0 +
|a2m+2,0|
Q̃

(2p−1)
2m+2,0

)
≥ 0,

m = 1, 2, . . . , p = 2, 3, . . . .

Аналогiчно, P̃ (2)
2m+2p+1,2m+1 ≥ 0,

f̃2m+5 − f̃2m = F
(m+2)
0,0 − F

(m)
0,0 +

P̃
(1)
2m+5,2m + P̃

(2)
2m+5,2m ≥ 0, m = 1, 2, . . . ,

f̃2m+2p+1 − f̃2m+1 = F
(m+p)
0,0 − F

(m)
0,0 +

+P̃
(1)
2m+2p+1,2m+1 + P̃

(2)
2m+2p+1,2m+1 ≥ 0,

m = 1, 2, . . . , p = 2, 3, . . . .

Крiм того, f̃2n+1 ≤ M, n = 1, 2, . . . , де M
визначається згiдно з (45).

Знову розглянемо 3 випадки:
a) p = 2, m = 2k − 1, k = 1, 2, . . . ,

f̃3 ≤ f̃7 ≤ . . . ≤M,

послiдовнiсть {f4k−1} збiгається;
б) p = 2, m = 2k, k = 1, 2, . . . ,

f̃5 ≤ f̃9 ≤ . . . ≤M,

послiдовнiсть {f4k+1} збiгається;
в) p = 2, m = 6l, l = 1, 2, . . . ,

f̃7 ≤ f̃13 ≤ . . . ≤M,

послiдовнiсть {f6l+1} збiгається.
Оскiльки {f̃12n+1} ⊂ {f̃6l+1},

{f̃12n+1} ⊂ {f̃4k+1}, {f̃12n−5} ⊂ {f̃6l+1},
{f̃12n−5} ⊂ {f̃4k−1}, то lim

l→∞
f̃6l+1 =

= lim
k→∞

f̃4k+1 = lim
k→∞

f̃4k+3 = lim
n→∞

f̃2n+1, тобто

послiдовнiсть {f̃2n+1} збiгається.
Далi,

P̃
(1)
2m+5,2m =

−
2m+1∏
j=1

|aj,0|

Q̃
(4)
2m+1,0

2m∏
j=1

∣∣Q̃(2m+5−j)
j,0 Q̃

(2m−j)
j,0

∣∣+
+

2m∑
i=1

(
F

([m+(5−i)/2])
i,0 − F

([m−i/2])
i,0

)
×

×

i∏
j=1

|aj,0|

i∏
j=1

|Q̃(2m+5−j)
j,0 Q̃

(2m−j)
j,0 |

≥ 0, P̃
(2)
2m+5,2m ≥ 0,

f̃2m+5 − f̃2m = F
(m+2)
0,0 − F

(m)
0,0 +

+P̃
(1)
2m+5,2m + P̃

(2)
2m+5,2m ≥ 0, m = 1, 2, . . . ,

(61)
P̃

(1)
2m+10,2m+5 =

=
2m+4∑
i=1

(
F

([m+5−i/2])
i,0 − F

([m+(5−i)/2])
i,0

)
×

×

i∏
j=1

|aj,0|

i∏
j=1

∣∣Q̃(2m+10−j)
j,0 Q̃

(2m+5−j)
j,0

∣∣+

+

2m+5∏
j=1

|aj,0|(
−Q̃(5)

2m+5,0

) 2m+4∏
j=1

∣∣Q̃(2m+10−j)
j,0 Q̃

(2m+5−j)
j,0

∣∣×
×

(
|a2m+6,0|
Q̃

(4)
2m+6,0

− F
(2)
2m+5,0

)
≥ 0,

P̃
(2)
2m+10,2m+5 ≥ 0,
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f̃2m+10 − f̃2m+5 = F
(m+5)
0,0 − F

(m+2)
0,0 +

+P̃
(1)
2m+10,2m+5 + P̃

(2)
2m+10,2m+5 ≥ 0,

m = 1, 2, . . . .

(62)

З нерiвностей (61), (62) i збiжностi послi-
довностей {f̃2k+1}, {f̃2k}, випливає рiвнiсть
lim
k→∞

f̃2k = lim
k→∞

f̃2k+1.
Розглянемо тепер залишки вигляду

Q
(r)
2p+1−r,0, r = 1, 2, . . . , 2p, за умов (41)–(44) i

додаткової умови (47). Маємо: Q(0)
2p+1,0 = 1,

1 ≥ Q
(1)
2p,0 = 1 + a2p+1,0 + a2p+1,1 > 0,

−Q(2)
2p−1,0 ≥ |a2p,0| −

|a2p,1|
g2p,1

− 1 ≥ g2p−1,0;

1 ≤ Q̃
(2k+1)
2p,0 ≤ 1 +

|a2p+1,1|
g2p+1,1

+
|a2p+1,0|
g2p+1,0

,

−Q̃(2k+2)
2p−1,0 =

|a2p,0|
Q̃

(2k+1)
2p,0

− 1− F
(2k+2)
2p−1,0 ≥

≥ |a2p,0|

1 +
|a2p+1,1|
g2p+1,1

+
|a2p+1,0|
g2p+1,0

− 1− |a2p,1|
g2p,1

≥

≥ g2p−1,0, p = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . .

Мiркуючи так само, одержимо аналогiчнi
нерiвностi для Q(r)

0,2p+1−r, r = 1, 2, . . . , 2p.
Враховуючи формули (18)–(20), умови

(43), (44), нерiвностi (50)–(52), i оцiнки за-
лишкiв Q

(k)
p,0, Q

(k)
0,p, p = 1, 2, . . . , k = 0, 1, . . . ,

доходимо висновку, що

f2m+3 − f2m+1 = F
(2m+3)
0,0 − F

(2m+1)
0,0 +

+P
(1)
2m+3,2m+1 + P

(2)
2m+3,2m+1 ≥ 0,

m = 1, 2, . . . .

(63)

f2m+3 − f2m = F
(2m+3)
0,0 − F

(2m)
0,0 +

+P
(1)
2m+3,2m + P

(2)
2m+3,2m ≥ 0, m = 1, 2, . . . ,

(64)
f2m+6 − f2m+3 = F

(2m+6)
0,0 − F

(2m+3)
0,0 +

+P
(1)
2m+6,2m+3 + P

(2)
2m+6,2m+3 ≥ 0,

m = 1, 2, . . . .

(65)

Крiм того,

f1 < b0 < f2n+1 ≤M, n = 1, 2, . . . , (66)

де M визначається згiдно з (45).
З нерiвностей (63), (66) випливає, що по-

слiдовнiсть {f2k−1} неспадна, обмежена i то-
му збiжна.

З нерiвностей (64), (65) i збiжностi послi-
довностей {f2k−1}, {f2k}, випливає рiвнiсть
lim
k→∞

f2k = lim
k→∞

f2k+1.
Беручи до уваги ще й рiвнiсть lim

k→∞
f2k =

lim
k→∞

f̃2k, доходимо висновку про збiжнiсть i
фiгурну збiжнiсть ГЛД (3)–(4) до одної i тої
ж самої границi. Теорему доведено.
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