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СИЛЬНО σ-МЕТРИЗОВНI ПРОСТОРИ Є СУПЕР σ-МЕТРИЗОВНИМИ
Топологiчний простiр X називається сильно σ-метризовним, якщо X зображається як

об’єднання зростаючої послiдовностi (Xn)n∈ω замкнених метризовних пiдпросторiв так, що
кожна збiжна послiдовнiсть в X мiститься у деякiй множинi Xn. Якщо кожна компактна
пiдмножина простору X мiститься в деякому Xn, тодi простiр X називається супер σ-
метризовним. Вiдповiдаючи на запитання В.К. Маслюченка i O.I. Фiлiпчук, ми доводимо,
що кожен сильно σ-метризовний простiр є супер σ-метризовним.

A topological space X is called strongly σ-metrizable if X =
∪

n∈ω Xn for an increasing sequence
(Xn)n∈ω of closed metrizable subspaces such that every convergence sequence in X is contained
in some Xn. If, in addition, every compact subset of X is contained in some Xn, n ∈ ω, then X
is called super σ-metrizable. Answering a question of V.K. Maslyuchenko and O.I. Filipchuk, we
prove that a topological space is strongly σ-metrizable if and only if it is super σ-metrizable.

Слiдуючи [4,5], ми називаємо простiр X

• σ-метризовним, якщо X можна запи-
сати як об’єднання зростаючої послi-
довностi замкнених метризовних пiд-
просторiв;

• сильно σ-метризовним, якщоX можна
записати як об’єднання зростаючої по-
слiдовностi (Xn)n∈ω замкнених метри-
зовних пiдпросторiв так, що кожна збi-
жна послiдовнiсть в X мiститься у де-
якiй пiдмножинi Xn;

• супер σ-метризовним, якщо X можна
записати як об’єднання зростаючої по-
слiдовностi (Xn)n∈ω замкнених метри-
зовних пiдпросторiв так, що кожна ком-
пактна пiдмножина простору X мiсти-
ться у деякiй пiдмножинi Xn.

У дисертацiї О.I. Фiлiпчук [6] доведе-
но, що гаусдорфовий простiр є сильно σ-
метризовним тодi i лише тодi, коли вiн су-
пер σ-метризовний. У цiй статтi ми доведе-
мо, що ця характеризацiя залишається вiр-
ною для усiх топологiчних просторiв. Для
цього ми використаємо один результат Алас
i Вiльсона [1] (див. також [2]) про секвен-
цiальну компактнiсть компактних (не обо-
в’язково гаусдорфових) просторiв. Нагадає-
мо, що топологiчний простiр X називається

• секвенцiально компактним, якщо ко-
жна послiдовнiсть в X мiстить збiжну
пiдпослiдовнiсть;

• лiнделефовим, якщо з кожного вiдкри-
того покриття простору X можна видi-
лити злiченне пiдпокриття;

• спадково лiнделефовим, якщо кожен
пiдпростiр простору X лiнделефовий.

Теорема 1 (Alas, Wilson). Кожний компа-
ктний спадково лiнделефовий простiр є се-
квенцiально компактним.

Iз цiєї теореми випливає

Наслiдок 1. Кожний компактний σ-
метризовний топологiчний простiр X є
спадково лiнделефовим та секвенцiально
компактним.

Доведення. Запишемо σ-метризовний
простiр X як злiченне об’єднання послiдов-
ностi (Xn)n∈ω замкнених метризовних пiд-
просторiв. Кожний метризовний пiдпростiр
Xn є компактним (як замкнена пiдмножина
компактного простору) i тому має злiченну
базу i є спадково лiнделефовим. Тодi об’єд-
нання X =

∪
n∈ωXn також спадково лiнде-

лефове. За теоремою 1, простiр X є секвен-
цiально компактним.

16 ISSN 2309-4001. Буковинський математичний журнал. 2017. – Т. 5, № 1–2.



Для гаусдорфових просторiв наступна
характеризацiя була доведена О.I.Фiлiпчук
у своїй дисертацiї [6].

Теорема 2. Топологiчний простiр є сильно
σ-метризовним тодi i лише тодi, коли вiн
супер σ-метризовний.

Доведення. Оскiльки кожна збiжна
послiдовнiсть з долученою граничною то-
чкою є компактною множиною, то iз су-
пер σ-метризовностi випливає сильна σ-
метризовнiсть. Тепер припустимо, що топо-
логiчний простiрX є сильно σ-метризовним.
Зобразимо X у виглядi об’єднання зроста-
ючої послiдовностi (Xn)n∈ω замкнених ме-
тризовних просторiв, що охоплюють збi-
жнi послiдовностi X. Щоб довести супер σ-
метризовнiсть простору X, слiд перевiрити,
що кожна компактна пiдмножина K ⊆ X
мiститься у деякiй множинi Xn.

Припустимо, що це не так, тобто iснує
компактна пiдмножина K ⊂ X, яка не мi-
ститься в жоднiй множинi Xn. Тодi для ко-
жного n ∈ ω можна знайти точку xn ∈
K\Xn. Наслiдок 1 гарантує, що компактний
σ-метризовний простiр K є секвенцiально
компактним. Тому послiдовнiсть (xn)n∈ω мi-
стить збiжну пiдпослiдовнiсть (xni

)i∈ω для
деякої зростаючої числової послiдовностi
(ni)i∈ω. Вибiр послiдовностi (Xn)n∈ω гаран-
тує, що {xni

}i∈ω ⊆ Xm для деякого m ∈ ω.
Виберемо номер i ∈ ω з ni ≥ m i зауважимо,
що належнiсть xni

∈ Xm суперечить вибору
точки xni

∈ X \Xni
⊆ X \Xm.

Отримана суперечнiсть доводить, що
K ⊆ Xn для деякого n ∈ ω. Тому простiр
X є супер σ-метризовним.

Iз теореми 2 випливає наступна метриза-
цiйна теорема.

Теорема 3. Для компактного простору X
наступнi умови еквiвалентнi:

1) X – метризовний;
2) X – гаусдорфовий i σ-метризовний;
3) X – сильно σ-метризовний;
4) X – супер σ-метризовний.

Доведення. Еквiвалентнiсть умов
(3) ⇔ (4) випливає з теореми 2. Iмплiкацiя

(1) ⇒ (4) тривiальна, а (4) ⇒ (1) негайно
випливає з компактностi простору X та
означення супер σ-метризовностi. Iмплi-
кацiя (1) ⇒ (2) тривiальна. Залишилось
довести, що (2) ⇒ (1). Припустимо, що
компактний гаусдорфовий простiр X є
σ-метризовним i, отже, є злiченним об’єд-
нанням X =

∪
n∈ωXn своїх замкнених ме-

тризовних пiдпросторiв. Для кожного n ∈ ω
метризовний простiр Xn є компактним (як
замкнений пiдпростiр компактного просто-
ру X) i тому має злiченну базу топологiї Bn.
Тодi об’єднання

∪
n∈ω Bn є злiченною сiткою

топологiї простору X. За теоремою 3.1.19 iз
[3], компактний гаусдорфiв простiр X має
злiченну базу i, отже, є метризовним.

Умова гаусдорофовостi у теоремi 3(2) є
суттєвою, про що свiдчить наступний (кла-
сичний) приклад.

Приклад 1. Нехай X – злiченний простiр,
надiлений топологiєю Зарiського

τ = {∅} ∪ {X \ F : F – скiнченна}.
Простiр X є компактним i σ-метри-
зовним, проте не метризовним.
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