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КЛАСИЧНI РОЗВ’ЯЗКИ ЗАДАЧ ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ
ЗI ЗМIННИМ IНТЕГРАЛЬНИМ ЗАПIЗНЕННЯМ

Дослiджено три задачi для нелiнiйних параболiчних рiвнянь зi змiнним iнтегральним за-
пiзненням: мiшану задачу для рiвнянь без виродження, крайову задачу для рiвнянь, що ви-
роджуються в початковий момент часу, та задачу Фур’є. Доведено iснування та єдинiсть
класичних розв’язкiв таких задач, а також отримано їх апрiорнi оцiнки.

Such thee problems are considered: initial boundary value problem for nonlinear parabolic
equations with variable integral delay, boundary value problem for degenerate nonlinear parabolic
equations with variable integral delay, Fourier problem for nonlinear parabolic equations with
variable integral delay. The conditions of existence and uniqueness of a classical solution of these
problems are obtained.

Вступ

У данiй роботi дослiджено три задачi для
нелiнiйних параболiчних рiвнянь зi змiн-
ним iнтегральним запiзненням: мiшану за-
дачу для рiвнянь без виродження, крайо-
ву задачу для рiвнянь, що вироджуються в
початковий момент часу, та задачу Фур’є.
Доведено iснування та єдинiсть класичних
розв’язкiв таких задач, а також отримано їх
апрiорнi оцiнки.

Наявнiсть запiзнення в диференцiальних
рiвняннях, що описують певнi динамiчнi
процеси, є врахуванням того, що стан ево-
люцiйної системи в актуальний момент ча-
су залежить вiд станiв в попереднi момен-
ти часу. Рiвняння iз запiзненням викори-
стовують, зокрема, для моделювання хар-
чових ланцюгiв та реакцiї iмунної систе-
ми людського органiзму на вiрус iмуноде-
фiциту ([21], [23]). В останнi роки iнтенсив-
но розвивається математичний апарат для
дослiдження рiвнянь та їх систем iз запi-
зненням (див., наприклад, [2], [4], [6], [11],
[13], [17], [19], [26], [27]). На даний час до-
сить повно розроблено теорiю диференцi-
альних рiвнянь зi сталим запiзненням. Ста-
лiсть запiзнення, як правило, є додатко-
вим припущенням для спрощення дослiдже-
ння, що не мотивовано реальними процеса-
ми. Бiльш природними є рiвняння зi змiн-

ним запiзненням. Звичайнi диференцiальнi
рiвняння зi змiнним запiзненням дослiджу-
ються досить активно ([7], [9], [23]), але рiв-
няння з частинними похiдними зi змiнним
запiзненням не є достатньо вивченими. У [4]
дослiджено мiшану задачу для нелiнiйних
параболiчних рiвнянь зi змiнним локальним
запiзненням. Наскiльки нам вiдомо, мiшана
задача для нелiнiйних параболiчних рiвнянь
зi змiнним iнтегральним запiзненням ранi-
ше не розглядались. Iснування та єдинiсть
розв’язку такої задачi дослiджено у першо-
му роздiлi цiєї роботи.

Нелiнiйнi вироджуванi диференцiальнi
рiвняння використовують при моделюваннi
рiзних процесiв, зокрема, опрiснення мор-
ської води, руху рiдин та газiв у пористих се-
редовищах. Такi рiвняння виникають i в тео-
рiях еластичностi, вiдносностi та оптимiзацiї
([19]). Параболiчнi рiвняння iз виродженням
та задачi для них дослiджувались у багатьох
роботах, серед яких [1], [5], [10], [17], [19].

Наскiльки вiдомо авторам, задачi для па-
раболiчних вироджуваних (за рахунок кое-
фiцiєнтiв) рiвнянь iз запiзненням дослiдже-
нi лише у [3] у випадку змiнного локального
запiзнення. Крайова задача для нелiнiйних
параболiчних рiвнянь зi змiнним iнтеграль-
ним запiзненням вперше дослiджена тут i
результати по нiй поданi у другому роздiлi
роботи.
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Задача Фур’є для еволюцiйних рiвнянь
виникає при моделюваннi нестацiонарних
процесiв у природi, що почались дуже дав-
но i початковi умови не впливають на стан
системи у даний момент. У цьому випадку
можна вважати, що початковим моментом
є −∞, а 0 – кiнцевим моментом часу, а за-
мiсть стандартної початкової умови ставити
умову на поведiнку розв’язку при прямуван-
нi часової змiнної до −∞. Задачi Фур’є для
еволюцiйних рiвнянь виникають при моде-
люваннi рiзних процесiв у у економiцi, фiзи-
цi, екологiї, кiбернетицi, тощо, i досить до-
бре дослiдженi ( див, наприклад, [15], [16],
[20], [22], [24], [25], [28], [29]).

Задачi Фур’є для параболiчних рiвнянь
iз запiзненням дослiдженi у роботах [2],
[20], але лише у випадку, коли запiзнення
є сталим. Наскiльки авторам вiдомо, задача
Фур’є для нелiнiйних параболiчних рiвнянь
зi змiнним iнтегральним запiзненням ранi-
ше не розглядалась. Iснування та єдинiсть
розв’язку такої задачi дослiджено у третьо-
му роздiлi.

1. Мiшана задача для параболiчних
рiвнянь iз запiзненням

1.1 Основнi позначення та допомi-
жнi факти.

Нагадаємо деякi позначення i поняття,
якi будемо використовувати. Пiд Rk (k ≥ 1)
розумiтимемо лiнiйний простiр, складений з
впорядкованих наборiв z = (z1, . . . , zk) дiй-
сних чисел, з нормою |z| = (|z1|2 + . . . +
|zn|2)1/2. Через C(H), де H – множина в Rk,
позначатимемо лiнiйний простiр неперерв-
них на H функцiй. Якщо K – компакт в
Rk, то на C(K) задаємо норму ∥v∥C(K) :=
max
z∈K

|v(z)|, з якою цей простiр є банаховим.
Коли H – довiльна некомпактна множина в
Rk, то послiдовнiсть {vm}∞m=1 збiгається до v
в C(H), якщо ||vm − v||C(K) →

m→∞
0 для будь-

якого компакту K ⊂ H.
Нехай α ∈ (0, 1], K – компакт в Rn+1 :=

{(x, t) | x ∈ Rn, t ∈ R}, n ∈ N. Пiд Cα,α/2(K)
розумiтимемо банахiв простiр, що є пiд-
простором C(K) i складається з функцiй

v(x, t), (x, t) ∈ K, зi скiнченою нормою

∥v∥Kα,α/2 := ∥v∥C(K)+

+ sup
(x,t),(x′,t)∈K

x̸=x′

|v(x, t)− v(x′, t)|
|x− x′|α

+

+ sup
(x,t),(x,t′)∈K

t̸=t′

|v(x, t)− v(x, t′)|
|t− t′|α/2

(див., наприклад, [8, ст. 16, 17]).
Через C

α,α/2
loc (H), де H – довiльна не-

компактна множина в Rn+1, позначатиме-
мо простiр функцiй v таких, що v ∈
Cα,α/2(K) для довiльного компакту K ⊂ H.
Пiд C2,1(D)

(
вiдповiдно, C2,1(D)

)
, де D –

область в Rn+1, розумiтимемо лiнiйний про-
стiр функцiй v(x, t), (x, t) ∈ D (вiдповiдно,
(x, t) ∈ D), якi разом зi своїми похiдними
vxk , vxkxl (k, l = 1, n), vt визначенi i неперерв-
нi на D (вiдповiдно, на D). Якщо D – обме-
жена область, то вважаємо, що на просторi
C2,1(D) задано норму ||v||C2,1(D) := ||v||C(D)+

+
n∑
k=1

||vxk ||C(D)+
n∑

k,l=1

||vxkxl ||C(D)+ ||vt||C(D), з

якою вiн є банаховим. Через C2+α,1+α/2(D),
якщо D – обмежена область в Rn+1, позна-
чатимемо банахiв простiр функцiй v з про-
стору C2,1(D) зi скiнченою нормою

||v||D2+α,1+α/2 = ∥v∥C(D) +
n∑
k=1

∥vxk∥Dα,α/2+

+
n∑

k,l=1

∥vxkxl∥Dα,α/2 + ∥vt∥Dα,α/2.

Пiд C2+α,1+α/2
loc (G), де G – область в Rn+1 або

об’єднання областi з частиною своєї межi,
розумiтимемо простiр функцiй v таких, що
v ∈ C2+α,1+α/2(D) для довiльної обмеженої
областi D такої, що D ⊂ G.

Твердження 1. Нехай послiдовнiсть фун-
кцiй {um}∞m=1 є обмеженою в Cα,α/2(K), де
K – компакт в Rn+1, тобто, ||um||Kα,α/2 ≤ C1

∀m ∈ N, де C1 > 0 – стала, яка не залежить
вiд m. Тодi iснують функцiя u ∈ Cα,α/2(K)
та пiдпослiдовнiсть {umj

}∞j=1 послiдовностi
{um}∞m=1 такi, що umj

→
j→∞

u в C(K).
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Доведення. Дане твердження випливає
з теореми Арцела-Асколi.

Використовуючи дiагональний процес та
твердження 1, не важко отримати таке твер-
дження.

Твердження 2. Нехай H – довiльна неком-

пактна множина в Rn+1 така, що H =
∞∪
i=1

Ki,

де {Ki}∞i=1 – сiм’я компактiв в Rn+1, причо-
му Ki ⊂ Ki+1 для кожного i ∈ N. Припусти-
мо, що {um}∞m=1 – послiдовнiсть функцiй з
C
α,α/2
loc (H) така, що для будь-якого i ∈ N по-

слiдовнiсть звужень членiв даної послiдов-
ностi на Ki є обмеженою в Cα,α/2(Ki), тобто,
||um||Ki

α,α/2 ≤ C2 ∀m ∈ N, де C2 > 0 – стала,
яка не залежить вiд m, але може залежати
вiд Ki. Тодi iснують функцiя u ∈ C

α,α/2
loc (H)

та пiдпослiдовнiсть {umj
}∞j=1 послiдовностi

{um}∞m=1 такi, що umj
→
j→∞

u в C(H).

1.2 Формулювання задачi та основ-
них результатiв роздiлу 1.

Нехай Ω – обмежена область в Rn, ∂ Ω –
межа Ω, T > 0. Покладемо Q := Ω × (0, T ]
(тодi Q := Ω× [0, T ]), Σ := ∂ Ω× (0, T ].

Розглянемо мiшану задачу для еволюцiй-
ного рiвняння з iнтегральним запiзненням:
знайти функцiю u ∈ C

(
Ω× [τ0, T ]

)
∩C2,1(Q),

яка задовольняє рiвняння

Pu(x, t) := ut(x, t)−
n∑

k,l=1

akl(x, t)uxkxl(x, t)+

+
n∑
k=1

ak(x, t)uxk(x, t) + a0(x, t)u(x, t)−

−g(x, t, u(x, t), Jτu(x, t)) = f(x, t), (x, t)∈Q,
(1)

крайову умову

Ru(x, t) := u(x, t) = h(x, t), (x, t) ∈ Σ, (2)

i початкову умову

Gu(x, t) := u(x, t) = u0(x, t), (x, t)∈Ω×[τ0, 0],
(3)

де Jτu(x, t) :=
t∫

t−τ(t)
J(x, t, s)u(x, s)ds, τ ∈

C([0, T ]) – невiд’ємна функцiя, τ0 :=
inf

t∈(0,T ]
(t−τ(t)) i, якщо τ0 = 0, то [τ0, 0] := {0}.

Далi цю задачу коротко називатимемо за-
дачею (1)–(3).

На вихiднi данi задачi (1)–(3) накладаємо
такi обмеження:

(A1) akl, ak ∈ C(Q), akl = alk (k, l = 1, n),
iснує стала ν ≥ 0 така, що

n∑
k,l=1

akl(x, t)ξkξl ≥ ν

n∑
i=1

ξ2i

∀(x, t) ∈ Q, ∀(ξ1, ..., ξn) ∈ Rn;
(A2) g(x, t, ξ, η), (x, t, ξ, η) ∈ Ω × (0, T ] ×

R× R, – неперервна за усiма змiнними i не-
перервно диференцiйовна за змiнними ξ та
η функцiя, причому iснують визначенi на
Q невiд’ємнi неперервнi обмеженi функцiї
g1, g2 такi, що ∀(x, t, ξ, η) ∈ Ω×(0, T ]×R×R :

0 ≤ gξ(x, t, ξ, η) ≤ g1(x, t),

0 ≤ gη(x, t, ξ, η) ≤ g2(x, t);

крiм того, g(x, t, 0, 0) = 0, (x, t) ∈ Q;
(A3) J ∈ C(Q × (τ0, T ]), J(x, t, s) ≥ 0

∀(x, t, s)∈Q×(τ0, T ], sup
(x,t)∈Q

t∫
t−τ(t)

J(x, t, s)ds<∞;

(A4) a0 ∈ C(Q), a−0 := inf
(x,t)∈Q

[
a0(x, t) −

−g1(x, t)− g2(x, t)
t∫

t−τ(t)
J(x, t, s)ds

]
> 0;

(A5) f ∈ C(Q), h ∈ C(Σ), u0 ∈ C(Ω ×
[τ0, 0]), причому f є обмеженою та виконує-
ться умова узгодження нульового порядку:

h(x, 0) = u0(x, 0) ∀x ∈ ∂ Ω.

Теорема 1. Нехай виконуються умови
(A1)–(A4). Припустимо, що u1, u2 – розв’яз-
ки задач, що вiдрiзняються вiд задачi (1)–
(3) тiльки тим, що замiсть f, h, u0 стоять,
вiдповiдно, f1, h1, u0,1 та f2, h2, u0,2 з таки-
ми ж властивостями, якi вказанi, вiдповiд-
но, для f, h, u0 в умовi (A5). Тодi виконує-
ться нерiвнiсть

min
{ 1

a−0
inf

(y,s)∈Q
(f1(y, s)− f2(y, s)) ,

min
(y,s)∈Σ

(h1(y, s)− h2(y, s)) ,

min
(y,s)∈Ω×[τ0,0]

(u0,1(y, s)− u0,2(y, s)) , 0
}
≤
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≤ u1(x, t)− u2(x, t) ≤

≤ max
{ 1

a−0
sup

(y,s)∈Q
(f1(y, s)− f2(y, s)) ,

max
(y,s)∈Σ

(h1(y, s)− h2(y, s)) ,

max
(y,s)∈Ω×[τ0,0]

(u0,1(y, s)− u0,2(y, s)) , 0
}
,

(x, t) ∈ Q. (4)

Зауважимо, що з цiєї теореми випливає
неперервна залежнiсть розв’язку задачi (1)–
(3) вiд вихiдних даних.

Наслiдок 1. Нехай виконуються умови
(A1)–(A5). Тодi задача (1)–(3) має не бiль-
ше одного розв’язку.

Наслiдок 2. Нехай виконуються умови
(A1)–(A5). Тодi для розв’язку задачi (1)–(3)
правильна оцiнка

min{ 1

a−0
inf

(y,s)∈Q
f(y, s), min

(y,s)∈Σ
h(y, s),

min
(y,s)∈Ω×[τ0,0]

u0(y, s), 0} ≤ u(x, t) ≤

≤ max{ 1

a−0
sup

(y,s)∈Q
f(y, s), max

(y,s)∈Σ
h(y, s),

max
(y,s)∈Ω×[τ0,0]

u0(y, s), 0}, (x, t) ∈ Q. (5)

Наслiдок 3. Нехай виконуються умови тео-
реми 1, i, крiм того, f1(x, t)≤f2(x, t) ∀(x, t)∈
Q, h1(x, t) ≤ h2(x, t) ∀(x, t) ∈ Σ, u0,1(x, t) ≤
u0,2(x, t) ∀(x, t) ∈ Ω× [τ0, 0]. Тодi правильна
нерiвнiсть u1(x, t) ≤ u2(x, t) ∀(x, t) ∈ Q.

Введемо ще деякi функцiйнi простори.
Згiдно зi сказаним ранiше (див. п. 1.1) пiд
C

2+α,1+α/2
loc (Q), де α ∈ (0, 1], розумiємо про-

стiр функцiй v ∈ C2,1(Q) таких, що для
будь-яких строго внутрiшньої пiдобластi Ω′

областi Ω (тобто, Ω′ ⊂ Ω) та числа δ ∈ (0, T )
звуження v на Ω′× [δ, T ] належить простору
C2+α,1+α/2(Ω′ × [δ, T ]).

Через Cα,α/2,0(Q×[τ0, T ]) позначаємо про-
стiр неперервних функцiй q(x, t, s), (x, t, s) ∈
Q × [τ0, T ], для кожної з яких iснує стала
L > 0 така, що правильна нерiвнiсть∣∣q(x, t, s)− q(x̃, t̃, s)

∣∣ ≤ L(|x− x̃|α + |t− t̃|α/2)

для довiльних (x, t, s), (x̃, t̃, s)∈Q×[τ0, T ].
Через Cα,α/2,1,1

loc (Ω×[0, T ]×R×R) позначає-
мо простiр неперервних функцiй g̃(x, t, ξ, η),
(x, t, ξ, η) ∈ Ω× [0, T ]×R×R, кожна з яких
є неперервно диференцiйовною за змiнни-
ми ξ, η та задовольняє умову: для довiль-
них q1 > 0, q2 > 0 iснують сталi Lk =
Lk(g̃, q1, q2) > 0 (k = 1, 3) такi, що викону-
ються нерiвностi∣∣g̃(x, t, ξ, η)−g̃(x̃, t̃, ξ, η)∣∣≤L1(|x−x̃|α+|t−t̃|

α
2 ),

|g̃ξ(x, t, ξ, η)| ≤ L2, |g̃η(x, t, ξ, η)| ≤ L3

для будь-яких (x, t, ξ, η), (x̃, t̃, ξ, η) ∈ Ω ×
[0, T ]× [−q1, q1]× [−q2, q2].

Теорема 2. Нехай виконуються умови
(A1)–(A5). Припустимо, що для деякого α ∈
(0, 1] маємо

(B1) ∂Ω ∈ C2+α,
(B2) akl, ak, a0 ∈ Cα,α/2(Q) (k, l = 1, n),

g ∈ C
α,α/2,1,1
loc (Ω× [0, T ]× R× R),

J ∈ Cα,α/2,0(Q× [τ0, T ]), τ ∈ Cα/2([0, T ]),
f ∈ Cα,α/2(Q), u0 ∈ Cα,α/2(Ω× [τ0, 0]),
h ∈ Cα,α/2(Σ).
Крiм того, нехай
(B3) ∂akl/∂xs ∈ C(Q) (k, l, s = 1, n).
Тодi iснує (єдиний) розв’язок задачi (1)–

(3) i вiн належить простору Cα,α/2(Ω ×
[τ0, T ]) ∩ C2+α,1+α/2

loc (Q).

1.3 Допомiжнi твердження.
Розглянемо задачу: знайти функцiю u ∈

C
(
Ω× [τ0, T ]

)
∩C2,1(Q), яка задовольняє рiв-

няння

P̂ u(x, t) := ut(x, t)−
n∑

k,l=1

akl(x, t)uxkxl(x, t)+

+
n∑
k=1

ak(x, t)uxk(x, t) + â0(x, t)u(x, t)−

−ĝ(x, t)Jτu(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (6)

крайову умову (2) i початкову умову (3), де
τ, Jτ такi ж як i у (1).

Далi цю задачу коротко називатимемо за-
дачею (6), (2), (3).

Припустимо, що функцiї ak,l, ak (k, l =
1, n), J, f, u0, h задовольняють умови (A1),
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(A3), (A5), а функцiї â, ĝ задовольняють
умову

(A6) â0, ĝ – неперервнi i обмеженi на Q,
inf

(x,t)∈Q
â0(x, t) > 0, ĝ ≥ 0 на Q,

â−0 := inf
(x,t)∈Q

[
â0(x, t)−ĝ(x, t)

t∫
t−τ(t)

J(x, t, s)ds
]
>0.

Лема 1. Нехай виконуються умови (A1),
(A3) i â0, ĝ ∈ C(Q), ĝ ≥ 0 на Q. Тодi для
функцiй u, v ∈ C

(
Ω × [τ0, T ]

)
∩ C2,1(Q) та-

ких, що P̂ u(x, t) < P̂v(x, t) ∀(x, t) ∈ Q,
Ru(x, t) < Rv(x, t) ∀(x, t) ∈ Σ, Gu(x, t) <
Gv(x, t) ∀(x, t) ∈ Ω× [τ0, 0], правильна нерiв-
нiсть u(x, t) < v(x, t) ∀(x, t) ∈ Q.

Доведення. Позначимо w(x, t) :=
u(x, t) − v(x, t) ∀(x, t) ∈ Ω × [τ0, T ],

f̃(x, t) := P̂w(x, t) = P̂ u(x, t) − P̂ v(x, t) < 0

∀(x, t) ∈ Q, h̃(x, t) := Rw(x, t) =
Ru(x, t) − Rv(x, t) < 0 ∀(x, t) ∈ Σ,
ũ0(x, t) := Gw(x, t) = Gu(x, t) − Gv(x, t) < 0
∀(x, t)∈Ω× [τ0, 0]. Врахувавши цi позначен-
ня, отримаємо такi рiвностi

wt(x, t)−
n∑

k,l=1

akl(x, t)wxkxl(x, t)+

+
n∑
k=1

ak(x, t)wxk(x, t) + â0(x, t)w(x, t)−

−ĝ(x, t)Jτw(x, t) = f̃(x, t), (x, t) ∈ Q, (7)

Rw(x, t) = h̃(x, t), (x, t) ∈ Σ, (8)

Gw(x, t) = ũ0(x, t), (x, t) ∈ Ω× [τ0, 0], (9)

де f̃ , h̃, ũ0 – вiд’ємнi функцiї.
Треба показати, що w(x, t) < 0 ∀(x, t) ∈

Q. Припустимо, що це не так. З нашого при-
пущення i того, що на пiдставi рiвностей (8) i
(9) маємо w(x, t) < 0 при (x, t) ∈ (Ω×[τ0, 0])∪
Σ, випливає iснування точки (x0, t0) ∈ Q та-
кої, що w(x, t) < 0, коли (x, t) ∈ Ω × (0, t0),
w(x, t0) ≤ 0, коли x ∈ Ω , та w(x0, t0) =
0. Звiдси випливає, що Jτw(x

0, t0) ≤ 0 i
wt(x

0, t0) ≥ 0. Врахувавши, що x0 є то-
чкою локального максимуму функцiї x 7→

w(x, t0) : Ω → R, маємо: wxk(x
0, t0) = 0

(k, l = 1, n),
n∑

k,l=1

akl(x
0, t0)wxkxl(x

0, t0) ≤ 0.

Звiдси та з рiвностi (7) одержуємо

0 ≤ wt(x
0, t0)−

n∑
k,l=1

akl(x
0, t0)wxkxl(x

0, t0)+

+
n∑
k=1

ak(x
0, t0)wxk(x

0, t0)+â0(x
0, t0)w(x

0, t0)−

−ĝ(x0, t0)Jτw(x0, t0) = f̃(x0, t0) < 0.

Отримали протирiччя, що доводить наше
твердження. �
Наслiдок з леми 1 Нехай виконуються
умови (A1), (A3) i â0, ĝ ∈ C(Q), ĝ ≥ 0 на Q.
Тодi для функцiї u ∈ C

(
Ω× [τ0, T ]

)
∩C2,1(Q)

такої, що P̂ u(x, t) < 0 ∀(x, t) ∈ Q, Ru(x, t) <
0 ∀(x, t) ∈ Σ, Gu(x, t) < 0 ∀(x, t) ∈ Ω× [τ0, 0],
правильна нерiвнiсть u(x, t) < 0 ∀(x, t) ∈ Q.

Доведення. Це твердження безпосере-
дньо випливає з леми 1 при v = 0.
Лема 2. Нехай виконуються умови (A1),
(A3) i â0, ĝ ∈ C(Q), ĝ ≥ 0 на Q, â−0 > −1
(â−0 визначено в (A6)). Тодi для функцiй
u, v ∈ C

(
Ω × [τ0, T ]

)
∩ C2,1(Q) таких, що

P̂ u(x, t) ≤ P̂ v(x, t) ∀(x, t) ∈ Q Ru(x, t) ≤
Rv(x, t) ∀(x, t) ∈ Σ, Gu(x, t) ≤ Gv(x, t)
∀(x, t) ∈ Ω × [τ0, 0], правильна нерiвнiсть
u(x, t) ≤ v(x, t) ∀(x, t) ∈ Q.

Доведення. Позначимо w(x, t) :=
u(x, t) − v(x, t) ∀(x, t) ∈ Ω × [τ0, T ]. З на-
ших припущень випливає, що P̂w(x, t) ≤ 0
∀(x, t) ∈ Q, Rw(x, t) ≤ 0 ∀(x, t) ∈ Σ,
Gw(x, t) ≤ 0 ∀(x, t) ∈ Ω × [τ0, 0]. Нехай
wλ(x, t) := w(x, t) − λ et ∀(x, t) ∈ Ω × [τ0, T ],
де λ > 0 – довiльне фiксоване число. Тодi

P̂wλ(x, t) = P̂w(x, t)− λ et
(
â0(x, t)−

−ĝ(x, t)
t∫

t−τ(t)

J(x, t, s)es−tds+ 1
)
. (10)

Покажемо, що правильна нерiвнiсть

â0(x, t)− ĝ(x, t)

t∫
t−τ(t)

J(x, t, s)es−tds+ 1 > 0

(11)
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для будь-якої точки (x, t) ∈ Q. Справдi, ма-
ємо

inf
(x,t)∈Q

(â0(x, t)− ĝ(x, t)

t∫
t−τ(t)

J(x, t, s)es−tds) ≥

≥ inf
(x,t)∈Q

(
â0(x, t)− ĝ(x, t)

t∫
t−τ(t)

J(x, t, s)ds
)
=

= â−0 > −1,

оскiльки sup
s≤t

es−t = 1, 0≤
t∫

t−τ(t)
J(x, t, s)es−tds≤

≤
t∫

t−τ(t)
J(x, t, s)ds i ĝ(x, t) ≥ 0 при (x, t) ∈ Q.

В силу умови P̂w(x, t) ≤ 0 i нерiвностi
(11) приходимо до висновку (див. (10)), що
P̂wλ(x, t) < 0 ∀(x, t) ∈ Q. Легко бачити, що
Rwλ(x, t) = Rw(x, t) − λ et < 0 ∀(x, t) ∈ Σ,
а також Gwλ(x, t) = Gw(x, t) − λ et < 0
∀(x, t) ∈ Ω× [τ0, 0]. Звiдси на пiдставi наслiд-
ку з леми 1 отримаємо нерiвнiсть wλ(x, t) <
0 ∀(x, t) ∈ Q, тобто w(x, t) < λet ∀(x, t) ∈ Q.
Зафiксувавши (x, t) ∈ Q, спрямуємо в цiй
нерiвностi λ до 0. У результатi отримаємо
нерiвнiсть w(x, t) ≤ 0 ∀(x, t) ∈ Q, тобто
u(x, t) ≤ v(x, t) ∀(x, t) ∈ Q. �

Твердження 3. Нехай виконуються умо-
ви (A1), (A3), (A5), (A6). Тодi для довiльно-
го розв’язку задачi (6), (2), (3) виконується
оцiнка

min
{ 1

â−0
inf

(y,s)∈Q
f(y, s), min

(y,s)∈Σ
h(y, s),

min
(y,s)∈Ω×[τ0,0]

u0(y, s), 0
}
≤ u(x, t) ≤

≤ max
{ 1

â−0
sup

(y,s)∈Q
f(y, s), max

(y,s)∈Σ
h(y, s),

max
(x,s)∈Ω×[τ0,0]

u0(y, s), 0
}
, (x, t) ∈ Q. (12)

Доведення. Нехай u – який-небудь
розв’язок задачi (6), (2), (3). Приймемо

C1 := max
{ 1

â−0
sup

(y,s)∈Q
f(y, s), max

(y,s)∈Σ
h(y, s),

max
(x,s)∈Ω×[τ0,0]

u0(y, s), 0
}
.

Очевидно, що C1 ≥ 0. Тодi для функцiї
v(x, t) := C1, (x, t) ∈ Ω× [τ0, T ], маємо

P̂ v(x, t)=
(
â0(x, t)−ĝ(x, t)

t∫
t−τ(t)

J(x, t, s)ds
)
C1 ≥

≥ â−0 C1 ≥ â−0
1

â−0
sup

(y,s)∈Q
f(y, s) =

= sup
(y,s)∈Q

f(y, s) ≥ f(x, t), (x, t) ∈ Q,

Rv(x, t)=C1≥ max
(y,s)∈Σ

h(y, s)≥h(x, t), (x, t)∈Σ,

Gv(x, t)=C1≥ max
(y,s)∈Ω×[τ0,0]

u0(y, s)≥

≥ u0(x, t), (x, t) ∈ Ω× [τ0, 0].

Звiдси на пiдставi леми 2 маємо, що
u(x, t) ≤ C1 ∀(x, t) ∈ Q.

Тепер покладемо

C2 := min
{ 1

â−0
inf

(y,s)∈Q
f(y, s), min

(y,s)∈Σ
h(y, s),

min
(y,s)∈Ω×[τ0,0]

u0(y, s), 0
}
.

Очевидно, що C2 ≤ 0. Тодi

P̂ v(x, t)=
(
â(x, t)−ĝ(x, t)

t∫
t−τ(t)

J(x, t, s)ds
)
C2 ≤

≤ â−0 C2 ≤ â−0
1

â−0
inf

(y,s)∈Q
f(y, s) =

= inf
(y,s)∈Q

f(y, s) ≤ f(x, t), (x, t) ∈ Q,

Rv(x, t)=C2≤ min
(y,s)∈Σ

h(y, s)≤h(x, t), (x, t) ∈ Σ,

Gv(x, t) = C2 ≤ min
(y,s)∈Ω×[τ0,0]

u0(y, s) ≤

≤ u0(x, t), (x, t) ∈ Ω× [τ0, 0].

Звiдси, на пiдставi леми 2 маємо, що
u(x, t) ≥ C2 ∀(x, t) ∈ Q. �
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Лема 3. Для довiльних (x, t) ∈
Q, ξ1, ξ2, η1, η2 ∈ R правильна рiвнiсть

g(x, t, ξ1, η1)− g(x, t, ξ2, η2) =

= (ξ1 − ξ2)G1(x, t, ξ1, ξ2, η1, η2)+

+(η1 − η2)G2(x, t, ξ1, ξ2, η1, η2),

де

G1(x, t, ξ1, ξ2, η1, η2) :=

1∫
0

gξ

(
x, t, z(ξ1 − ξ2)+

+ξ2, z(η1 − η2) + η2

)
dz, (13)

G2(x, t, ξ1, ξ2, η1, η2) :=

1∫
0

gη

(
x, t, z(ξ1 − ξ2)+

+ξ2, z(η1 − η2) + η2

)
dz, (14)

причому

0 ≤ Gi(x, t, ξ1, ξ2, η1, η2) ≤ gi(x, t) (i = 1, 2).
(15)

Доведення. На пiдставi леми Адамара
маємо для будь-яких (x, t) ∈ Q, ξ1, ξ2, η1, η2 ∈
R правильна рiвнiсть

g(x, t, ξ1, η1)− g(x, t, ξ2, η2) =

=
(
ξ1 − ξ2

) 1∫
0

gξ

(
x, t, z(ξ1 − ξ2) + ξ2, z(η1 − η2)+

+η2

)
dz+

(
η1−η2

) 1∫
0

gη

(
x,t,z(ξ1−ξ2)+ξ2,z(η1−η2)+

+η2

)
dz=(ξ1 − ξ2)G1(x, t, ξ1, ξ2, η1, η2)+

+(η1 − η2)G2(x, t, ξ1, ξ2, η1, η2).

З умови (A2) випливає (15). �
1.4 Доведення основних результатiв.

Доведення теореми 1. Позначи-
мо w(x, t) := u1(x, t) − u2(x, t), (x, t) ∈
Ω × [τ0, T ]). Розглядаючи рiзницю виразiв
Pu1(x, t) i Pu2(x, t) та використовуючи ле-
му 3, отримаємо рiвнiсть

P̃w(x, t) := wt(x, t)−
n∑

k,l=1

akl(x, t)wxkxl(x, t)+

+
n∑
k=1

akwxk(x, t) + â0(x, t)w(x, t)−

−ĝ(x, t)Jτw(x, t) = f̃(x, t), (x, t) ∈ Q, (16)

де

â0(x, t) := a0(x, t)−G1

(
x, t, u1(x, t), u2(x, t),

Jτu1(x, t), Jτu2(x, t)
)
≥a0(x, t)−g1(x, t), (x, t)∈Q,

ĝ(x, t) := G2

(
x, t, u1(x, t), u2(x, t), Jτu1(x, t),

Jτu2(x, t)
)
≤ g2(x, t), (x, t) ∈ Q,

f̃(x, t) := Pu1(x, t)− Pu2(x, t), (x, t) ∈ Q,

де G1 i G2 визначенi, вiдповiдно, в (13) i (14).
Маємо

Rw(x, t) = h̃(x, t), (x, t) ∈ Σ, (17)

Gw(x, t)) = ũ0(x, t), (x, t) ∈ Ω× [τ0, 0],
(18)

де

h̃(x, t) := Ru1(x, t)−Ru2(x, t), (x, t) ∈ Σ,

ũ0(x, t) :=Gu1(x, t)−Gu2(x, t), (x, t)∈Ω×[τ0, 0].

Перевiримо виконання умов тверджен-
ня 3 стосовно задачi (16)–(18). Для цього
достатньо переконатися, що ĝ ≥ 0 на Q i
â−0 > 0. З леми 3 (див. (15)) випливає, що
ĝ(x, t) ≥ 0 для будь-яких (x, t) ∈ Q, а також

â−0 := inf
(x,t)∈Q

(
â0(x, t)− ĝ(x, t)

t∫
t−τ(t)

J(x, t, s)ds
)
≥

≥ inf
(x,t)∈Q

(
a0(x, t)−g1(x, t)−g2(x, t)

t∫
t−τ(t)

J(x, t, s)ds
)
=

= a−0 > 0.

Отож, умови твердження 3 виконуються. З
цього твердження випливає, що для функцiї
w, яка є розв’язком задачi (16) – (18), пра-
вильнi нерiвностi (12) iз замiною u, f, h, u0
на, вiдповiдно, w, f̃ , h̃, ũ0. Звiдси отримаємо
нерiвностi (4). �
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Доведення наслiдку 1. Припустимо
протилежне. Нехай u1, u2 – два рiзнi розв’яз-
ки задачi (1)–(3). Тодi з теореми 1 маємо,
що 0 ≤ u1(x, t) − u2(x, t) ≤ 0 ∀(x, t) ∈ Q,
тобто u1 = u2 на Q, а це протирiчить нашо-
му припущенню. Отож, наше твердження є
правильним. �

Доведення наслiдку 2. Дане твердже-
ння безпосередньо отримуємо з теореми 1,
взявши u1 = u, u2 = 0. �

Доведення наслiдку 3. З умови наслiд-
ку маємо, що f̃(x, t) ≤ 0 ∀(x, t) ∈ Q, h̃(x, t) ≤
0 ∀(x, t) ∈ Σ, ũ0(x, t) ≤ 0 ∀(x, t) ∈ Ω ×
[−τ0, 0]. З (4) отримаємо u1(x, t)−u2(x, t) ≤ 0
∀(x, t) ∈ Q, тобто u1(x, t) ≤ u2(x, t) ∀(x, t) ∈
Q. �

Доведення теореми 2. Покладемо

C1 := max{ 1

a−0
sup

(y,s)∈Q
f(y, s), max

(y,s)∈Σ
h(y, s),

max
(y,s)∈Ω×[τ0,T ]

u0(y, s), 0} ≥ 0, (19)

C2 := min{ 1

a−0
inf

(y,s)∈Q
f(y, s), min

(y,s)∈Σ
h(y, s),

min
(y,s)∈Ω×[τ0,T ]

u0(y, s), 0} ≤ 0. (20)

Визначимо послiдовнiсть функцiй {vp}∞p=0 ⊂
Cα,α/2

(
Ω × [τ0, T ]

)
∩ C

2+α,1+α/2
loc (Q) таким

чином. Спочатку приймемо v0(x, t) =
C1, (x, t) ∈ Ω × [τ0, T ]. Наступнi члени цi-
єї послiдовностi визначимо так: якщо вiдо-
ма функцiя vp−1, то функцiю vp знаходимо
як розв’язок задачi

P̃ vp(x, t) := vp,t(x, t)−
n∑

k,l=1

akl(x, t)vp,xkxl(x, t)+

+
n∑
k=1

ak(x, t)vp,xk(x, t) + a0(x, t)vp(x, t) =

=g(x, t, vp−1(x, t), Jτvp−1(x, t))+

+f(x, t), (x, t)∈Q, (21)

vp(x, t) = h(x, t), (x, t) ∈ Σ, (22)

vp(x, t) = u0(x, t), (x, t) ∈ Ω× [τ0, 0]. (23)

Покажемо, що так визначити послiдов-
нiсть {vp} можна. Нехай p – довiльне фiксо-
ване натуральне число. Позначимо

f̃p(x, t) :=g
(
x, t, vp−1(x, t), Jτvp−1(x, t)

)
+

+f(x, t), (x, t) ∈ Q. (24)

Оскiльки vp−1 ∈ Cα,α/2
(
Ω× [τ0, T ]

)
, то з умо-

ви (B2) випливає, що fp ∈ Cα,α/2(Q). Звiд-
си, а також умов нашої теореми за теоре-
мою 9 монографiї [12, ст. 93] функцiя vp ∈
Cα,α/2

(
Q
)
∩C2+α,1+α/2

loc (Q) знаходиться одно-
значно для кожного p ∈ N . Використову-
ючи умову (23) та те, що u0 ∈ Cα,α/2(Ω ×
[τ0, 0]), легко переконатися, що функцiя vp
належить до простору Cα,α/2

(
Ω × [τ0, T ]

)
∩

C
2+α,1+α/2
loc (Q).
Покажемо, що правильнi нерiвностi

C2 6 vp+1(x, t) 6 vp(x, t) 6 C1, (x, t) ∈ Q,
(25)

для довiльного p ∈ N .
Для цього використаємо метод мате-

матичної iндукцiї. Доведемо спочатку, що
v1(x, t) 6 v0(x, t), (x, t) ∈ Q. За означенням
v1 маємо

v1(x, t)− v0(x, t)≤v1(x, t)− C1≤

≤ 0, (x, t)∈Ω×[τ0, 0], (26)

v1(x, t)−v0(x, t) ≤ v1(x, t)−C1 ≤ 0, (x, t)∈Σ.
(27)

Використовуючи лему 3 та умову (A2), а то-
чнiше те, що gξ ≥ 0, gη ≥ 0, g(x, t, 0, 0) = 0,
матимемо

P̃ v1(x, t)−P̃ v0(x, t) = f(x, t)+g(x, t, C1, C1)−

−a0(x, t)C1 = f(x, t)−

−C1

(
a0(x, t)−G1(x, t, C1, 0, C1, 0)−

−G2(x, t, C1, 0, C1, 0)

t∫
t−τ(t)

J(x, t, s)ds
)
≤

≤ f(x, t)− C1

(
a0(x, t)− g1(x, t)−

−g2(x, t)
t∫

t−τ(t)

J(x, t, s)ds
)
≤ f(x, t)− a−0 C1 =
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= f(x, t)− sup
(y,s)∈Q

f(y, s) ≤ 0, (x, t) ∈ Q.

(28)
З (26)–(28) та з леми 2 випливає, що
v1(x, t) ≤ v0(x, t), (x, t) ∈ Q.

Тепер покажемо, що з нерiвностi
vp(x, t) ≤ vp−1(x, t), (x, t) ∈ Q, для
якого-небудь p ∈ N випливає нерiвнiсть
vp+1(x, t) ≤ vp(x, t), (x, t) ∈ Q.

Дiйсно, з (22), (23) маємо, що

vp+1(x, t)− vp(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω× [τ0, 0],

vp+1(x, t)− vp(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ.

На пiдставi леми 3 легко бачити, що

P̃ vp+1(x, t)− P̃ vp(x, t) =

= g
(
x, t, vp(x, t), Jτvp(x, t)

)
−

−g(x, t, vp−1(x, t), Jτvp−1(x, t)
)
=

= G1

(
x, t, vp(x, t), vp−1(x, t), Jτvp(x, t),

Jτvp−1(x, t)
)
× (vp(x, t)− vp−1(x, t))+

+G2

(
x, t, vp(x, t), vp−1(x, t), Jτvp(x, t),

Jτvp−1(x, t)
)
×

t∫
t−τ(t)

J(x, t, s)
(
vp(x, s)−

−vp−1(x, s)
)
ds 6 0, (x, t) ∈ Q.

Звiдси та з леми 2 отримаємо потрiбне твер-
дження. Отже, з принципу математичної iн-
дукцiї випливає, що vp+1(x, t) 6 vp(x, t) 6
C1, (x, t) ∈ Q, для довiльного p ∈ N.

Залишилось показати, що для кожного
p ∈ N маємо C2 6 vp(x, t) ∀(x, t) ∈ Q.
Для цього використаємо метод математи-
чної iндукцiї. Очевидно, що C2 6 v0(x, t)
∀(x, t) ∈ Q. Нехай для деякого p ∈ N ма-
ємо C2 6 vp−1(x, t) ∀(x, t) ∈ Q. Доведемо,
що тодi C2 6 vp(x, t), (x, t) ∈ Q. Покладемо
v∗(x, t) := C2, (x, t) ∈ Ω × [τ0, T ]. Враховую-
чи означення C2 та (22), (23), отримаємо

v∗(x, t)− vp(x, t)=C2 − u0(x, t)≤

≤ 0, (x, t)∈Ω× [τ0, 0], (29)

v∗(x, t)−vp(x, t) = C2−h(x, t) 6 0, (x, t) ∈ Σ.
(30)

Використовуючи лему 3 та умову (A2), а то-
чнiше те, що gξ ≥ 0, gη ≥ 0, g(x, t, 0, 0) = 0,
матимемо

P̃ v∗(x, t)− P̃ vp(x, t) = a0(x, t)C2 − g
(
x, t,

vp−1(x, t), Jτvp−1(x, t)
)
− f(x, t) ≤

≤C2

(
a0(x, t)−g1(x, t)−g2(x, t)

t∫
t−τ(t)

J(x, t, s)ds
)
−

−f(x, t)≤ a−0 C2 − f(x, t) =

= inf
(y,s)∈Q

f(y, s)−f(x, t) ≤ 0, (x, t) ∈ Q. (31)

З (29)–(31) на пiдставi леми 2 отримаємо

v∗(x, t) 6 vp(x, t), (x, t) ∈ Q,

що i потрiбно було довести.
Отже, послiдовнiсть {vp} – монотонна i

обмежена. Звiдси випливає, що iснує ви-
значена на Ω × [τ0, T ] функцiя u така, що
для кожної точки (x, t) ∈ Ω × [τ0, T ] маємо
vp(x, t) → u(x, t) при p→ ∞ i u задовольняє
умови (2), (3). Покажемо, що u – шуканий
розв’язок.

З (21) – (23) та (25) в силу теореми 10.1
монографiї [8, ст. 238, 239] отримаємо

||vp||Qα,α/2 ≤ C3, p ∈ N, (32)

де C3 > 0 – стала, яка не залежить вiд p.
Отже (див. твердження 1), u ∈ Cα,α/2(Q) та
iснує пiдпослiдовнiсть послiдовностi {vp}∞p=1

(цю пiдпослiдовнiсть позначимо так само,
як i всю послiдовнiсть, через {vp}∞p=1) така,
що

vp −→
p→∞

u в C(Q). (33)

Звiдси та умов (3), (B2) i того, що u(x, 0) =
u0(x, 0) випливає, що u ∈ Cα,α/2(Ω× [τ0, T ]).

Тепер вiдмiтимо, що з умов (A2)–(A5),
(B2) та оцiнки (32) маємо

||f̃p||Qα,α/2 6 C4, p ∈ N, (34)

де C4 > 0 – стала, яка не залежить вiд p.
Тепер для довiльного δ > 0 позначимо

Ωδ := {x ∈ Ω : dist{x, ∂Ω} > δ}. Нехай
{δk}∞k=1 – монотонна послiдовнiсть чисел та-
ка, що 0 < δk < T, δk ↓

k→∞
0 i Ωδk – область
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в Rn. Очевидно, що
∞
∪
k=1

Ωδk = Ω. Позначимо
Qk := Ωδk × (δk, T ]. Враховуючи (34) i умови
нашої теореми, з теореми 5 монографiї [12,
ст. 86, 87] для кожного k ∈ N матимемо

||vp||Qk

2+α,1+α/2 6 C5, p ∈ N, (35)

де C5 > 0 – стала, яка вiд p не залежить, але
залежить вiд C3, C4, i може залежати вiд k.

Iз (33), (35) на пiдставi твердження 2 ви-
пливає, що u ∈ C

2+α,1+α/2
loc (Q) та можна ви-

брати пiдпослiдовнiсть {vpj}∞j=1, яка збiгає-
ться до u в C2,1(Q). Поклавши в (21) p = pj
та спрямувавши j до нескiнченностi, на пiд-
ставi сказаного вище матимемо, що u задо-
вольняє рiвняння (1). Як уже зазначалось,
u також задовольняє умови (2), (3), а отже,
ця функцiя є розв’язком задачi (1)-(3). �

2. Крайова задача без початкових
умов для параболiчних рiвнянь iз за-
пiзненням та виродженням у початко-
вий момент часу

2.1 Формулювання задачi та основ-
них результатiв роздiлу 2.

Нехай Ω – обмежена область в Rn, ∂ Ω
– межа Ω, T > 0. Покладемо Q := Ω ×
(0, T ], Q̃ := Ω× (0, T ], Σ := ∂ Ω× (0, T ].

Розглянемо таку задачу : знайти фун-
кцiю u ∈ C(Q̃) ∩ C2,1(Q), яка задовольняє
рiвняння

Pu(x, t) := p(x, t)ut(x, t)−
n∑

k,l=1

akl(x, t)×

×uxkxl(x, t) +
n∑
k=1

ak(x, t)uxk(x, t)+

+a0(x, t)u(x, t)− g(x, t, u(x, t), Jτu(x, t)) =

= f(x, t), (x, t) ∈ Q, (36)

крайову умову

Ru(x, t) := u(x, t) = h(x, t), (x, t) ∈ Σ,
(37)

та аналог початкової умови

lim
t→+0

||u(·, t)||C(Ω) <∞, (38)

де Jτu(x, t) :=
t∫

t−τ(t)
J(x, t, s)u(x, s)ds,

τ : (0, T ] → R – неперервна функцiя така,
що 0 ≤ τ(t) < t при t ∈ (0, T ] (тодi τ0 :=
inf

t∈(0,T ]
(t− τ(t)) = 0).

На вихiднi данi задачi (36)–(38) накла-
даємо такi обмеження: виконуються умови
(A1)–(A4) (див. п. 1.2) та

(A7) p ∈ C(Q), p(x, t) > 0 ∀(x, t) ∈ Q,
lim
t→0+

p(x, t) = 0 ∀x ∈ Ω, а також iснує фун-

кцiя φ ∈ C((0, T ]), яка задовольняє умови:
φ(t) > 0 при t ∈ (0, T ],∫ T

0

φ(z)dz = +∞, sup
t∈(0,T ]

∫ t

t−τ(t)
φ(z)dz <∞,

sup
(x,t)∈Q

[p(x, t)φ(t)] <∞; (39)

(A8) f ∈ C(Q), h ∈ C(Σ) – обмеженi.

Теорема 3. Нехай виконуються умови
(A1)–(A4), (A7). Припустимо, що u1, u2 –
розв’язки задач, що вiдрiзняються вiд задачi
(36)–(38) тiльки тим, що замiсть f, h стоять,
вiдповiдно, f1, h1 та f2, h2 з такими ж вла-
стивостями, як f, h з умови (A8). Тодi вико-
нується нерiвнiсть

min
{ 1

a−0
inf

(y,s)∈Q
(f1(y, s)− f2(y, s)) ,

inf
(y,s)∈Σ

(h1(y, s)− h2(y, s)) , 0
}
≤

≤ u1(x, t)− u2(x, t) ≤

≤ max
{ 1

a−0
sup

(y,s)∈Q
(f1(y, s)− f2(y, s)) ,

sup
(y,s)∈Σ

(h1(y, s)− h2(y, s)) , 0
}
, (x, t) ∈ Q.

(40)

Зауважимо, що з цiєї теореми безпо-
середньо випливає неперервна залежнiсть
розв’язку задачi (36)–(38) вiд початкових
даних.

Наслiдок 4. Нехай виконуються умови те-
ореми 3 i, крiм того, f1(x, t)≤f2(x, t) ∀(x, t)∈
Q, h1(x, t)≤h2(x, t) ∀(x, t)∈Σ. Тодi правиль-
на нерiвнiсть u1(x, t)≤u2(x, t)∀(x, t)∈Q.
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Наслiдок 5. Нехай виконуються умови
(A1)–(A4) (див. п. 1.2) та (A7), (A8). То-
дi для розв’язку задачi (36)–(38) правильна
оцiнка

min{ 1

a−0
inf

(y,s)∈Q
f(y, s), inf

(y,s)∈Σ
h(y, s), 0} ≤u(x, t)≤

≤ max{ 1

a−0
sup

(y,s)∈Q
f(y, s), sup

(y,s)∈Σ
h(y, s), 0},

(x, t) ∈ Q. (41)

Наслiдок 6. Нехай виконуються умови
(A1)–(A4), (A7), (A8). Тодi задача (36)–(38)
має не бiльше одного розв’язку.

Згiдно з означеннями пункту 1.1, пiд
C
α,α/2
loc (Q) розумiтимемо простiр функцiй v ∈

C(Q) таких, що для строго внутрiшньої пi-
добластi Ω′ областi Ω (тобто, Ω′ ⊂ Ω) та
будь-якого числа δ ∈ (0, T ) звуження v на
Ω′ × [δ, T ] належить простору Cα,α/2(Ω′ ×
[δ, T ]), а пiд Cα,α/2

loc (Q̃) (вiдповiдно, Cα,α/2
loc (Σ))

– простiр функцiй v ∈ C(Q̃) (вiдповiдно,
C(Σ)) таких, що будь-якого числа δ ∈ (0, T )
звуження v на Ω × [δ, T ] (вiдповiдно, ∂Ω ×
[δ, T ]) належить простору Cα,α/2(Ω × [δ, T ])
(вiдповiдно, Cα,α/2(∂Ω× [δ, T ])).

Пiд C
2+α,1+α/2
loc (Q) розумiтимемо простiр

функцiй v ∈ C2,1(Q) таких, що їх похiднi
vxk , vxkxl (k, l = 1, n), vt належать простору
C
α,α/2
loc (Q).

Через C
α,α/2,0
loc (Q̃ × (0, T ]) позначатиме-

мо простiр неперервних функцiй q(x, t, s),

(x, t, s) ∈ Q̃×(0, T ], таких, що для будь-якого
δ ∈ (0, T ) iснує стала L=L(q, δ)>0 така, що∣∣q(x, t, s)− q(x̃, t̃, s)

∣∣ ≤ L(|x− x̃|α + |t− t̃|α/2)

для довiльних (x, t, s), (x̃, t̃, s) з Ω × [δ, T ] ×
[δ, T ].

Через C
α,α/2,1,1
loc (Ω × (0, T ] × R × R) по-

значатимемо простiр неперервних функцiй
g̃(x, t, ξ, η), (x, t, ξ, η) ∈ Ω× (0, T ]×R×R, ко-
жна з яких є неперервно диференцiйовною
за змiнними ξ, η та для будь-яких δ ∈ (0, T ),
q1, q2 > 0 iснують сталi Lk=Lk(g̃, δ, q1, q2)>0
(k = 1, 3) такi, що виконуються нерiвностi∣∣g̃(x, t, ξ, η)−g̃(x̃, t̃, ξ, η)∣∣≤L1(|x−y|α+|t−s|

α
2 ),

|g̃ξ(x, t, ξ, η)| ≤ L2, |g̃η(x, t, ξ, η)| ≤ L3

для довiльних (x, t, ξ, η), (x̃, t̃, ξ, η) з Ω ×
[δ, T ]× [−q1, q1]× [−q2, q2].

Позначимо через C
α/2
loc ((0, T ]) простiр

функцiй v(t), t ∈ (0, T ] таких, що будь-якого
числа δ ∈ (0, T ) звуження v на [δ, T ] нале-
жить простору Cα/2([δ, T ]).

Теорема 4. Нехай виконуються умови
(A1)–(A4), (A7), (A8). Припустимо, що для
деякого α ∈ (0, 1] виконується умова (B1)
(див. формулювання теореми 2) та умова

(B4) p, akl, ak, a0 ∈ C
α,α/2
loc (Q̃) (k, l = 1, n),

g ∈ C
α,α/2,1,1
loc (Ω× (0, T ]× R× R),

J ∈ C
α,α/2,0
loc (Q̃× (0, T ]), τ ∈ C

α/2
loc ((0, T ]),

f ∈ C
α,α/2
loc (Q̃), h ∈ C

α,α/2
loc (Σ).

Крiм того, нехай виконується умова (B3).
Тодi iснує єдиний розв’язок задачi (36)–
(38) i вiн належить простору C

α,α/2
loc (Q̃) ∩

C
2+α,1+α/2
loc (Q).

2.2 Допомiжнi твердження
Розглянемо таку задачу: знайти функцiю

u ∈ C(Q̃) ∩ C2,1(Q), яка задовольняє рiвня-
ння

P̂ u(x, t) :=p(x, t)ut(x, t)−
n∑

k,l=1

akl(x, t)uxkxl(x, t)+

+
n∑
k=1

ak(x, t)uxk(x, t) + â0(x, t)u(x, t)−

−ĝ(x, t)Jτu(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (42)
та умови (37), (38),
де τ, Jτ такi, як у рiвняннi (36).

Ми припускаємо, що функцiї ak,l, ak
(k, l = 1, n), p, J, f, h задовольняють умови
(A1), (A3), (A7), (A8), а функцiї â0, ĝ задо-
вольняють умову (A6).

Твердження 4. Нехай виконуються умови
(A1), (A3), (A6)–(A8). Тодi для розв’язку за-
дачi (42), (37)–(38) правильна оцiнка

min
{ 1

â−0
inf

(y,s)∈Q
f(y, s), inf

(y,s)∈Σ
h(y, s),0

}
≤u(x, t)≤

≤ max
{ 1

â−0
sup

(y,s)∈Q
f(y, s), sup

(y,s)∈Σ
h(y, s), 0

}
,

(x, t) ∈ Q. (43)
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Доведення твердження 4. Спочатку
введемо такi позначення:

θ(t) :=

t∫
T

φ(z)dz, κ(t) :=
t∫

t−τ(t)

φ(z)dz, t∈(0, T ].

(44)
На пiдставi умови (A7) маємо, що θ(t) ≤ 0
при t ∈ (0, T ], θ монотонно зростає на (0, T ],
θ(T ) = 0, θ(t) → −∞ при t → 0, κ(t) > 0
при t ∈ (0, T ] та κ – обмежена функцiя.

Нехай u – розв’язок задачi (42), (37), (38).
Позначимо через M > 0 сталу таку, що

|u(x, t)| ≤M, (x, t) ∈ Q̃, (45)

i покладемо uµ(x, t) := u(x, t)eµ θ(t), (x, t) ∈
Q̃, звiдки,

u(x, t) = uµ(x, t)e−µ θ(t), (x, t) ∈ Q̃, (46)

де µ > 0 – довiльне число.
З рiвностi (42), врахувавши рiвностi

ut(x, t)=u
µ
t (x, t)e

−µ θ(t)− µφ(t)uµ(x, t)e−µ θ(t),

uxk(x, t) = uµxk(x, t)e
−µ θ(t) (k = 1, n),

t∫
t−τ(t)

J(x, t, s)u(x, s)ds =

t∫
t−τ(t)

J(x, t, s)e−µ θ(s)×

×uµ(x, s)ds,
матимемо

p(x, t)uµt (x, t)e
−µ θ(t) −

n∑
k,l=1

akl(x, t)×

×uµxkxl(x, t)e
−µθ(t)+

n∑
k=1

ak(x, t)u
µ
xk
(x, t)e−µθ(t)+

+
(
â0(x, t)− µp(x, t)φ(t)

)
uµ(x, t)e−µ θ(t)−

−ĝ(x, t)
t∫

t−τ(t)

J(x, t, s)uµ(x, s)e−µ θ(s)ds =

= f(x, t), (x, t) ∈ Q.

Помноживши цю рiвнiсть на eµ θ(t) i позна-
чивши

âµ0(x, t) := â0(x, t)− µp(x, t)φ(t), (x, t) ∈ Q,

fµ(x, t) := f(x, t)eµ θ(t), (x, t) ∈ Q,

Jµ(x, t, s) :=J(x, t, s)eµ(θ(t)−θ(s)),

(x, t, s)∈Q× (0, T ], (47)

отримаємо

p(x, t)uµt (x, t)−
n∑

k,l=1

akl(x, t)u
µ
xkxl

(x, t)+

+
n∑
k=1

ak(x, t)u
µ
xk
(x, t) + âµ0(x, t)u

µ(x, t)−

−ĝ(x, t)
t∫

t−τ(t)

Jµ(x, t, s)uµ(x, s)ds =

= fµ(x, t), (x, t)∈Q. (48)

З умови (37) та спiввiдношення (46) маємо

uµ(x, t) = hµ(x, t), (x, t) ∈ Σ, (49)

де hµ(x, t) := h(x, t)eµ θ(t), (x, t) ∈ Σ.
Нехай ε ∈ (0, T ) – довiльне число. По-

значимо τε := min
t∈[ε,T ]

(t − τ(t)). Очевидно, що

0 < τε ≤ ε. Приймемо

Qε := Ω× (ε, T ] (тодi Qε := Ω× [ε, T ]),

Σε := ∂Ω× (ε, T ].

Розглянемо задачу: знайти функцiю w ∈
C
(
Ω×[τε, T ]

)
∩C2,1(Qε), яка задовольняє рiв-

няння

p(x, t)wt(x, t)−
n∑

k,l=1

akl(x, t)wxkxl(x, t)+

+
n∑
k=1

ak(x, t)wxk(x, t) + âµ0(x, t)w(x, t)−

−ĝ(x, t)
t∫

t−τ(t)

Jµ(x, t, s)wµ(x, s)ds =

= fµ(x, t), (x, t)∈Qε, (50)

крайову умову

w(x, t) = hµ(x, t), (x, t) ∈ Σε, (51)

i початкову умову

w(x, t) = uµ(x, t), (x, t) ∈ Ω× [τε, ε]. (52)
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Переконаємося, що вихiднi данi задачi
(50)–(52) пiдпадають пiд умови наслiдку 2
при досить малих значеннях µ.

З умови твердження маємо, що ĝ ≥
0 на Q. Покажемо, що iснує µ∗ > 0
таке, що â−µ > 0 для µ ∈ (0, µ∗),

де â−µ := inf
(x,t)∈Q

[
â0(x, t) − µp(x, t)φ(t) −

−ĝ(x, t)
t∫

t−τ(t)
J(x, t, s)eµ(θ(t)−θ(s))ds

]
. Покажемо,

що â−µ → â−0 при µ → 0+. Справдi, оскiль-

ки
t∫

t−τ(t)
J(x, t, s)ds≤

t∫
t−τ(t)

J(x, t, s)eµ(θ(t)−θ(s))ds≤

≤
t∫

t−τ(t)
J(x, t, s)ds · eµκ(t), то

sup
(x,t)∈Q

∣∣∣ t∫
t−τ(t)

J(x, t, s)eµ(θ(t)−θ(s))ds−
t∫

t−τ(t)

J(x, t, s)ds
∣∣∣≤

≤ sup
(x,t)∈Q

[ t∫
t−τ(t)

J(x, t, s)ds ·
(
eµκ(t) − 1

)]
≤

≤
(
e
µ sup

t∈(0,T ]
κ(t)

−1
)

sup
(x,t)∈Q

t∫
t−τ(t)

J(x, t, s)ds −→
µ→0+

0.

Звiдки, враховуючи умову (A7), отримаємо

â−µ −→
µ→0+

â−0 . (53)

З (53), оскiльки â−0 > 0, випливає iснування
µ∗ > 0 такого, що

â−µ > 0 при µ ∈ (0, µ∗). (54)

Отже, при µ ∈ (0, µ∗) умови наслiдку 2 для
задачi (50)–(52) виконуються.

З (48) i (49) випливає, що звуження uµ

на Ω × [τε, T ] є розв’язком задачi (50)–(52).
Отож, на пiдставi наслiдку 2 для µ ∈ (0, µ∗)
маємо оцiнку

min
{ 1

â−µ
inf

(y,s)∈Qε

fµ(y, s), min
(y,s)∈Σε

hµ(y, s),

min
(y,s)∈Ω×[τε,ε]

uµ(y, s), 0
}
≤ uµ(x, t) ≤

≤ max
{ 1

â−µ
sup

(y,s)∈Qε

fµ(y, s), max
(y,s)∈Σε

hµ(y, s),

max
(y,s)∈Ω×[τε,ε]

uµ(y, s), 0
}

(x, t) ∈ Qε. (55)

Зрозумiло, що для будь-якого ε ∈ (0, T ) ма-
ємо

inf
(y,s)∈Qε

fµ(y, s) ≥ inf
(y,s)∈Q

fµ(y, s), (56)

min
(y,s)∈Σε

hµ(y, s) ≥ inf
(y,s)∈Σ

hµ(y, s), (57)

sup
(y,s)∈Qε

fµ(y, s) ≤ sup
(y,s)∈Q

fµ(y, s), (58)

max
(y,s)∈Σε

hµ(y, s) ≤ sup
(y,s)∈Σ

hµ(y, s). (59)

Також легко переконатися, врахувавши
оцiнку (45) i монотоннiсть θ, що

max
(y,s)∈Ω×[τε,ε]

|uµ(y, s)|≤ sup
(y,s)∈Ω×(0,ε]

|u(y, s)eµθ(s)|≤

≤Meµθ(ε) −→
ε→+0

0. (60)

На пiдставi (56)–(59) i (60) з (55), спряму-
вавши ε до 0+, отримаємо

min
{ 1

â−µ
inf

(y,s)∈Q
fµ(y, s), inf

(y,s)∈Σ
hµ(y, s), 0

}
≤

≤ uµ(x, t) ≤

≤ max
{ 1

â−µ
sup

(y,s)∈Q
fµ(y, s), sup

(y,s)∈Σ
hµ(y, s), 0

}
,

(x, t) ∈ Q, µ ∈ (0, µ∗). (61)

Нехай Q− := {(x, t) ∈ Q | f(x, t) < 0},
Q+ := {(x, t) ∈ Q | f(x, t) > 0},
Σ− := {(x, t) ∈ Σ | h(x, t) < 0},
Σ+ := {(x, t) ∈ Σ | h(x, t) > 0}.

У випадку Q− ̸= ∅, маючи на увазi не-
рiвнiсть 0 < eµθ(s) ≤ 1, s ∈ (0, T ], отримаємо

inf
(y,s)∈Q

fµ(y, s) = inf
(y,s)∈Q−

f(y, s)eµθ(s) ≥

≥ inf
(y,s)∈Q−

f(y, s) = inf
(y,s)∈Q

f(y, s),

а тому (див.(54)) маємо

1

â−µ
inf

(y,s)∈Q
fµ(y, s) ≥ 1

â−µ
inf

(y,s)∈Q
f(y, s). (62)
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Отже, в цьому випадку в лiвiй частинi не-
рiвностi (61) перший член можна замiнити
на 1

â−µ
inf

(y,s)∈Q
f(y, s). Очевидно, що теж саме

можна зробити i тодi, коли Q− = ∅, бо в
цьому випадку перший член нерiвностi (61)
є невiд’ємний, а отже не визначає значення
лiвої частини цiєї нерiвностi.

Провiвши аналогiчнi мiркування стосов-
но другого члена лiвої частини, а також пер-
шого та другого членiв правої частини не-
рiвностi (61), одержимо

min
{ 1

â−µ
inf

(y,s)∈Q
f(y, s), inf

(y,s)∈Σ
h(y, s), 0

}
≤

≤ u(x, t)eµ θ(t) ≤ max
{ 1

â−µ
sup

(y,s)∈Q
f(y, s),

sup
(y,s)∈Σ

h(y, s), 0
}
, µ ∈ (0, µ∗), (x, t) ∈ Q.

(63)
Зафiксувавши довiльним чином вибрану то-
чку (x, t) ∈ Q, перейдемо в (63) до границi
при µ→ 0+ . У результатi, взявши до уваги
(53), отримаємо оцiнку (43). �

2.3 Доведення основних результатiв.

Доведення теореми 3. Позначимо
w(x, t) := u1(x, t) − u2(x, t), (x, t) ∈ Q̃. Роз-
глядаючи рiзницю виразiв Pu1 i Pu2, на пiд-
ставi леми 3 отримаємо

p(x, t)wt(x, t)−
n∑

k,l=1

akl(x, t)wxkxl(x, t)+

+
n∑
k=1

ak(x, t)wxk(x, t) + â0(x, t)w(x, t)−

−ĝ(x, t)Jτw(x, t) = f̂(x, t), (x, t) ∈ Q, (64)

w(x, t) = ĥ(x, t), (x, t) ∈ Σ, (65)

lim
t→0+

||w(·, t)||C(Ω) <∞, (66)

де

â0(x, t) := a0(x, t)−G1

(
x, t, u1(x, t), u2(x, t),

Jτu1(x, t), Jτu2(x, t)
)
,

ĝ(x, t) := G2

(
x, t, u1(x, t), u2(x, t),

Jτu1(x, t), Jτu2(x, t)
)
,

f̂(x, t) := f1(x, t)− f2(x, t), (x, t) ∈ Q,

ĥ(x, t) := h1(x, t)− h2(x, t), (x, t) ∈ Σ,

а G1 i G2 визначенi, вiдповiдно, в (13) i (14).
З (64)–(66) випливає, що функцiя w є

розв’язком задачi (42), (37)–(38). Перевiри-
мо чи виконуються умови твердження 4.
Для цього достатньо переконатися, що ĝ ≥ 0
на Q i â− > 0. З леми 3 випливає, що ĝ ≥ 0
на Q. Використовуючи умову (A2) та лему
3 маємо

â−0 := inf
(x,t)∈Q

[
â0(x, t)− ĝ(x, t)

t∫
t−τ(t)

J(x, t, s)ds
]
≥

≥ inf
(x,t)∈Q

[
a0(x, t)−G1

(
x, t, u1(x, t), u2(x, t),

Jτu1(x, t), Jτu2(x, t)
)
−G2

(
x, t, u1(x, t), u2(x, t),

Jτu1(x, t), Jτu2(x, t)
) t∫
t−τ(t)

J(x, t, s)ds
]
≥

≥ inf
(x,t)∈Q

[
a0(x, t)−g1(x, t)−g2(x, t)

t∫
t−τ(t)

J(x, t, s)ds
]
=

= a−0 > 0.

Отже, умови твердження 4 виконуються. З
цього випливає, що для функцiї w правильнi
нерiвностi (43), з яких випливають нерiвно-
стi (40). �

Доведення наслiдкiв 4–6 проводиться
аналогiчно доведенню, вiдповiдно, наслiд-
кiв 1–3.

Доведення теореми 4. Нехай ε – до-
вiльне число з промiжку (0, T/3), а позна-
чення Qε, Σε, τε такi ж, як при доведеннi
твердження 4.

Вiзьмемо функцiю θε ∈ C∞((0, T ]), яка
задовольняє умови: 0 ≤ θε(t) ≤ 1 при t ∈
(0, T ], θε(t) = 0 при t ∈ (0, 2ε] i θε(t) = 1 при
t ∈ (3ε, T ]. Покладемо

hε(x, t) := θε(t)h(x, t), (x, t) ∈ Σ,

fε(x, t) := θε(t)f(x, t), (x, t) ∈ Q.

Зауважимо, що

|hε(x, t)| ≤ |h(x, t)| ∀(x, t) ∈ Σ, (67)
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|fε(x, t)| ≤ |f(x, t)| ∀(x, t) ∈ Q. (68)

Розглянемо задачу: знайти функцiю uε ∈
C
(
Ω×[τε, T ]

)
∩C2,1(Qε), яка задовольняє рiв-

няння

Puε(x, t) = fε(x, t), (x, t) ∈ Qε, (69)

та умови

uε(x, t) = hε(x, t), (x, t) ∈ Σε, (70)

uε(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω× [τε, ε], (71)

де P – диференцiальний оператор, який ви-
значений у (36).

З теореми 2 випливає iснування єдиного
розв’язку uε задачi (69)–(71) i належнiсть
його до простору C2+α,1+α/2(Qε)∩Cα,α/2(Ω×
[τε, T ]). На пiдставi наслiдку 2 для звуження
uε на Ω× [τε, 2ε]) маємо оцiнку

|uε(x, t)| ≤ max{ 1

a−0
sup

(y,s)∈Qε/Q2ε

|fε(y, s)|,

sup
(y,s)∈Σε/Σ2ε

|hε(y, s)|}, (x, t) ∈ Qε/Q2ε. (72)

З означень fε та hε випливає, що права ча-
стина (72) дорiвнює нулю, а тому uε(x, t) = 0
для кожного (x, t) ∈ Ω× [τε, 2ε]). Довизначи-
мо uε нулем на всю множину Q̃ i залишимо
за цим продовженням позначення uε. Лег-
ко переконатися, що uε є розв’язком задачi,
яка вiдрiзняється вiд задачi (36)− (38) тiль-
ки тим, що замiсть f i h стоять, вiдповiдно,
fε i hε. Звiдси на пiдставi наслiдку 5 та (67),
(68) випливає, що

|uε(x, t)| ≤ max{ 1

a−0
sup

(y,s)∈Q
|f(y, s)|,

sup
(y,s)∈Σ

|h(y, s)|}, (x, t) ∈ Q. (73)

Нехай {εj}∞j=1 – послiдовнiсть чисел з iн-
тервалу (0, T/3) така, що εj ↓ 0 при j → ∞.
Перепозначимо uj := uεj , fj := fεj , hj := hεj
для кожного j ∈ N. З (73) випливає, що по-
слiдовнiсть {uj} є обмеженою на Q̃, тобто
маємо

sup
(x,t)∈Q̃

|uj(x, t)| ≤ C3, j ∈ N, (74)

де C3 > 0 – стала, яка не залежить вiд j.
Нехай {δk}∞k=1 – монотонна послiдовнiсть

чисел така, що δk ↓
k→∞

0, 0 < δk < T i Ωk :=

{x ∈ Ω : dist{x, ∂Ω} > δk} – область в Rn

для кожного k ∈ N . Позначимо Ik := (δk, T ],
Qk := Ωk × Ik, Q

k := Ω × Ik. Вiдмiтимо, що
Qk ⊂ Qk, Qk ⊂ Qk+1, Qk ⊂ Qk+1 для будь-
якого k ∈ N;

∞
∪
k=1

Ωk = Ω,
∞
∪
k=1

Qk = Q,
∞
∪
k=1

Qk =

Q̃.
Нехай gj(x, t) := fj(x, t) +

g(x, t, uj(x, t), Jτuj(x, t)), (x, t) ∈ Q̃, для
кожного j ∈ N. З неперервностi функцiй g

на Q̃×R2, fj, uj (j ∈ N) на Q̃ та оцiнок (67),
(68), (74) випливає, що функцiї gj (j ∈ N) є
неперервними на Q̃ i для довiльного k ∈ N
виконується оцiнка

||gj||C(Qk )
6 C4, j ∈ N, (75)

де C4 > 0 – стала, яка не залежить вiд j, але
може залежати вiд k.

З (69) випливає, що для кожного j ∈ N
маємо рiвнiсть

p(x, t)uj,t(x, t)−
n∑

k,l=1

akl(x, t)uj,xkxl(x, t)

+
n∑
k=1

ak(x, t)uj,xk(x, t) + a0(x, t)uj(x, t)

= gj(x, t), (x, t) ∈ Q, (76)

а з (70) – рiвнiсть

uj(x, t) = hj(x, t), (x, t) ∈ Σ. (77)

Вiдмiтимо, що на пiдставi умов (B1), (B3),
(B4) рiвняння (76) є частковим випадком
рiвняння (1.1), дослiдженого у главi 3 мо-
нографiї [8]. Зокрема, теорема 10.1 (ст. 238-
239) цiєї монографiї встановлює оцiнки ста-
лої Гельдера розв’язку рiвняння (1.1) у пiдо-
бластi областi його задання. На пiдставi цiєї
теореми для розв’язку рiвняння (76), що за-
довольняє умову (77), отримуємо оцiнку

||uj||Q
k

α,α/2 ≤ C5, j ∈ N, (78)

де C5 > 0 – стала, яка не залежить вiд j, але
може залежати вiд k.
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Отже, згiдно з твердженням 2 iснують
функцiя u ∈ C

α,α/2
loc (Q̃) i пiдпослiдовностi по-

слiдовностi {uj}∞j=1 (цю пiдпослiдовнiсть по-
значимо так само, як i всю послiдовнiсть,
через {uj}∞j=1) такi, що

uj −→
j→∞

u в C( Q̃ ). (79)

Покажемо, що u – розв’язок задачi (36)–
(38).

Вiдмiтимо, що з умов (A2), (A3), (A8),
(B2) та оцiнки (78) маємо

||gj||Q
k

α,α/2 6 C6, j ∈ N, (80)

де C6 > 0 – стала, яка не залежить вiд j, але
може залежати вiд k.

Зауважимо, що на пiдставi умов (B1),
(B3), (B4) рiвняння (76) є частковим випад-
ком рiвняння (10.1), дослiдженого у гла-
вi 4 монографiї [8]. Зокрема, теорема 10.1
(ст. 400) цiєї монографiї встановлює локаль-
нi оцiнки розв’язку рiвняння (10.1) та його
похiдних у класах Гельдера. На пiдставi цiєї
теореми для розв’язку рiвняння (76) отри-
муємо оцiнку

||uj||Qk

2+α,1+α/2 6 C7, j ∈ N, (81)

де C7 > 0 – стала, яка вiд j не залежить, але
залежить вiд C5, C6, k.

Iз (79), (81), на пiдставi твердження 2 та
теореми про диференцiювання границi збi-
жної функцiйної послiдовностi випливає, що
функцiя u належить простору C2+α,1+α/2

loc (Q)
i з послiдовностi {uj}∞j=1 можна вибрати пiд-
послiдовнiсть {ujm}∞m=1, яка збiгається до
u у просторi C2,1(Q). Тепер вiдмiтимо, що
hj → h при j → ∞ в C(Σ). Звiдси має-
мо умову (37). З (74) та (79) випливає ви-
конання умови (38). Також зауважимо, що
з (79) та неперервностi функцiй g, fj маємо
gj(x, t) → f(x, t)+g(x, t, u(x, t), Jτu(x, t)) при
j → ∞ для кожної точки (x, t) ∈ Q. Врахо-
вуючи сказане, вiзьмемо j = jm у (76) та
перейдемо там до границi при m → ∞. У
результатi отримаємо рiвнiсть (36). Теорема
доведена. �

3. Задача Фур’є для нелiнiйного ево-
люцiйного рiвняння з iнтегральним за-
пiзненням

3.1 Формулювання задачi та основ-
них результатiв роздiлу 3.

Нехай Ω – обмежена область в Rn, ∂ Ω –
межа Ω. Покладемо S := (−∞, 0], Q := Ω×S
(тодi Q := Ω× S), Σ := ∂ Ω× S.

Розглянемо задачу: знайти функцiю u ∈
C
(
Q
)
∩ C2,1(Q), яка задовольняє рiвняння

Pu(x, t) := ut(x, t)−
n∑

k,l=1

akl(x, t)uxkxl(x, t)+

+
n∑
k=1

ak(x, t)uxk(x, t) + a0(x, t)u(x, t)−

−g
(
x, t, u(x, t), Jτu(x, t)

)
=f(x, t), (x, t) ∈ Q,

(82)
крайову умову

u(x, t) = h(x, t), (x, t) ∈ Σ, (83)

i аналог початкової умови

lim
t→−∞

||u(·, t)||C(Ω) <∞, (84)

де τ ∈ C(S), τ(t) ≥ 0 ∀t ∈ S, sup
t∈S

τ(t) < ∞,

Jτu(x, t) :=
t∫

t−τ(t)
J(x, t, s)u(x, s)ds ∀(x, t)∈Q.

Далi цю задачу коротко називатимемо за-
дачею (82)–(84).

На вихiднi данi задачi (82)–(84) накла-
даємо такi обмеження: виконуються умови
(A1), (A2), (A8) i

(A9) J∈C(Q × S), J(x, t, s)≥0 ∀(x, t, s)∈

Q× S i sup
(x,t)∈Q

t∫
t−τ(t)

J(x, t, s)ds <∞;

(A10) a0 ∈ C(Q), a−0 := inf
(x,t)∈Q

[
a0(x, t) −

g1(x, t)− g2(x, t)
t∫

t−τ(t)
J(x, t, s)ds

]
> 0.

Теорема 5. Нехай виконуються умови (A1),
(A2), (A8)–(A10). Припустимо, що u1, u2 –
розв’язки задач, що вiдрiзняються вiд задачi
(82)–(84) тiльки тим, що замiсть f, h стоять,
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вiдповiдно, f1, h1 та f2, h2. Тодi виконується
нерiвнiсть

min
{ 1

a−0
inf

(y,s)∈Q
(f1(y, s)− f2(y, s)),

inf
(y,s)∈Σ

(h1(y, s)− h2(y, s)), 0
}
≤

≤ u1(x, t)− u2(x, t)≤

≤ max
{ 1

a−0
sup

(y,s)∈Q
(f1(y, s)− f2(y, s)),

sup
(y,s)∈Σ

(h1(y, s)−h2(y, s)), 0
}
, (x, t)∈Q. (85)

Зауважимо, що з цiєї теореми безпо-
середньо випливає неперервна залежнiсть
розв’язку задачi (82)–(84) вiд вихiдних да-
них.

Наслiдок 7. Нехай виконуються умови те-
ореми 5 i, крiм того, f1(x, t) ≤ f2(x, t)
∀(x, t) ∈ Q, h1(x, t) ≤ h2(x, t) ∀(x, t) ∈ Σ.
Тодi правильна нерiвнiсть u1(x, t) ≤ u2(x, t)
∀(x, t) ∈ Q.

Наслiдок 8. Нехай виконуються умови
(A1), (A2), (A8)–(A10). Тодi задача (82)–(84)
має не бiльше одного розв’язку.

Наслiдок 9. Нехай виконуються умови
(A1), (A2), (A8)–(A10). Тодi, для розв’язку
задачi (82)–(84) правильна оцiнка

min{ 1

a−0
inf

(y,s)∈Q
f(y, s), inf

(y,s)∈Σ
h(y, s),0}≤u(x, t)≤

≤max{ 1
a−0

sup
(y,s)∈Q

f(y, s), sup
(y,s)∈Σ

h(y, s),0}, (x, t)∈Q.

(86)

Згiдно з означеннями пункту 1.1, пiд
C
α,α/2
loc (Q) розумiтимемо простiр функцiй v ∈

C(Q) таких, що для строго внутрiшньої пi-
добластi Ω′ областi Ω (тобто, Ω′ ⊂ Ω)
та будь-якого числа t∗ ∈ (−∞, 0) звуже-
ння v на Ω′ × [t∗, 0] належить простору
C2+α,1+α/2(Ω′ × [t∗, 0]), а пiд C

α,α/2
loc (Q) (вiд-

повiдно, Cα,α/2
loc (Σ)) – простiр функцiй v ∈

C(Q) (вiдповiдно, C(Σ)) таких, що будь-
якого числа t∗ ∈ (−∞, 0) звуження v на

Ω × [t∗, 0] (вiдповiдно, ∂Ω × [t∗, 0]) нале-
жить простору Cα,α/2(Ω×[t∗, 0]) (вiдповiдно,
Cα,α/2(∂Ω× [t∗, 0])).

Пiд C
2+α,1+α/2
loc (Q) розумiтимемо простiр

функцiй v ∈ C2,1(Q) таких, що їх похiднi
vxk , vxkxl (k, l = 1, n), vt належать простору
C
α,α/2
loc (Q).

Через Cα,α/2,0
loc (Q×S) позначатимемо про-

стiр неперервних функцiй q(x, t, s), (x, t, s) ∈
Q×S, таких, що для будь-якого t∗ ∈ (−∞, 0)
iснує стала L = L(q, t∗) > 0 така, що∣∣q(x, t, s)− q(x̃, t̃, s)

∣∣ ≤ L(|x− y|α+ |t− s|α/2)

для довiльних (x, t, s), (x̃, t̃, s) з Ω × [t∗, 0] ×
[t∗, 0].

Через C
α,α/2,1,1
loc (Ω × S × R × R) по-

значатимемо простiр неперервних функцiй
g̃(x, t, ξ, η), (x, t, ξ, η) ∈ Ω × S × R × R, ко-
жна з яких є неперервно диференцiйовною
за змiнними ξ, η та для будь-яких чисел
t∗ ∈ (−∞, 0), q1, q2 > 0 iснують сталi Lk =
Lk(g̃, t

∗, q1, q2) > 0 (k = 1, 3) такi, що вико-
нуються нерiвностi∣∣g̃(x, t, ξ, η)−g̃(x̃, t̃, ξ, η)∣∣≤L1(|x−x̃|α+|t−t̃|

α
2 ),

|g̃ξ(x, t, ξ, η)| ≤ L2, |g̃η(x, t, ξ, η)| ≤ L3

для довiльних (x, t, ξ, η), (y, s, ξ, η) з Ω ×
[t∗, 0]× [−q1, q1]× [−q2, q2].

Позначимо через C
α/2
loc (S) простiр фун-

кцiй v(t), t ∈ S, таких, що будь-якого числа
t∗ ∈ (−∞, 0) звуження v на [t∗, 0] належить
простору Cα/2([t∗, 0]).

Теорема 6. Нехай виконуються умови (A1),
(A2), (A8)–(A10). Припустимо, що для де-
якого α ∈ (0, 1] виконується умова (B1) та

(B5) akl, ak, a0 ∈ C
α,α/2
loc (Q) (k, l = 1, n),

g ∈ C
α,α/2,1,1
loc (Ω× S × R× R),

J ∈ C
α,α/2,0
loc (Q× S), τ ∈ C

α/2
loc (S),

f ∈ C
α,α/2
loc (Q), h ∈ C

α,α/2
loc (Σ).

Крiм того, нехай виконується умова (B3).
Тодi iснує (єдиний) розв’язок задачi (82)–
(84) i вiн належить простору C

α,α/2
loc (Q) ∩

C
2+α,1+α/2
loc (Q).
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3.2 Доведення основних результатiв.
Нехай Q̂ :=Ω× (0, 1], Q̃ := Ω× (0, 1].
Зробимо в задачi (82)–(84) замiну змiн-

них:
t = ln z, z ∈ (0, 1], t ∈ S. (87)

Тодi u(x, t) := ũ(x, z), (x, t) ∈ Q, (x, z) ∈ Q̂,
ut = ũzz, uxk = ũxk , uxkxl = ũxkxl (k, l = 1, n),

Jτu(x, t) :=

∫ t

t−τ(t)
J(x, t, s)u(x, s)ds =

=

ln z∫
ln z−τ(ln z)

J(x, ln z, s)u(x, s)ds =

=[s=ln y, ds=y−1dy]=

=

∫ z

z/eτ(ln z)

J(x, ln z, ln y)y−1ũ(x, y)dy =

=

∫ z

z−τ̃(z)̃
J(x, z, y)ũ(x, y)dy=: J̃τ̃ ũ(x, z),

де τ̃(z) :=(1−e−τ(ln z))z ∀z∈(0, 1], J̃(x, z, y) :=
J(x, ln z, ln y)y−1, (x, z, y) ∈ Ω× (0, 1]× (0, 1].
Очевидно, що τ̃ є неперервною невiд’ємною

функцiєю на (0, 1] i
z∫

z−τ̃(z)

ds
s

= ln s|zz−τ̃(z) =

ln z
z−τ̃(z) = τ(ln z), а отже, оскiльки τ : S →

R – обмежена, маємо

sup
z∈(0,1]

z∫
z−τ̃(z)

dz

z
<∞. (88)

Також маємо

sup
(x,z)∈Q̃

z∫
z−τ̃(z)̃

J(x, z, y)dy= sup
(x,t)∈Q

t∫
t−τ(t)

J(x, t, s)ds<∞.

(89)
Отже, в результатi замiни змiнних (87) ми
прийдемо до задачi

p̃(x, z)ũz(x, z)−
n∑

k,l=1

ãkl(x, z)ũxkxl(x, z)+

+
n∑
k=1

ãk(x, z)ũxk(x, z) + ã0(x, z)ũ(x, z)−

−g̃(x, z, ũ(x, z), J̃τ̃ ũ(x, z))= f̃(x, z), (x, z)∈Q̂,
(90)

ũ(x, z) = h̃(x, z), (x, z) ∈ Σ̃, (91)

lim
z→+0

||ũ(·, z)||C(Ω) <∞, (92)

де p̃(x, z) := z ∀(x, z) ∈ Q̂, а ãkl, ãk, ã0, g̃, f̃ , h̃
– функцiї, отриманi з функцiй, вiдповiдно,
akl, ak, a0, g, f, h при замiнi змiнних (87).

Легко переконатися, що задача (90)–(92)
є аналогiчна до задачi (36)–(38). Справдi,
якщо у формулюваннi задачi (90)–(92) за-
брати символ ”∼” i помiняти z на t, то отри-
маємо точно задачу (36)–(38). Легко пере-
конатися, враховуючи (88), (89), що вихiднi
данi задачi (90)–(92) задовольняють умови,
якi спiвпадають з умовами (A1)–(A4), (A7),
(A8) при вiдповiднiй замiнi символiв (зокре-
ма, φ(t) треба замiнити на 1/z ). Звiдси та
результатiв роздiлу 2 випливають всi нашi
твердження.
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