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ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ДЛЯ ДВОВИМIРНОГО АНIЗОТРОПНОГО
ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ ЗI СЛАБКИМ ВИРОДЖЕННЯМ

У роботi знайдено умови iснування та єдиностi розв’язку оберненої задачi для двовимiрно-
го анiзотропного параболiчного рiвняння зi слабким степеневим виродженням. Невiдомими є
два старших коефiцiєнти, залежнi вiд часу.

The paper deals with the problem of establishing existence and uniqueness conditions for the
solution to the inverse problem for weakly degenerate two-dimensional anisotropic parabolic equati-
on. Two time-dependent major coefficients are unknown.

Вступ

Оберненi задачi моделюють широкий клас
задач у фiзицi [1], бiологiї [2], динамiцi по-
пуляцiй [3], [4], торгiвлi опцiонами [5] та
iн. Невiдомими у таких задачах є рiзнома-
нiтнi властивостi середовищ, у яких про-
ходять дослiджуванi процеси (наприклад,
теплопровiднiсть, густина, внутрiшня стру-
ктура та iн.). Майже завжди такi задачi є
некоректно поставленими. Огляд рiзноманi-
тних типiв цих задач можна знайти у [6].
Одним з типiв обернених задач є задачi для
рiвнянь з виродженням. Найчастiше причи-
ною виродження рiвняння є вiдповiдна пове-
дiнка вiдомих чи невiдомих коефiцiєнтiв, якi
можуть залежати вiд часової змiнної, або су-
купностi просторових змiнних. Ця поведiнка
визначає i характер виродження - слабкого
або сильного.

Оберненi задачi для одновимiрних пара-
болiчних рiвнянь iз залежним вiд часу стар-
шим коефiцiєнтом, який перетворюється в
нуль у початковий момент часу, у випад-
ку слабкого та сильного виродження вивче-
нi в працях [7], [8], [9]. Випадок виродження
за просторовою змiнною розглянуто, напри-
клад, в [10], [11], [12]. Оберненi задачi для
двовимiрних параболiчних рiвнянь без виро-
дження з невiдомими коефiцiєнтами, зале-
жними вiд часу, були розглянутi в [13], [14],
[15]. Випадок двовимiрного рiвняння тепло-
провiдностi зi слабким виродженням був до-
слiджений в роботi [17].

Дана робота присвячена дослiдженню
оберненої задачi знаходження невiдомих ко-
ефiцiєнтiв у двовимiрному параболiчному
рiвняннi з виродженням. Невiдомими є стар-
шi коефiцiєнти, якi залежать вiд часу i до-
рiвнюють нулю при t = 0. Характер виро-
дження визначається степеневими функцiя-
ми з рiзними показниками при рiзних невi-
домих коефiцiєнтах i є слабким, тобто пока-
зники степенiв меншi одиницi. З використа-
нням теореми Шаудера про нерухому точку
цiлком неперервного оператора встановле-
но умови iснування (локального i глобально-
го за часом) класичного розв’язку вказаної
задачi. Доведення єдиностi розв’язку базує-
ться на властивостях iнтегральних рiвнянь
Вольтерра другого роду.

Iснування

Розглянемо задачу в областi QT :=
{(x, y, t) : 0 < x < h, 0 < y <
l, 0 < t < T}: знайти трiйку функцiй
(u(x, y, t), a1(t), a2(t)), що задовольняє рiвня-
ння

ut = tβ1a1(t)uxx + tβ2a2(t)uyy + b1(x, y, t)ux+

+ b2(x, y, t)uy + c(x, y, t)u+

+ f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT , (1)

початкову умову

u(x, y, 0) = φ(x, y), (x, y) ∈ [0, h]× [0, l],
(2)
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крайовi умови

u(0, y, t) = µ1(y, t),

u(h, y, t) = µ2(y, t), (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ],
(3)

u(x, 0, t) = ν1(x, t),

u(x, l, t) = ν2(x, t), (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ],
(4)

та умови перевизначення

a1(t)ux(0, y0, t) = κ1(t), t ∈ [0, T ], (5)
a2(t)uy(x0, 0, t) = κ2(t), t ∈ [0, T ], (6)

де 0 < βi < 1, i = 1, 2, i x0, y0 – деякi
фiксованi точки iз (0, h) та (0, l) вiдповiдно.

Теорема 1 (локальне iснування) При-
пустимо, що виконуються умови:

(A1) φ ∈ C1(D), де D :=

=
{
(x, y) : 0 < x < h, 0 < y < l

}
,

µi ∈ C2,1([0, l]× (0, T ])∩
∩ C1,1([0, l]× [0, T ]); νi ∈ C2,1([0, h]×
× (0, T ]) ∩ C1,1([0, h]× [0, T ]);

κi ∈ C[0, T ],

bi, c, f ∈ C1,0(QT ), i = 1, 2;

(A2) φx(x, y) > 0, φy(x, y) > 0, (x, y) ∈ D;

µ1y(y, t) ≥ 0, µ2y(y, t) ≥ 0,

(y, t) ∈ [0, l]× [0, T ];

|tβ2µkyy(y, t)| ≤ Ak <∞, k = 1, 2,

(y, t) ∈ [0, l]× [0, T ]; ν1x(x, t) ≥ 0,

ν2x(x, t) ≥ 0, (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ];

|tβ1νkxx(x, t)| ≤ Bk <∞, k = 1, 2,

(x, t) ∈ [0, h]× [0, T ];

κi(t) > 0, t ∈ [0, T ], i = 1, 2;

(A3) µ1(y, 0) = φ(0, y), µ2(y, 0) = φ(h, y),

ν1(x, 0) = φ(x, 0), ν2(x, 0) = φ(x, l),

µ1(0, t) = ν1(0, t), µ1(l, t) = ν2(0, t),

µ2(0, t) = ν1(h, t), µ2(l, t) = ν2(h, t).

Тодi для T0 ∈ (0, T ], де T0 визначає-
ться вихiдними даними, iснує розв’я-
зок (u(x, y, t), a1(t), a2(t)) задачi (1)-
(6), що належить до класу

(
C2,1(D ×

(0, T0]) ∩ C1,0(QT0)
)
× C[0, T0] × C[0, T0], i

ai(t) > 0, i = 1, 2, t ∈ [0, T0].

Доведення. Введемо позначення
v := ux, w := uy. Запишемо iнтегро-
диференцiальне рiвняння, еквiвалентне
прямiй задачi (1)-(4):

u(x, y, t) = u0(x, y, t)+

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G11(x, y, t, ξ, η, τ)×

× (b1(ξ, η, τ)v + b2(ξ, η, τ)w+

+ c(ξ, η, τ)u)dξdηdτ, (x, y, t) ∈ QT , (7)

де

u0(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G11(x, y, t, ξ, η, 0)×

× φ(ξ, η)dξdη +

t∫
0

l∫
0

G11ξ(x, y, t, 0, η, τ)×

× τβ1a1(τ)µ1(η, τ)dηdτ−

−
t∫

0

l∫
0

G11ξ(x, y, t, h, η, τ)τ
β1a1(τ)×

× µ2(η, τ)dηdτ +

t∫
0

h∫
0

G11η(x, y, t, ξ, 0, τ)×

× τβ2a2(τ)ν1(ξ, τ)dξdτ−

−
t∫

0

h∫
0

G11η(x, y, t, ξ, l, τ)×

× τβ2a2(τ)ν2(ξ, τ)dξdτ+

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G11(x, y, t, ξ, η, τ)f(ξ, η, τ)dξdηdτ.

(8)

Через Gij(x, y, t, ξ, η, τ) позначено функцiї
Грiна для рiвняння теплопровiдностi

ut = tβ1a1(t)uxx + tβ2a2(t)uyy + f(x, y, t),
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що мають вигляд [15]:

Gij(x, y, t, ξ, η, τ) =

=
1

4π
√
(θ1(t)− θ1(τ))(θ2(t)− θ2(τ))

×

×
+∞∑

m,n=−∞

((
exp

(
− (x− ξ + 2nh)2

4(θ1(t)− θ1(τ))

)
+

+ (−1)i exp
(
− (x+ ξ + 2nh)2

4(θ1(t)− θ1(τ))

))
×

×
(
exp

(
− (y − η + 2ml)2

4(θ2(t)− θ2(τ))

)
+

+ (−1)j exp
(
− (y + η + 2ml)2

4(θ2(t)− θ2(τ))

)))
,

i, j = 1, 2,

де

θk(t) =

t∫
0

τβkak(τ)dτ, k = 1, 2.

У визначеннi функцiй Грiна, i, j = 1 вiдпо-
вiдає умовам Дiрiхле, а i, j = 2 – умовам
Неймана по x та y вiдповiдно.

Диференцiюючи (7) по x i y та використо-
вуючи властивостi функцiй Грiна, утворимо
рiвняння для v та w:

v(x, y, t) = u0x(x, y, t)+

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G11x(x, y, t, ξ, η, τ)×

× (b1(ξ, η, τ)v + b2(ξ, η, τ)w+

+ c(ξ, η, τ)u)dξdηdτ, (x, y, t) ∈ QT , (9)

w(x, y, t) = u0y(x, y, t)+

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G11y(x, y, t, ξ, η, τ)×

× (b1(ξ, η, τ)v + b2(ξ, η, τ)w

+ c(ξ, η, τ)u)dξdηdτ, (x, y, t) ∈ QT , (10)

де

u0x(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G21(x, y, t, ξ, η, 0)×

× φξ(ξ, η)dξdη−

−
t∫

0

l∫
0

G21(x, y, t, 0, η, τ)×

×
(
µ1τ (η, τ)− τβ2a2(τ)µ1ηη(η, τ)−

− f(0, η, τ)
)
dηdτ+

+

t∫
0

l∫
0

G21(x, y, t, h, η, τ)×

×
(
µ2τ (η, τ)− τβ2a2(τ)µ2ηη(η, τ)−

− f(h, η, τ)
)
dηdτ+

+

t∫
0

h∫
0

G21η(x, y, t, ξ, 0, τ)×

× τβ2a2(τ)ν1ξ(ξ, τ)dξdτ−

−
t∫

0

h∫
0

G21η(x, y, t, ξ, l, τ)×

× τβ2a2(τ)ν2ξ(ξ, τ)dξdτ+

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G21(x, y, t, ξ, η, τ)fξ(ξ, η, τ)dξdηdτ,

(11)

u0y(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, η, 0)×

× φη(ξ, η)dξdη+
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+

t∫
0

l∫
0

G12ξ(x, y, t, 0, η, τ)×

× τβ1a1(τ)µ1η(η, τ)dηdτ−

−
t∫

0

l∫
0

G12ξ(x, y, t, h, η, τ)×

× τβ1a1(τ)µ2η(η, τ)dηdτ−

−
t∫

0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, 0, τ)×

×
(
ν1τ (ξ, τ)− τβ1a1(τ)ν1ξξ(ξ, τ)−

− f(ξ, 0, τ)
)
dξdτ+

+

t∫
0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, l, τ)×

×
(
ν2τ (ξ, τ)− τβ1a1(τ)ν2ξξ(ξ, τ)−

− f(ξ, l, τ)
)
dξdτ+

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, η, τ)fη(ξ, η, τ)dξdηdτ.

(12)

Покажемо, що v(0, y0, t) > 0, w(x0, 0, t) >
0, i = 1, 2. Пiдставимо (11) у (9) i позна-
чимо iнтеграли у отриманому виразi через
Ii, i = 1, 7. Встановимо оцiнки для Ii, вико-
ристовуючи умови (A2).

Легко бачити, що функцiю Грiна
Gij(x, y, t, ξ, η, τ) можна подати як добу-
ток двох одновимiрних функцiй Грiна
Gi(x, t, ξ, τ)Gj(y, t, η, τ), для яких безпо-
середнiм обчисленням можна встановити
рiвностi

h∫
0

G2(x, t, ξ, τ)dξ = 1,

l∫
0

G2(y, t, η, τ)dη = 1.

Тодi для I1, I4, I5 отримуємо:

I1 ≥ min
(x,y)∈D

φx(x, y)

l∫
0

G1(y, t, η, 0)dη,

I4 ≥ min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν1x(x, t)

t∫
0

G1η(y, t, 0, τ)τ
β2a2(τ)dτ,

I5 ≥ min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν2x(x, t)×

×

−
t∫

0

G1η(y, t, l, τ)τ
β2a2(τ)dτ

 .

Для їхньої суми виконується нерiвнiсть

I1 + I4 + I5 ≥ min
{

min
(x,y)∈D

φx(x, y),

min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν1x(x, t), min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν2x(x, t)
}
×

×
( l∫

0

G1(y, t, η, 0)dη+

+

t∫
0

G1η(y, t, 0, τ)τ
β2a2(τ)dτ−

−
t∫

0

G1η(y, t, l, τ)τ
β2a2(τ)dτ

)
.

Вираз у дужках є розв’язком такої задачi:

ut = tβ2a2(t)uyy, (y, t) ∈ (0, l)× (0, T ),

u(y, 0) = 1, y ∈ [0, l],

u(0, t) = u(l, t) = 1, t ∈ [0, T ].

Вiн є тотожним 1. Тому

I1 + I4 + I5 ≥ min

{
min
x∈[0,h]
y∈[0,l]

φx(x, y),

min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν1x(x, t), min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν2x(x, t)

}
:=M1 > 0.

З того, що iнтеграли I2, I3, I6, I7 прямують
до нуля при t→ +0, випливає iснування та-
кого T1 ∈ (0, T ], що

M1

2
+ I2 + I3 + I6 + I7 ≥ 0,

(x, y, t) ∈ D × [0, T1].

Звiдси отримуємо

v(x, y, t) ≥ M1

2
, (x, y, t) ∈ D × [0, T1]. (13)
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Застосувавши аналогiчнi мiркування до
w(x, y, t), матимемо

w(x, y, t) ≥ M2

2
> 0, (x, y, t) ∈ D × [0, T2].

(14)

Враховуючи (13), (14), подамо (5), (6) у ви-
глядi:

a1(t) =
κ1(t)

v(0, y0, t)
, t ∈ [0, T3], (15)

a2(t) =
κ2(t)

w(x0, 0, t)
, t ∈ [0, T3], (16)

де T3 = min{T1, T2}. Отже, задачу (1)-(6)
зведено до системи рiвнянь (7), (9), (10),
(15), (16).

Покажемо, що задачi (1)-(6) та (7), (9),
(10), (15), (16) є еквiвалентними у тако-
му сенсi: якщо (u, a1, a2) – розв’язок зада-
чi (1)-(6), що належить до класу

(
C2,1(D ×

(0, T3]) ∩ C1,0(QT3)
)
× C[0, T3] × C[0, T3], то

(u, v = ux, w = uy, a1, a2) є розв’язком систе-
ми рiвнянь (7), (9), (10), (15), (16) з класу
(C(QT3))

3 × (C[0, T3])
2; правильним є i зво-

ротне твердження. Перше твердження є оче-
видним внаслiдок способу отримання систе-
ми (7), (9), (10), (15), (16). Доведемо зворо-
тне твердження. Диференцiюючи рiвняння
(7) по x та y, бачимо, що v = ux, w = uy. То-
дi u як розв’язок рiвняння (7) задовольняє
(1)-(4) i належить до класу C2,1(D×(0, T3])∩
C1,0(QT3). Виконання умов (5), (6) випливає
з (15), (16).

Отже, достатньо встановити iснування
неперервного розв’язку системи рiвнянь (7),
(9), (10), (15), (16). Застосуємо до системи
(7), (9), (10), (15), (16) теорему Шаудера про
нерухому точку. Встановимо апрiорнi оцiн-
ки розв’язкiв системи (7), (9), (10), (15), (16).

Використовуючи (13) та (14) у (15) i (16),
отримуємо

a1(t) ≤ A1, a2(t) ≤ A2, t ∈ [0, T3], (17)

де A1 та A2 визначаються вихiдними дани-
ми.

Оцiнимо u, vi зверху. Беручи до уваги
оцiнки функцiй Грiна [16] та наявнiсть оцi-

нок (17), приходимо до нерiвностей:

|u0x(x, y, t)| ≤ C1 + C2

t∫
0

1√
θ1(t)− θ1(τ)

dτ,

(x, y, t) ∈ QT3 ,

|u0y(x, y, t)| ≤ C3 + C4

t∫
0

1√
θ2(t)− θ2(τ)

dτ,

(x, y, t) ∈ QT3 .

Введемо позначення U(t) :=
max

(x,y)∈D
|u(x, y, t)|, V1(t) := max

(x,y)∈D
|v(x, y, t)|,

V2(t) := max
(x,y)∈D

|w(x, y, t)|. Тодi з (7), (9), (10)
отримуємо:

U(t) ≤ C5 + C6

t∫
0

(V1(τ) + V2(τ) + U(τ)) dτ,

V1(t) ≤ C7 + C8

t∫
0

1√
θ1(t)− θ1(τ)

×

× (V1(τ) + V2(τ) + U(τ)) dτ,

V2(t) ≤ C9 + C10

t∫
0

1√
θ2(t)− θ2(τ)

×

× (V1(τ) + V2(τ) + U(τ)) dτ.

Додавши цi нерiвностi та використавши (17)
, маємо

V (t) ≤ C11 + C12

t∫
0

(
1√

θ1(t)− θ1(τ)
+

+
1√

θ2(t)− θ2(τ)

)
V (τ)dτ. (18)

де V (t) := V1(t) + V2(t) + U(t). Позначивши
akmin

(t) := min
0≤τ≤t

ak(τ), k = 1, 2, оцiнимо ви-
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раз
1√

θk(t)− θk(τ)
, k = 1, 2:

1√
θk(t)− θk(τ)

=
1√

t∫
τ

σβkak(σ)dσ

≤

≤ 1√
akmin

(t)

√
t∫
τ

σβkdσ

≤

≤
√
βk + 1√

akmin
(t)tβk

√
t− τ

.

Застосуємо цю нерiвнiсть до (18):

V (t) ≤ C11 + C12

( √
β1 + 1√

a1min
(t)tβ1

+

+

√
β2 + 1√

a2min
(t)tβ2

) t∫
0

V (τ)√
t− τ

dτ. (19)

Ввiвши позначення amin(t) := min
{
a1min

(t),
a2min

(t)
}
, β = max {β1, β2}, зведемо (19) до

вигляду

V (t) ≤ C11 + C13
1√

amin(t)tβ

t∫
0

V (τ)√
t− τ

dτ.

(20)

У (20) замiнимо σ на t i домножимо обидвi

частини нерiвностi на
dσ√
t− σ

. Проiнтегру-

вавши вiд 0 до t, матимемо:

t∫
0

V (σ)√
t− σ

dσ ≤ 2C11

√
t+

+
C13√
amin(t)

t∫
0

σ−β
2 dσ√
t− σ

σ∫
0

V (τ)√
σ − τ

dτ.

Змiнюючи порядок iнтегрування i врахову-
ючи рiвнiсть

t∫
τ

dσ√
(t− σ)(σ − τ)

= π,

приходимо до нерiвностi:

t∫
0

σ−β
2 dσ√
t− σ

σ∫
0

V (τ)√
σ − τ

dτ ≤ π

t∫
0

τ−
β
2 V (τ)dτ.

Отже,

t∫
0

V (σ)√
t− σ

dσ ≤ 2C11

√
t+

+
C13π√
amin(t)

t∫
0

τ−
β
2 V (τ)dτ. (21)

Пiдставивши (21) у (20), отримаємо:

V (t) ≤ C11 +
C14√
amin(t)

+

+
C15

amin(t)

t∫
0

τ−βV (τ)dτ. (22)

Iз умов перевизначення випливає

amin(t) ≥
min
i=1,2

κi(t)

V (t)
.

Пiдставивши (22) у останню нерiвнiсть, ма-
тимемо

amin(t) ≥ C16

(
C11 +

C14√
amin(t)

+

+
C15

amin(t)

t∫
0

τ−βV (τ)dτ

)−1

,

або

C11amin(t) + C14

√
amin(t)−

−C16 + C15

t∫
0

τ−βV (τ)dτ ≥ 0.

Можна вибрати таке T0 ∈ (0, T3], що

C15

t∫
0

τ−βV (τ)dτ ≤ C16

2
, t ∈ [0, T0].
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Тодi

C11amin(t) + C14

√
amin(t)−

− C16

2
≥ 0, t ∈ [0, T0]. (23)

Розв’язавши цю квадратну нерiвнiсть, отри-
муємо оцiнку:

amin(t) ≥ A3 > 0, t ∈ [0, T0]. (24)

Враховуючи (24) в (22), отримуємо

V (t) ≤M3, t ∈ [0, T0]. (25)

Отже,

|u(x, y, t)| ≤M3, v(x, y, t) ≤M3,

v(x, y, t) ≤M3, (x, y, t) ∈ QT0 ,

a1(t) ≥ A3, a2(t) ≥ A3, t ∈ [0, T0]. (26)

Позначивши ω := (u, v1, v2, a1, a2), систему
(7), (9), (10), (15), (16) подамо у виглядi:

ω = Pω, ω ∈ N , (27)

де

N :=
{
ω ∈ (C(QT0))

3 × (C([0, T0])
2 :

|u| ≤M3,
M1

2
≤ v1 ≤M3,

M2

2
≤ v2

≤M3, A3 ≤ a1 ≤ A1, A3 ≤ a2 ≤ A2

}
. (28)

Iз побудови N випливає, що оператор P
вiдображає N в себе.

Одностайна неперервнiсть множини PN
доводиться аналогiчно до [7]. Тодi iз теоре-
ми Шаудера випливає, що iснує нерухома
точка оператора P , що доводить iснування
розв’язку задачi (1)-(6).

Доведемо тепер глобальне iснування
розв’язку.

Теорема 2 (глобальне iснування)
Припустимо, що крiм (A1), (A3), викону-

ються умови:

(A4) φ(x, y) ≥ 0, φx(x, y) > 0,

φy(x, y) > 0, (x, y) ∈ D;

µ1t(y, t)− b2(0, y, t)µ1y(y, t)−
− c(0, y, t)µ1(y, t)− f(0, y, t) < 0,

µ2t(y, t)− b2(h, y, t)µ2y(y, t)−
− c(h, y, t)µ2(y, t)− f(h, y, t) > 0,

µi(y, t) ≥ 0, µiy(y, t) > 0, i = 1, 2,

µ1yy(y, t) ≥ 0, µ2yy(y, t) ≤ 0,

b1(0, y, t) < 0,

b1(h, y, t) > 0, (y, t) ∈ [0, l]× (0, T ];

ν1t(x, t)− b1(x, 0, t)ν1x(x, t)−
− c(x, 0, t)ν1(x, t)− f(x, 0, t) < 0,

ν2t(x, t)− b1(x, l, t)ν2x(x, t)−
− c(x, l, t)ν2(x, t)− f(x, l, t) > 0,

νi(x, t) ≥ 0, νix(x, t) > 0, i = 1, 2,

ν1xx(x, t) ≥ 0, ν2xx(x, t) ≤ 0,

b2(x, 0, t) < 0,

b2(x, l, t) > 0, (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ];

b1y(x, y, t) ≥ 0, b2x(x, y, t) ≥ 0,

f(x, y, t) ≥ 0, fx(x, y, t) ≥ 0,

fy(x, y, t) ≥ 0, cx(x, y, t) ≥ 0,

cy(x, y, t) ≥ 0, (x, y, t) ∈ QT .

Тодi iснує розв’язок (u, a1, a2) задачi (1)-(6) з
класу

(
C2,1(D×(0, T ])∩C1,0(QT )

)
×C[0, T ]×

C[0, T ], де ai(t) > 0, i = 1, 2, t ∈ [0, T ].

Доведення. Для встановлення оцiнок
v = ux та w = uy утворимо для них допомi-
жнi задачi. Продиференцiювавши (1) та (2)
по x та y, отримаємо:

vt = tβ1a1(t)vxx + tβ2a2(t)vyy + b1(x, y, t)vx+

+ b2(x, y, t)vy + (b1x(x, y, t) + c(x, y, t))v+

+ b2x(x, y, t)w + cx(x, y, t)u+ fx(x, y, t),

(x, y, t) ∈ QT , (29)
v(x, y, 0) = φx(x, y), (x, y) ∈ D, (30)

wt = tβ1a1(t)wxx + tβ2a2(t)wyy + b1(x, y, t)wx+

+ b2(x, y, t)wy + (b2y(x, y, t) + c(x, y, t))w+
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+ b1y(x, y, t)v + cy(x, y, t)u+ fy(x, y, t),

(x, y, t) ∈ QT , (31)

w(x, y, 0) = φy(x, y), (x, y) ∈ D. (32)

Поклавши в (1) x = 0, x = h та y = 0, y = l,
прийдемо до рiвностей:

tβ1a1(t)vx(0, y, t) + b1(0, y, t)v(0, y, t) =

= µ1t(y, t)− tβ2a2(t)µ1yy(y, t)−
− b2(0, y, t)µ1y(y, t)− c(0, y, t)µ1(y, t)−
− f(0, y, t), (33)
tβ1a1(t)vx(h, y, t) + b1(h, y, t)v(h, y, t) =

= µ2t(y, t)− tβ2a2(t)µ2yy(y, t)−
− b2(h, y, t)µ2y(y, t)− c(h, y, t)µ2(y, t)−
− f(h, y, t), (34)
tβ2a2(t)wy(x, 0, t) + b2(x, 0, t)w(x, 0, t) =

= ν1t(x, t)− tβ1a1(t)ν1xx(x, t)−
− b1(x, 0, t)ν1x(x, t)− c(x, 0, t)ν1(x, t)−
− f(x, 0, t), (35)
tβ2a2(t)wy(x, l, t) + b2(x, l, t)w(x, l, t) =

= ν2t(x, t)− tβ1a1(t)ν2xx(x, t)−
− b1(x, l, t)ν2x(x, t)− c(x, l, t)ν2(x, t)−
− f(x, l, t). (36)

Крiм того, продиференцiювавши (3) та (4)
по y та x, отримаємо спiввiдношення:

v(x, 0, t) = ν1x(x, t), v(x, l, t) = ν2x(x, t),
(37)

w(0, y, t) = µ1y(y, t), w(h, y, t) = µ2y(y, t).
(38)

Отже, маємо задачу (29), (30), (33), (34),
(37) стосовно v i задачу (31), (32), (35), (36),
(38) стосовно w. Встановимо оцiнки v та w.
Подамо v як суму v0 + ṽ, де v0 є розв’язком
задачi

v0t = tβ1a1(t)v0xx + tβ2a2(t)v0yy+

+ b1(x, y, t)v0x + b2(x, y, t)v0y+

+ (b1x(x, y, t) + c(x, y, t))v0, (x, y, t) ∈ QT ,
(39)

v0(x, y, 0) = φx(x, y), (x, y) ∈ D, (40)
tβ1a1(t)v0x(0, y, t) + b1(0, y, t)v0(0, y, t) =

= µ1t(y, t)− tβ2a2(t)µ1yy(y, t)−
− b2(0, y, t)µ1y(y, t)− c(0, y, t)µ1(y, t)−
− f(0, y, t), (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (41)
tβ1a1(t)v0x(h, y, t) + b1(h, y, t)v0(h, y, t) =

= µ2t(y, t)− tβ2a2(t)µ2yy(y, t)−
− b2(h, y, t)µ2y(y, t)− c(h, y, t)µ2(y, t)−
− f(h, y, t), (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (42)
v0(x, 0, t) = ν1x(x, t), (x, t) ∈ [0, h]×
× [0, T ], (43)
v0(x, l, t) = ν2x(x, t), (x, t) ∈ [0, h]×
× [0, T ], (44)

i ṽ є розв’язком:

ṽt = tβ1a1(t)ṽxx + tβ2a2(t)ṽyy+

+ b1(x, y, t)ṽx + b2(x, y, t)ṽy+

+ (b1x(x, y, t) + c(x, y, t))ṽ+

+ b2x(x, y, t)w + cx(x, y, t)u+

+ fx(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT , (45)
ṽ(x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ D, (46)
tβ1a1(t)ṽx(0, y, t) + b1(0, y, t)×
× ṽ(0, y, t) = 0, (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (47)
tβ1a1(t)ṽx(h, y, t) + b1(h, y, t)×
× ṽ(h, y, t) = 0, (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (48)
ṽ(x, 0, t) = 0, (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ], (49)
ṽ(x, l, t) = 0, (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ]. (50)

Для w використаємо аналогiчне зображення
w0 + w̃. Задачi для w0 та w̃ є аналогiчними
до задач для v0 та ṽ.

Застосовуючи принцип максимуму [18] до
(29), (30), (33), (34), та до аналогiчної задачi
стосовно w0, отримаємо

0 < M4 ≤ v0(x, y, t) ≤M5 <∞,

0 < M6 ≤ w0(x, y, t) ≤
≤M7 <∞, (x, y, t) ∈ QT , (51)

де Mk, k = 4, 5, 6, 7 – сталi, що визначаються
вихiдними даними.

44 ISSN 2309-4001. Буковинський математичний журнал. 2017. – Т. 5, № 1–2.



Функцiю ṽ подамо у виглядi

ṽ(x, y, t) =

t∫
0

l∫
0

h∫
0

Gv
31(x, y, t, ξ, η, τ)×

×
(
b2ξ(ξ, η, τ)w + cξ(ξ, η, τ)u+

+ fξ(ξ, η, τ)
)
dξdηdτ,

де Gv
31(x, y, t, ξ, η, τ) – функцiя Грiна для рiв-

няння (29) з крайовими умовами (47)-(50).
Аналогiчно для w̃ матимемо

w̃(x, y, t) =

t∫
0

l∫
0

h∫
0

Gw
13(x, y, t, ξ, η, τ)×

×
(
b1η(ξ, η, τ)v + cη(ξ, η, τ)u+

+ fη(ξ, η, τ)
)
dξdηdτ.

Отже, отримали систему iнтегральних
рiвнянь Вольтерра

v(x, y, t) = v0(x, y, t)+

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

Gv
31(x, y, t, ξ, η, τ)×

×
(
b2ξ(ξ, η, τ)w + cξ(ξ, η, τ)u+

+ fξ(ξ, η, τ)
)
dξdηdτ, (52)

w(x, y, t) = w0(x, y, t)+

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

Gw
13(x, y, t, ξ, η, τ)×

×
(
b1η(ξ, η, τ)v + cη(ξ, η, τ)u+

+ fη(ξ, η, τ)
)
dξdηdτ. (53)

Iз припущень теореми та принципу макси-
муму випливає, що u(x, y, t) ≥ 0, i ядра цих
рiвнянь є невiд’ємними. Тому, застосувавши
до цiєї системи метод послiдовних набли-
жень, отримаємо

v(x, y, t) ≥ v0(x, y, t) ≥M4, w(x, y, t) ≥
≥ w0(x, y, t) ≥M6, (x, y, t) ∈ QT .

З (15), (16) знаходимо

a1(t) ≤ A1, a2(t) ≤ A2, t ∈ [0, T ].

Позначимо V (t) := max
(x,y)∈D

v(x, y, t), W (t) :=

max
(x,y)∈D

w(x, y, t). Використовуючи принцип

максимуму для u, оцiнки (51) та припущен-
ня (A4), з (52), (53) матимемо:

V (t) ≤ C17 + C18

t∫
0

W (τ)dτ,

W (t) ≤ C19 + C20

t∫
0

V (τ)dτ.

Додамо останнi двi нерiвностi:

V (t) +W (t) ≤ C21 + C22

t∫
0

(V (τ) +W (τ)) dτ.

Застосувавши нерiвнiсть Гронуолла, мати-
мемо:

V (t) +W (t) ≤M8, t ∈ [0, T ]. (54)

Завершення доведення проводиться анало-
гiчно до теореми 1.

Єдинiсть

Теорема 3 (єдинiсть) Припустимо, що ви-
конуються умови:

(A5) φ ∈ C2(D), µi ∈ C2,1([0, l]× (0, T ])∩
∩ C1,1([0, l]× [0, T ]),

νi ∈ C2,1([0, h]× (0, T ])∩
∩ C1,1([0, h]× [0, T ]);

|tβ2µkyy(y, t)| ≤ Ak <∞,

k = 1, 2, (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ];

|tβ1νkxx(y, t)| ≤ Bk <∞,

k = 1, 2, (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ];

bi, c, f ∈ C1,0(QT ), i = 1, 2;

(A6) κi(t) ̸= 0, i = 1, 2, t ∈ [0, T ].

Тодi розв’язок задачi (1)-(6) єдиний у класi(
C2,1(D×(0, T ])∩C1,0(QT )

)
×C[0, T ]×C[0, T ],

i ai(t) > 0, i = 1, 2, t ∈ [0, T ].
Доведення. Припустимо, що iснує два

розв’язки задачi (1)-(6) (u(1), a
(1)
1 , a

(1)
2 ) та

(u(2), a
(2)
1 , a

(2)
2 ). Позначимо U := u(1) − u(2),
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A1 := a
(1)
1 − a

(2)
1 , A2 := a

(1)
2 − a

(2)
2 . Тодi для

(U,A1, A2) матимемо задачу

Ut = tβ1a
(1)
1 (t)Uxx + tβ2a

(1)
2 (t)Uyy+

+ b1(x, y, t)Ux + b2(x, y, t)Uy + c(x, y, t)U+

+ tβ1A1(t)u
(2)
xx+

+ tβ2A2(t)u
(2)
yy , (x, y, t) ∈ QT , (55)

U(x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ D, (56)
U(0, y, t) = U(h, y, t) = 0,

(y, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (57)
U(x, 0, t) = U(x, l, t) = 0,

(x, t) ∈ [0, h]× [0, T ], (58)

a
(1)
1 (t)Ux(0, y0, t) =

= −A1(t)u
(2)
x (0, y0, t), t ∈ [0, T ], (59)

a
(2)
2 (t)Uy(x0, 0, t) =

= −A2(t)u
(2)
y (x0, 0, t), t ∈ [0, T ]. (60)

Використовуючи функцiю Грiна
G̃11(x, y, t, ξ, η, τ) для рiвняння (55) з умо-
вами (57), (58), зведемо задачу (55)-(60)
до системи iнтегральних рiвнянь стосовно
(A1, A2):

A1(t)u
(2)
x (0, y0, t) = −a(1)1 (t)×

×
t∫

0

l∫
0

h∫
0

G̃11x(0, y0, t, ξ, η, τ)×

× (τβ1A1(τ)u
(2)
ξξ +

+ τβ2A2(τ)u
(2)
ηη )dξdηdτ,

(61)

A2(t)u
(2)
y (x0, 0, t) = −a(1)2 (t)×

×
t∫

0

l∫
0

h∫
0

G̃11y(x0, 0, t, ξ, η, τ)×

× (τβ1A1(τ)u
(2)
ξξ +

+ τβ2A2(τ)u
(2)
ηη )dξdηdτ, t ∈ [0, T ].

(62)

Отримали систему iнтегральних рiвнянь
(61), (62), еквiвалентну задачi (55)-(60).

Доведемо iнтегровнiсть ядер у рiвнян-
нях (61), (62). Проаналiзуємо поведiнку по-
хiдних u

(2)
xx , u(2)yy при t → +0. Використаємо

функцiю Грiна G∗
11(x, y, t, ξ, η, τ) задачi (56)-

(58) для рiвняння теплопровiдностi

u
(2)
t = tβ1a

(2)
1 (t)u(2)xx + tβ2a

(2)
2 (t)u(2)yy . (63)

Знайдемо зображення u
(2)
xx , виходячи з (7),

(8) :

u(2)xx (x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G∗
11(x, y, t, ξ, η, 0)φξξ(ξ, η)+

+

t∫
0

l∫
0

G∗
11ξ

(x, y, t, 0, η, τ)×

× (µ1τ (η, τ)− a
(2)
2 (τ)τβ2µ1ηη(η, τ)−

− f(0, η, τ))dηdτ −
t∫

0

l∫
0

G∗
11ξ

(x, y, t, h, η, τ)×

× (µ2τ (η, τ)− a
(2)
2 (τ)τβ2µ2ηη(η, τ)−

− f(h, η, τ))dηdτ +

t∫
0

h∫
0

G∗
11η(x, y, t, ξ, 0, τ)×

× τβ2a
(2)
2 (τ)ν1ξξ(ξ, τ)dξdτ−

−
t∫

0

h∫
0

G∗
11η(x, y, t, ξ, l, τ)τ

β2a
(2)
2 (τ)×

× ν2ξξ(ξ, τ)dξdτ−

−
t∫

0

l∫
0

h∫
0

G∗
11ξ

(x, y, t, ξ, η, τ)×

× fξ(ξ, η, τ)dξdηdτ+

+

t∫
0

l∫
0

G∗
11ξ(x, y, t, h, η, τ)×

×
(
b1(h, η, τ)u

(2)
ξ (h, η, τ) + b2(h, η, τ)µ2η(η, τ)+

+ c(h, η, τ)µ2(η, τ)
)
dηdτ−

−
t∫

0

l∫
0

G∗
11ξ(x, y, t, 0, η, τ)×

×
(
b1(0, η, τ)u

(2)
ξ (0, η, τ) + b2(0, η, τ)µ1η(η, τ)+
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+ c(0, η, τ)µ1(η, τ)
)
dηdτ−

−
t∫

0

l∫
0

h∫
0

G∗
11ξ

(x, y, t, ξ, η, τ)×

× (b1(ξ, η, τ)u
(2)
ξξ + b2(ξ, η, τ)u

(2)
ηξ +

+ (b1ξ(ξ, η, τ) + c(ξ, η, τ))u
(2)
ξ +

+ b2ξ(ξ, η, τ)u
(2)
η + cξ(ξ, η, τ)u

(2))dξdηdτ.

(64)

Аналогiчне зображення має u(2)yy . Пiдставимо
цi вирази в (61), (62). Дослiдимо для при-
кладу поведiнку одного з доданкiв ядра рiв-
няння (61), що вiдповiдає другому iнтегралу
у виразi для u(2)xx :

I =

∣∣∣∣
t∫

0

l∫
0

h∫
0

G̃11x(0, y0, t, ξ, η, τ)×

× τβ1dξdηdτ

τ∫
0

l∫
0

G∗
11ξ1

(ξ, η, τ, 0, η1, τ1)×

×
(
µ1τ1(η1, τ1)− a

(2)
2 (τ1)τ

β2
1 µ1η1η1(η1, τ1)−

− f(0, η1, τ1)

)
dη1dτ1

∣∣∣∣≤ C23

t∫
0

τβ1dτ×

×
h∫

0

G̃1x(0, t, ξ, τ)dξ

τ∫
0

G∗
1ξ1

(ξ, τ, 0, τ1)dτ1.

Знайдемо похiдну

G∗
1ξ1

(ξ, τ, 0, τ1) =
1

2
√
π(θ(τ)− θ(τ1))3

×

×
+∞∑

n=−∞

(ξ + 2nh) exp

(
− (ξ + 2nh)2

4(θ(τ)− θ(τ1)

)
,

де θ(t) =
t∫
0

τβ1a
(2)
1 (τ)dτ . Використовуючи вi-

дому оцiнку функцiї Грiна [18], отримаємо

|G̃1x(0, t, ξ, τ)| ≤ C24
ξ

(θ(t)− θ(τ))
3
2

×

× exp

(
− ξ2

θ(t)− θ(τ)

)
.

Тодi

I ≤ C25

t∫
0

τβ1dτ

τ∫
0

dτ1

h∫
0

G̃1x(0, t, ξ, τ)×

× 1√
(θ(τ)− θ(τ1))3

+∞∑
n=−∞

|ξ + 2nh|×

× exp

(
− (ξ + 2nh)2

4(θ(τ)− θ(τ1))

)
dξ.

Видiлимо з пiдiнтегрального ряду I0, що вiд-
повiдає n = 0:

I0 ≤ C26

t∫
0

τβ1dτ

τ∫
0

dτ1

h∫
0

ξ2

(θ(t)− θ(τ))
3
2

×

× exp

(
− ξ2

4(θ(t)− θ(τ))
− ξ2

4(θ(τ)− θ(τ1))

)
×

× (θ(τ)− θ(τ1))
−rac32dξ.

Зробимо замiну z =
ξ

2
√
θ(τ)− θ(τ1)

, тодi

I0 ≤
t∫

0

τβ1dτ

τ∫
0

dτ1

∞∫
0

z2

(θ(t)− θ(τ))
3
2

×

× exp

(
−z2 − z2(θ(τ)− θ(τ1))

θ(t)− θ(τ)

)
dz =

=

t∫
0

τβ1dτ

τ∫
0

dτ1

∞∫
0

z2

(θ(t)− θ(τ))
3
2

×

× exp

(
−z2 θ(t)− θ(τ1)

θ(t)− θ(τ)

)
dz.

Покладемо y = z

√
θ(t)− θ(τ1)

θ(t)− θ(τ)
:

I0 ≤
t∫

0

τβ1dτ

τ∫
0

dτ1×

×
∞∫
0

θ(t)− θ(τ)

(θ(t)− θ(τ1))(θ(t)− θ(τ))
3
2

×

×

√
θ(t)− θ(τ)

θ(t)− θ(τ1)
y2 exp(−y2)dy =
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= C27

t∫
0

τβ1dτ

θ(t)− θ(τ)

τ∫
0

dτ1√
(θ(t)− θ(τ1)

≤

≤ C28

t∫
0

τβ1dτ

tβ1+1 − τβ1+1

τ∫
0

dτ1√
tβ1+1 − τβ1+1

1

≤

≤ C28

t∫
0

τβ1dτ

(tβ1+1 − τβ1+1)t
β1
2

×

×
τ∫

0

dτ1√
t− τ1

= 2
C28

t
β1
2

×

×
t∫

0

τβ1

tβ1+1 − τβ1+1

(√
t−

√
t− τ

)
≤

≤ 2C28t
1−β1

2

t∫
0

τβ1dτ

tβ1+1 − τβ1+1
=

= 2C28t
1−β1

2

1∫
0

zβ1dz

1− zβ1+1
≤

≤ 2C28t
1−β1

2 .

Аналогiчно можна оцiнити iншi iнтеграли
у виразах для u

(2)
xx , u(2)yy , звiдки буде випли-

вати, що ядра у (61), (62) є iнтегровними.
Оскiльки iнтегральнi рiвняння (61), (62) є
однорiдними, то вони мають тiльки тривi-
альний розв’язок A1(t) ≡ 0, A2(t) ≡ 0,
t ∈ [0, T ]. Звiдси та з (55)-(58) випливає, що
U(x, y, t) ≡ 0, (x, y, t) ∈ QT . Отже, розв’язок
задачi (1)-(6) єдиний.
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