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УЗАГАЛЬНЕНI ПРОСТОРИ ТИПУ
◦
S

Дослiджуються топологiчна структура узагальнених просторiв типу S, якi складаються
з парних функцiй, основнi операцiї в таких просторах, властивостi перетворення Бесселя
основних та узагальнених функцiй, згорток, згортувачiв та мультиплiкаторiв.

We investigate the topological structure of generalized S type spaces, consisting of the pair
functions, main operations in such spaces, properties of Bessel transformations of test and generali-
zed functions, convolutions, convolators and multiplicators.

1. I.М. Гельфанд i Г.Є. Шилов у вiдо-
мiй монографiї [1, с. 203–211] запропонува-
ли метод побудови функцiональних просто-
рiв нескiнченно диференцiйовних функцiй,
заданих на R, на якi накладаються певнi
умови спадання на нескiнченностi та зро-
стання похiдних iз збiльшенням порядку. Цi
умови задаються за допомогою нерiвностей
|xkφ(n)(x)| ≤ ckn, {k, n} ⊂ Z+, де {ckn} – по-
двiйна послiдовнiсть додатних чисел. Якщо
цi числа змiнюються довiльним чином разом
з функцiєю φ, то маємо простiр Л. Шварца
S = S(R) швидко спадних на R функцiй.
В монографiї [1] детально вивчений випа-
док, коли ckn = kkαnnβ, α > 0, β > 0 – фi-
ксованi параметри; вiдповiднi простори на-
зиваються просторами типу S i позначаю-
ться символом Sβα. Функцiї з таких просто-
рiв на дiйснiй осi разом з усiма своїми похi-
дними при |x| → ∞ спадають швидше, нiж
exp{−a|x|}, a > 0, x ∈ R. Такi простори ча-
сто використовуються при дослiдженнi про-
блеми про класи єдиностi та класи коректно-
стi задачi Кошi для рiвнянь з частинними
похiдними. У працях [2–8] встановлено, що
простори типу S та S ′ – простори, тополо-
гiчно спряженi з ними, спiвпадають з мно-
жинами початкових даних задачi Кошi для
широких класiв рiвнянь з частинними похi-
дними скiнченного та нескiнченного поряд-
кiв, при яких розв’язки є цiлими функцiями
за просторовими змiнними. Наприклад, для
рiвняння теплопровiдностi ∂u/∂t = ∂2u/∂x2

фундаментальний розв’язок задачi Кошi –

функцiя G(t, x) = (2
√
πt)−1exp {−x2/(4t)}

при кожному t > 0, як функцiя x, є елемен-
том простору S1/2

1/2 [7, с. 46], який вiдноситься
до просторiв типу S.

Якщо ckn = akbn, де {ak, k ∈ Z+}, {bn, n ∈
Z+} – деякi послiдовностi додатних чисел,
то маємо узагальненi простори типу S, якi
позначаються символом Sbnak . Простори Sbnak
(їх топологiчна структура, властивостi фун-
кцiй, основнi операцiї в таких просторах) ви-
вчалися в працi [9]. Вiдомi простори типу
W , введенi Б.Л. Гуревечем [10] (див. також
[11, c. 7–17]), в яких для характеристики по-
ведiнки функцiй на нескiнченностi замiсть
степеневих функцiй використовуються до-
вiльнi опуклi функцiї, також вкладаються в
простори Sbnak при конкретному виборi послi-
довностей {ak} та {bn} (див. [12]). Iз резуль-
татiв, наведених в [9, 13] випливає, що уза-
гальненi простори типу S є природним сере-
довищем для дослiдження нелокальних ба-
гатоточкових за часом задач для еволюцiй-
них псевдодиференцiальних рiвнянь (зокре-
ма, для рiвнянь з операторами диференцi-
ювання нескiнченного порядку), для еволю-
цiйних рiвнянь з операторами узагальнено-
го диференцiювання Гельфонда–Леонтьєва
скiнченного та нескiнченного порядкiв.

Простори, якi складаються з парних фун-
кцiй просторiв типу S (зокрема, просторiв
Sβα) з вiдповiдною топологiєю використову-
ються при дослiдженнi еволюцiйних сингу-
лярних рiвнянь параболiчного типу з опера-
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торами Бесселя (див. [6, 14]). Метою цiєї ро-
боти є дослiдження узагальнених просторiв
типу S, якi складаються з парних функцiй з
просторiв Sbnak , а саме, дослiдження тополо-
гiчної структури таких просторiв, властиво-
стей перетворення Бесселя основних та уза-
гальнених функцiй, властивостей згорток,
згортувачiв та мультиплiкаторiв, вiдшукан-
ня умов, при виконаннi яких у таких про-
сторах визначений, є лiнiйним i неперервним
оператор Бесселя нескiнченного порядку. Цi
результати у подальшому можуть знайти
застосування при дослiдженнi нелокальних
багатоточкових за часом задач для еволю-
цiйних сингулярних рiвнянь нескiнченного
порядку.

2. Тут зупинимося на просторах Sbnak ,
якi будуються за послiдовностями вигляду
{bn = n!ρn, n ∈ Z+}, {ak = k!dk, k ∈ Z+},
де {ρn}, ρ0 = 1, – послiдовнiсть додатних
чисел, яка володiє властивостями:

а) вона монотонно спадна;
б) ∃cb > 0 ∃γ1 ∈ (0, 1) ∀n ∈ N :

ρn−1/ρn ≤ cb · nγ1 ;
в) lim

n→∞
n
√
ρn = 0;

г) ∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀n ∈ Z+ : ρn ≥ cε·εn/nn.
Послiдовнiсть {dk, k ∈ Z+}, d0 = 1, та-
кож володiє властивостями а)–г), при цьо-
му умова б) має вигляд: ∃ca > 0 ∃γ2 ∈ (0, 1)
∀n ∈ N : dk−1/dk ≤ ca · kγ2 . Прикладом по-
слiдовностi {ρn} з властивостями а)–г) може
служити послiдовнiсть ρn = (nβ)−nβenβ, де
β ∈ (0, 1) – фiксований параметр. Перевiри-
мо, наприклад, виконання для послiдовностi
ρn властивостi г). Маємо, що

ρn =
enβ

(nβ)nβ
=

enβ

(nβ)nβ
· [n(1− β)]n(1−β)

[n(1− β)]n(1−β)
·

·e
n(1−β)

en(1−β)
=
en

nn
1

[ββ(1− β)1−β]n
·

· [n(1− β)]n(1−β)

en(1−β)
=
en

nn
1

ωn
sup
λ≥0

λn

exp{λ1/(1−β)}
,

де ω = ββ(1 − β)1−β < 1. Якщо взя-
ти довiльне ε > 0 i покласти λ = ε, то
прийдемо до нерiвностi ρn ≥ cεε

n/nn, де
cε = exp{−ε1/(1−β)}. Зазначимо, що умова

б) для цiєї послiдовностi виконується з па-
раметром γ1 = β.

Вважаємо також, що параметри γ1, γ2 в
умовi б) для послiдовностей {ρn} та {dk} по-
в’язанi умовою д): γ1 + γ2 = θ ≤ 1.

Символом Sbnak позначимо сукупнiсть
функцiй φ ∈ C∞(R), якi задовольняють
умову

∃ c, A,B > 0 ∀{k, n} ⊂ Z+ ∀x ∈ R :

|xkφ(n)(x)| ≤ cAkBnakbn.

Sbnak спiвпадає з об’єднанням злiченно-
нормованих просторiв Sbn, Bak, A

за всiма iнде-
ксами {A,B} ⊂ N, де символом Sbn, Bak, A

по-
значається сукупнiсть тих функцiй φ ∈ Sbnak ,
котрi для довiльних δ, ρ > 0 задовольняють
нерiвностi

|xkφ(n)(x)| ≤ cδρ(A+ δ)k(B + ρ)nakbn,

{k, n} ⊂ Z+, x ∈ R;

система норм в Sbn, Bak, A
визначається за допо-

могою формул

∥φ∥δρ = sup
x,k,n

|xkφ(n)(x)|
(A+ δ)k(B + ρ)nakbn

,

{δ, ρ} ⊂ {1, 1
2
,
1

3
, . . .}.

В [9] встановлено, що функцiя φ ∈ C∞(R)
належить до простору Sbnak , де ak = k!dk,
bn = n!ρn, тодi й лише тодi, коли вона аналi-
тично продовжується в комплексну площи-
ну до цiлої функцiї φ(z), z ∈ C, яка задо-
вольняє умову:

∃a, b, c > 0 ∀z = x+ iy ∈ C :

|φ(z)| ≤ cγ(ax)ρ(by), (1)

де

γ(x) =

{
1, |x| < 1,

inf
k
(ak/|x|k), |x| ≥ 1,

ρ(y) =

{
1, |y| < 1,

sup
n
(|y|n/bn), |y| ≥ 1. (2)

Зауважимо, що ρ – неперервно диференцi-
йовна, парна на R функцiя, яка монотонно
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зростає на промiжку [1,+∞). Iз властивостi
г) випливає також (див. [9]), що

∃ c0, c > 0 ∀y ∈ R : ρ(y) ≥ c0 exp(c|y|).

Наприклад, якщо bn = nnβ, 0 < β < 1, то
ρ(y) ∼ exp{|y|1/β}. Крiм того, як доведено в
[9], ln ρ – опукла на (0,+∞) функцiя в тому
сенсi, що

∀{y1, y2} ⊂ (0,+∞) :

ln ρ(y1) + ln ρ(y2) ≤ ln ρ(y1 + y2). (3)

З (3) випливає також нерiвнiсть ln ρ(y1) −
ln ρ(y1 + y2) ≤ − ln ρ(y2).

Функцiя ρ в (2) пов’язана з послiдовнi-
стю {ρn}, за якою будується послiдовнiсть
{bn = n!ρn} так [9]:

ρn = inf
|ω|≥1

(ρ(ω)/|ω|n) = ν−nn ρ(νn),

де νn – розв’язок рiвняння ωµ(ω) = n, n ∈
N, µ(ω) = ρ′(ω)/ρ(ω); послiдовнiсть {νn}
є монотонно зростаючою й необмеженою,
νn < n, n ∈ N.

Оскiльки γ(x) = 1/γ̃(x), де γ̃(x) = 1, |x| <
1 i γ(x) = sup

k
(|x|k/ak), якщо |x| ≥ 1, то γ

– неперервно диференцiйовна, парна на R
функцiя, яка монотонно спадає на [1,+∞),
0 < γ(x) ≤ 1, x ∈ R. Наприклад, якщо ak =
kkα, α ∈ (0, 1), то справджуються нерiвностi
[1, c. 204]:

exp
{
−α
e
|x|1/α

}
≤ γ(x) ≤ c exp

{
−α
e
|x|1/α

}
,

c = exp{αe/2}.
Функцiя ln γ задовольняє на (0,+∞) нерiв-
нiсть [9]

ln γ(x1) + ln γ(x2) ≥ ln γ(x1 + x2),

{x1, x2} ⊂ (0,+∞) (31)

Iз результатiв, наведених в [9] випливає,
що послiдовнiсть {φν , ν ≥ 1} ⊂ Sbnak збiгає-
ться до нуля в цьому просторi, якщо фун-
кцiї φν та їхнi похiднi довiльного порядку
збiгаються до нуля рiвномiрно на кожному
вiдрiзку [a, b] ⊂ R i при цьому виконуються
нерiвностi

|xkφ(n)
ν (x)| ≤ cAkBnakbn, {k, n} ⊂ Z+, x ∈ R,

з деякими сталими c, A,B > 0, не залежни-
ми вiд ν.

Функцiя g називається мультиплiкатором
у просторi Sbnak , якщо gψ ∈ Sbnak для до-
вiльної функцiї ψ ∈ Sbnak i вiдображення
ψ → gψ є лiнiйним i неперервним операто-
ром з Sbnak в Sbnak . Мультиплiкатором у про-
сторi Sbnak , ak = k!dk, bn = n!ρn, є функцiя
g ∈ C∞(R), яка допускає аналiтичне про-
довження у всю комплексну площину i за-
довольняє умову [9]:

∀ε > 0 ∃cε > 0 : |g(z)| ≤ cε(γ(εx))
−1ρ(εy),

z = x+ iy ∈ C. (4)

У введених просторах Sbnak , ak = k!dk,
bn = n!ρn, визначенi й неперервнi операто-
ри, важливi для аналiзу; в першу чергу, це
оператори множення на x, на всi полiноми,
оператори диференцiювання, зсуву та роз-
тягу [9].

Символом
◦
Sbnak позначимо сукупнiсть усiх

парних функцiй з простору Sbnak . Оскiльки
◦
Sbnak утворює пiдпростiр Sbnak , то в

◦
Sbnak при-

родним способом вводиться топологiя. Цей
простiр з вiдповiдною топологiєю називати-
мемо основним простором або узагальненим
простором типу

◦
S, а його елементи – основ-

ними функцiями.
Сукупнiсть функцiй, якi є продовже-

ннями функцiй φ з простору
◦
Sbnak в C,

позначимо символом
◦
Sbnak(C). Iз результа-

тiв, отриманих в [9] випливає, що про-
стiр

◦
Sbnak(C) можна подати як об’єднання

злiченно-нормованих просторiв
◦
S
bn, B
ak, A

(C), де
◦
S
bn, B
ak, A

(C) складається з тих функцiй φ ∈
◦
Sbnak(C), для яких справджується нерiвнiсть
|φ(x+ iy)| ≤ cγ(āx)ρ(b̄y), z = x+ iy ∈ C, де
ā – довiльна додатна стала, менша за a, b̄ –
довiльна стала, бiльша за b; a, b > 0 – ста-
лi з нерiвностi (1). Якщо для φ ∈

◦
S
bn, B
ak, A

(C)
покласти

∥φ∥pω = sup
z∈C

|φ(z)|
γ(a(1− 1

p
)x)ρ((b+ ω)y)

,
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p ∈ {2, 3, ...}, ω ∈ N,
то цi норми еквiвалентнi вiдповiдним нор-
мам в просторi

◦
S
bn, B
ak, A

. Отже, послiдовнiсть

функцiй {φν(x), ν ≥ 1} ⊂
◦
Sbnak , x ∈ R, збiга-

ється до нуля тодi й лише тодi, коли послi-
довнiсть функцiй {φν(z), ν ≥ 1}, z ∈ C, рiв-
номiрно збiгається до нуля в кожнiй обме-
женiй областi комплексної площини C, при
цьому справджуються нерiвностi

φν(z) ≤ cγ(ax)ρ(by), z = x+ iy ∈ C,

зi сталими c, a, b > 0, не залежними вiд ν [9].
Мультиплiкатором у просторi

◦
Sbnak є ко-

жна цiла парна функцiя, яка задовольняє
умову (4). Прикладом мультиплiкатора у
просторi

◦
Sbnak може служити нормована фун-

кцiя Бесселя jν , ν > −1/2, яка є розв’язком
рiвняння Bνu + λu = 0, де Bν – оператор
Бесселля; Bν = d2

dx2
+ 2ν+1

x
d
dx
, ν > −1

2
– фi-

ксований параметр, за умови, що u(0) = 1,
u′(0) = 0. Справдi, нормована функцiя Бес-
селя пов’язана iз звичайною функцiєю Бес-
селя Jν , ν > −1/2, першого роду так [15]:

jν(x) =
2νΓ(ν + 1)

xν
Jν(x). (5)

Вiдомо (див.[15]), що функцiя Jν допускає
аналiтичне продовження в комплексну пло-
щину C, при цьому справджується iнте-
гральна формула Пуассона

Jν(x) =
2√

πΓ(ν + 1/2)

(z
2

)ν
·

·
π/2∫
0

cos(z cos t) sin2ν tdt. (6)

Iз спiввiдношень (5) та (6) випливає, що
нормована функцiя Бесселя jν комплексно-
го аргументу z є цiлою парною функцiєю i
для jν правильним є iнтегральне зображен-
ня:

jν(z) =
2Γ(ν + 1)√
πΓ(ν + 1/2)

·

·
π/2∫
0

cos(z cos t) sin2ν tdt. (7)

Врахувавши, що cos z = 1
2
(eiz + e−iz),

z = x + iy ∈ C, за допомогою (7) дiста-
ємо оцiнку:

|jν(z)| ≤ cνe
|y|, z = x+ iy ∈ C,

cν =
√
π

Γ(ν + 1)

Γ(ν + 1/2)
, ν > −1

2
.

Оскiльки для довiльних опуклих функцiй
ln γ̄(x) та ln ρ(y) при довiльному ε > 0 пра-
вильною є нерiвнiсть

|y| ≤ ln γ̃(εx) + ln ρ(εy) + c, c > 0,

то звiдси випливає, що

|jν(z)| ≤ cν,εe
ln γ̃(εx)+ln ρ(εy) ≡ cν,ε(γ(εx))

−1ρ(εy).

Це i означає, що jν(x) – мультиплiкатор у
просторi

◦
Sbnak , ak = k!dk, bn = n!ρn.

Iз результатiв, наведених в [16] випливає,
що в просторах

◦
Sbnak визначенi пряме та обер-

нене перетворення Бесселя

ψ(σ) ≡ FBν [φ](σ) =

+∞∫
0

φ(x)jν(σx)x
2ν+1dx,

σ ∈ R,
φ(x) ≡ F−1

Bν
[ψ](x) =

=
1

22νΓ2(ν + 1)

+∞∫
0

ψ(σ)jν(σx)σ
2ν+1dσ, x ∈ R,

причому при виконаннi умов а)-д) для послi-
довностей {ρn} та {dk}, має мiсце формула
FBν

[ ◦
Sbnak

]
=

◦
S
an
bk

, при цьому оператор FBν є
неперервним. Частковим випадком просто-
рiв

◦
Sbnak є простори

◦
Sβα, якi складаються з

парних функцiй з просторiв Sβα з тiєю са-
мою топологiєю; вiдповiдно, правильною є
формула: FBν

[ ◦
Sβα

]
=

◦
Sαβ .

Символом T ξx позначимо оператор уза-
гальненого зсуву, який вiдповiдає оператору
Бесселя [17]:

T ξxφ(x) = bν

π∫
0

φ(
√
x2 + ξ2 − 2xξ cosω)·
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· sin2ν ωdω, φ ∈
◦
S
bn
ak
,

де bν = Γ(ν+1)/(Γ(1/2)Γ(ν+1/2)), ν > −1/2.
Лема 1. Операцiя узагальненого зсуву

φ→ T ξxφ визначена i неперервна в просторi
◦
Sbnak .

Доведення. Для доведення твер-
дження скористаємось спiввiдношенням
FB

[ ◦
Sbnak

]
=

◦
S
an
bk

. Тодi, врахувавши вiдомi
властивостi оператора T ξx (див. [17]), для
довiльної основної функцiї φ маємо:

FB
[
T ξxφ

]
(σ) =

∞∫
0

T ξxφ(x)jν(σx)x
2ν+1dx =

=

∞∫
0

φ(x)T ξxjν(σx)x
2ν+1dx =

+∞∫
0

φ(x)jν(σx)·

·jν(σξ)x2ν+1dx = jν(σξ)FB[φ](σ) ≡ ψξ(σ).

При кожному фiксованому ξ функцiя jν(σξ),
як функцiя σ, є мультиплiкатором у просто-
рi

◦
S
an
bk

. Оскiльки FB[φ] ∈
◦
S
an
bk

, то ψξ ∈
◦
S
an
bk

при кожному ξ. Скориставшись оберне-
ним перетворенням Фур’є знайдемо, що
T ξxφ = F−1

B [ξ]
◦
Sbnak , тобто, вказана операцiя

визначена в просторi
◦
Sbnak .

Неперервнiсть операцiї узагальнено-
го зсуву виливає з властивостi непе-
рервностi операцiї прямого i оберне-
ного перетворення Бесселя. Справдi,
якщо {φ, φk, k ≥ 1} ⊂

◦
Sbnak , причому

φk → φ при k → +∞ у просторi
◦
Sbnak , то

FB
[
T ξxφk

]
= jν(σξ)FB[φk]−→

k→∞
jν(σξ)FB[φ] =

= FB
[
T ξxφ

]
у просторi

◦
S
an
bk

. Застосувавши
обернене перетворення F−1

B знайдемо, що
T ξxφk → T ξxφ при k → ∞ у просторi

◦
Sbnak .

Лема доведена.
Лема 2. Операцiя узугальненого зсуву

диференцiйовна в просторi
◦
Sbnak .

Доведення. Нехай, за означенням,
Φ∆ξ(x) = 1

∆ξ

[
T ξ+∆ξ
x φ− T ξxφ

]
, φ ∈

◦
Sbnak ,

{ξ,∆ξ, x} ⊂ R. Для доведення твердже-
ння досить встановити, що граничне

спiввiдношення Φ∆ξ → ∂
∂ξ
T ξxφ, ∆ξ → 0,

справджується в просторi
◦
Sbnak . Врахувавши

властивiсть неперервностi перетворення
Бесселя (прямого i оберненого) у просторах
◦
Sbnak досить встановити, що

FB [Φ∆ξ] → FB

[
∂

∂ξ
T ξzφ

]
, ∆ξ → 0,

у просторi
◦
S
an
bk
(C), тобто, що: 1) сiм’я

функцiй {γ∆ξ(z) := FB

[
Φ∆ξ − ∂

∂ξ
T ξzφ

]
(ξ),

|∆ξ| ≤ ε0, ε0 > 0 – деяке фiксоване число,
z = x+ iy ∈ C} збiгається рiвномiрно до ну-
ля при ∆ξ → 0 у кожнiй обмеженiй областi
K ⊂ C;
2) ∃ã, b̃, c̃ > 0 : |γ∆ξ(z)| ≤ c̃e− ln γ̃1(ãx)+ln ρ1(b̃y),
∀z = x+ iy ∈ C, де γ̃1 = 1/γ1,

γ1(x) =

{
1, |x| < 1,

inf
k
(bk/|x|k), |x| ≥ 1,

ρ1(y) =

{
1, |y| < 1,

sup
n
(|y|n/an), |y| ≥ 1,

сталi ã, b̃, c̃ > 0 не залежать вiд ∆ξ, якщо ∆ξ
досить мала за модулем величина.

Врахувавши, що FB[T
ξ
zφ] = jν(zξ)·

·FB[φ](z), прийдемо до спiввiдношень

FB [Φ∆ξ(z)] =
1

∆ξ
(FB[T

ξ+∆ξ
z φ](z)−

−FB[T ξzφ](z)) =
1

∆ξ
(jν(z(ξ +∆ξ))− jν(zξ))·

·FB[φ](z) =
∂

∂ξ
jν(z(ξ+θ∆ξ))FB[φ](z), 0 < θ < 1.

Далi скористаємося такими вiдомими фор-
мулами [17]:

∂

∂s
jν(sx) = csx2jν+1(sx),

∂

∂x
jν(sx) = cxs2jν+1(sx),

де стала c залежить лише вiд ν. Тодi

FB

[
∂

∂ξ
T ξzφ

]
(z) =

∂

∂ξ
FB[T

ξ
zφ](z) =
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=
∂

∂ξ
jν(zξ)FB[φ](z) = cξz2jν+1(zξ)FB[φ](z),

FB [Φ∆ξ] (z) = cξz2jν+1(z(ξ + θ∆ξ))FB[φ](z).

Отже,

γ∆ξ(z) = cξz2[jν+1(z(ξ + θ∆ξ))−

−jν+1(zξ)]FB[φ](z) =

= cθ∆ξ · ξ · z2 ∂
∂ξ
jν+1(z(ξ + θ1∆ξ))FB[φ](z) =

= cc1θ∆ξ · ξ2 · z4jν+2(z(ξ + θ1∆ξ))FB[φ](z),

0 < θ1 < 1 (стала c1 залежить вiд ν).
Iз останнього спiввiдношення випливає, що
якщо z ∈ K ⊂ C, де K – обмежена область
в C, то γ∆ξ → 0 при ∆ξ → 0 рiвномiрно
по z ∈ K, оскiльки iснують додатнi сталi
d1, d2, d3 = d3(ξ) такi, що

|z4| ≤ d1, |FB[φ](z)| ≤ d2,

|jν+2(z(ξ + θ1∆ξ))| ≤ d3, ∀z ∈ K.

Таким чином, умова 1) виконується. Дове-
демо, що умова 2) також має мiсце.

Передусiм зазначимо, що

|jν+2(z(ξ + θ1∆ξ))| ≤ bνe
|y||ξ+θ1∆ξ| ≤

≤ b̃νe
c0|ξ||y|, z ∈ C.

Для опуклих функцiй ln γ̃1 та ln ρ1 при до-
вiльному ε > 0 та фiксованому ξ правиль-
ною є нерiвнiсть

c0|ξ||y| ≤ ln γ̃1(εx) + ln ρ1(εy) + d, d > 0,

тому

|jν+2(z(ξ + θ1∆ξ))| ≤ ˜̃bνe
ln γ̃1(εx)+ln ρ1(εy).

Оскiльки FB[φ] ∈
◦
S
an
bk

i в просторi
◦
S
an
bk

визначена операцiя множення на z2, то
z4FB[φ] ∈

◦
S
an
bk

, тобто iснують сталi ã, b̃, c̃ > 0
такi, що

|z4FB[φ]| ≤ c̄e− ln γ̃1(ãx)+ln ρ1(b̃y), z ∈ C.

Тодi |γ∆ξ(z)| ≤

≤ L|∆ξ|e− ln γ̃1(ãx)+ln γ̃1(εx)+ln ρ1(b̃y)+ln ρ1(εy)

(тут стала L > 0 залежить вiд ν, ξ та не за-
лежить вiд ∆ξ). Урахувавши нерiвностi опу-
клостi для функцiй ln γ̃1 та ln ρ1 i зафiксу-
вавши ε з iнтервалу (0, ã) дiстанемо, що

− ln γ̃1(ãx) + ln γ̃1(εx) ≤ − ln γ̃1((ã− ε)x),

ln ρ1(b̃y) + ln ρ1(εy) ≤ ln ρ1((b̃+ ε)y).

Оскiльки, за припущенням, |∆ξ| ≤ ε0, то

|γ∆ξ(z)| ≤ Lε0e
− ln γ̃1((ã−ε)x)+ln ρ1((b̃+ε)y), z ∈ C.

Цим доведено, що умова 2) також викону-
ється, тобто, операцiя узагальненого зсуву
диференцiйовна в просторi

◦
Sbnak .

Наслiдок 1. Операцiя узагальненого
зсуву нескiнченно диференцiйовна в просто-
рi

◦
Sbnak .
Для доведення твердження досить скори-

статися лемою 3 та методом математичної
iндукцiї.

Згортку двох функцiй з простору
◦
Sbnak ви-

значимо формулою

(φ ∗ ψ)(x) =
∞∫
0

T ξxφ(x)ψ(ξ)ξ
2ν+1dξ,

{φ, ψ} ⊂
◦
Sbnak .

Лема 3. Правильною є формула

FB[φ ∗ ψ] = FB[φ] · FB[ψ], ∀{φ, ψ} ⊂
◦
S
bn
ak
.

Доведення. Використовуючи теорему
Фубiнi знаходимо, що

FB[φ ∗ ψ](σ) =

=

∞∫
0

 +∞∫
0

T ξxφ(x)ψ(ξ)ξ
2ν+1dξ

 jν(σx)·

·x2ν+1dx =

+∞∫
0

 +∞∫
0

T ξxφ(x)jν(σx)x
2ν+1dx

 ·

·ψ(ξ)ξ2ν+1dξ =

+∞∫
0

 +∞∫
0

φ(x)T ξxjν(σx)x
2ν+1dx

 ·

·ψ(ξ)ξ2ν+1dξ.

54 ISSN 2309-4001. Буковинський математичний журнал. 2017. – Т. 5, № 1–2.



Далi, урахувавши формулу T ξxjν(σx) =
jν(σx)jν(σξ) прийдемо до спiввiдношення

FB[φ ∗ ψ](σ) =
+∞∫
0

φ(x)jν(σx)x
2ν+1dx·

·
+∞∫
0

ψ(ξ)jν(σξ)ξ
2ν+1dξ = FB[φ](σ)FB[ψ](σ),

що й потрiбно було довести.
Зазначимо, що в просторах

◦
Sbnak визначена

i є неперервною операцiя множення основ-
них функцiй.

Справдi, нехай {φ, ψ} ∈
◦
Sbnak , тодi iснують

сталi a1, b1, c1 > 0 такi, що

|φ(z)| ≤ c1e
− ln γ̃(a1x)+ln ρ(b1y), ∀z = x+ iy ∈ C;

аналогiчно, iснують сталi a2, b2, c2 > 0 такi,
що

|ψ(z)| ≤ c2e
− ln γ̃(a2x)+ln ρ(b2y), ∀z = x+ iy ∈ C.

Отже,

|φ(z)ψ(z)| ≤ c1c2e
− ln γ̃(a1x)+ln ρ((b1+b2)y),

∀z = x+ iy ∈ C, тобто, φψ ∈
◦
Sbnak .

Звiдси, врахувавши властивостi перетво-
рення Бесселя у просторах типу

◦
S дiстаємо,

що FB[φ] · FB[ψ] ∈
◦
S
an
bk

. Застосувавши обер-
нене перетворення Бесселя знайдемо, що

φ ∗ ψ = F−1
B [FB[φ]FB[ψ]] ∈

◦
S
bn
ak
.

Звiдси випливає, що простори
◦
Sbnak утворю-

ють топологiчнi алгебри вiдносно згортки
основних функцiй.

Розглянемо псевдодиференцiальний опе-
ратор Aφ = F−1

B [φFB], який дiє в просто-
рi

◦
Sbnak . За умови, що φ – мультиплiкатор у

просторi
◦
S
an
bk

, оператор Aφ є лiнiйним i непе-

рервним у просторi
◦
Sbnak . Виявляється, якщо

розглядати оператор Aφ у просторi
◦
S
bn
bk

, то
його можна розумiти як оператор Бесселя
"нескiнченного порядку" у такому просторi.
Справдi, припустимо, що розклад функцiї φ

в ряд Тейлора має вигляд: φ(σ) =
∞∑
k=0

c2kσ
2k.

Запишемо (поки що формально) спiввiдно-
шення

F−1
Bσ→x

[φ(σ)FBx→σ [ψ(x)](σ)] =

= F−1
Bσ→x

[
∞∑
k=0

c2kσ
2kFBx→σ [ψ(x)](σ)

]
=

= F−1
Bσ→x

[
∞∑
k=0

c2k(−1)kFBx→σ [B
k
νψ(x)](σ)

]
=

=
∞∑
k=0

c2k(−1)kF−1
Bσ→x

[
FBx→σ

[
Bk
νψ(x)

]
(σ)
]
=

=
∞∑
k=0

c2k(−1)k(Bk
νψ)(x) ≡

≡ (Aφψ)(x), ∀ψ ∈
◦
S
bn
bk

(8)

(тут ми скористалися тим, що
FBx→σ [B

k
νψ(x)](σ) = (−σ2)kFBx→σ [ψ](σ)).

Отже, Aφ у цьому випадку можна розу-

мiти як оператор вигляду
∞∑
k=0

c2k(−Bν)
k.

Таким чином, залишається обгрунтува-
ти коректнiсть проведених в (8) пере-
творень. Для цього досить довести, що

rn,ψ(σ) :=
∞∑

k=n+1

c2kσ
2kFB[ψ] → 0 при

n → ∞ у просторi
◦
S
bn
bk

, або, що rn,ψ(s) → 0,
s = σ + iτ ∈ C, при n → +∞ за топологiєю
простору

◦
S
bn
bk
(C). Iншими словами, потрiбно

показати, що: 1) rn,ψ ∈
◦
S
bn
bk
,∀n ≥ 1; 2) послi-

довнiсть {rn,ψ, n ≥ 1} рiвномiрно збiгається
до нуля при n → ∞ у кожнiй обмеженiй
областi Q ⊂ C, при цьому виконуються
нерiвностi |rn,φ(s)| ≤ cγ(aσ)ρ(bτ), γ = 1/ρ,
s = σ + iτ ∈ C, n ∈ N, з деякими додатними
сталими a, b, c > 0, не залежними вiд n.

Коефiцiєнти Тейлора c2k, k ∈ Z+, функцiї
φ обчислюються за формулою Кошi

c2k =
1

2π

∫
ΓR

φ(s)

s2k+1
ds,
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де ΓR – коло радiуса R з центром у точцi
s = 0. Звiдси, та з умови (4), яку задоволь-
няє функцiя–символ φ випливає, що

|c2k| ≤ cε inf
R

(γ(εR))−1

Rk
· inf
R

ρ(εR)

Rk
,

де ε > 0 – довiльно фiксоване число. Оскiль-
ки в даному випадку γ = 1/ρ, то

|c2k| ≤ cε

(
inf
R

ρ(εR)

Rk

)2

=

= cεε
2k

(
inf
R

ρ(εR)

εR

)2

= cε · ε2kρ2k

(зауважимо, що функцiя ρ(y)y−k до-
сягає свого iнфiмуму на промiжку
(0,+∞); про властивостi послiдовностi
{ρk = inf

R
(ρ(y)y−k)} див. п.2, властиво-

стi а)–г)). Далi здiйснимо оцiнку функцiї
α2k(s) := |s2kFB[ψ](s)|, s = σ + iτ ∈ C, при
фiксованому k ∈ N.

Оскiльки FB[ψ] ∈
◦
S
bn
bk

, то ∃c, a, b > 0
∀s = σ + iτ ∈ C : |FB[ψ](s)| ≤ cγ(aσ)ρ(bτ),
γ = 1/ρ. Крiм того,

|s2k| = (σ2 + τ 2)k ≤ (2max{σ2, τ 2})k ≤

≤ 2k(|σ|2k + |τ |2k).

Отже,

α2k(s) ≤ ccε2
kε2kρ2k(|σ|2k + |τ |2k)γ(aσ)ρ(bτ) =

= ccεε
2k2k(ρ2k|σ|2kγ(aσ)ρ(bτ)+

+ρ2k|τ |2k)γ(aσ)ρ(bτ) ≡ ccε2
kε2k(∆′

k(s)+∆′′
k(s)).

Оскiльки

ρk = inf
σ ̸=0

(ρ(σ)/|σ|k) = inf
σ ̸=0

(
ρ
(a
4
σ
)
/
∣∣∣a
4
σ
∣∣∣ν) ,

то

ρ2k|σ|2k ≤
ρ2(a

4
σ)

|a
4
σ|2k

|σ|2k =
(
4

a

)2k

ρ2(
a

4
σ), σ ̸= 0.

Функцiя ln γ задовольняє нерiвнiсть (31),
з якої випливає нерiвнiсть

γ
(a
2
σ
)
= γ

(a
4
σ +

a

4
σ
)
≤ γ2

(a
4
σ
)
. (9)

Оскiльки ρ = 1/γ, то урахувавши (9) зна-
йдемо, що

∆′
k(s) = ρ2k|σ|2kγ(aσ)ρ(bτ) ≤

≤
(
4

a

)2k

ρ2
(a
4
σ
)
γ
(a
2
σ
)
γ
(a
2
σ
)
ρ (bτ) ≤

≤
(
4

a

)2k γ2
(
a
4
σ
)

γ2
(
a
4
σ
)γ (a

2
σ
)
ρ(bτ) =

=

(
4

a

)2k

γ
(a
2
σ
)
ρ(bτ).

Оцiнимо ∆′′
k(s). Урахувавши властивостi

опуклостi функцiї ln ρ (див. [3]), прийдемо
до спiввiдношень:

∆′′
k(s) = ρ2kτ

2kγ(aσ)eln ρ(bτ) =

= ρ2kτ
2ke− ln ρ(ε0τ) · eln ρ(bτ)+ln ρ(ε0τ)γ(aσ) ≤

≤ ρ2kτ
2ke− ln ρ(ε0τ)eln ρ((b+ε0)τ)γ(aσ)

(ε0 > 0 – довiльно фiксоване). Далi скори-
стаємося тим, що ρk = ν−kk ρ(νk) ≤ ν−kk ek+1,
k ≥ 1, де νk – розв’язок рiвняння xµ(x) = k,
x ≥ 0, k ∈ N, µ = ρ′/ρ, µ(2) > 1. Справ-

дi, оскiльки ln ρ(y) =
y∫
0

µ(ξ)dξ, то внаслiдок
теореми про середнє значення маємо, що

ln ρ(νk) =

νk∫
0

µ(ξ)dξ = νkµ(ν̃k) ≤

≤ νkµ(νk) < k + 1, 0 < ν̃k < νk

(тут враховано, що µ – неперервна та мо-
нотонно зростаюча на [0,+∞) функцiя [9]).
Тодi ρ(νk) ≤ ek+1, k ∈ N. Далi безпосередньо
знаходимо, що

sup
τ≥0

(τ 2k exp{− ln ρ(ε0τ)}) =

˜̃ν2kk exp{− ln ρ(ε0 ˜̃νk)} ≤ ν2kk ,

де ˜̃νk – розв’язок рiвняння xµ(x) = 2k, x ≥ 0,
k ∈ N. Зауважимо, що

˜̃νk
νk

=
˜̃νk · µ(νk)
νk · µ(νk)

=
˜̃νk · µ(νk)

k
, k ≥ 1.
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Оскiльки νk ≤ ˜̃ν, а µ – зростаюча та непе-
рервна на [0,+∞) функцiя, то µ(νk) ≤ µ(˜̃ν);
тодi

˜̃νk
νk

≤
˜̃νk · µ(νk)

k
=

2k

k
= 2, k ≥ 1,

а

∆′′
k(s) ≤ e2(2e)2kγ(aσ)ρ((b+ ε0)τ).

Таким чином,

α2k(s) ≤ ccε2
ke2k

((
4

a

)2k

+ e2(2e)2k

)
·

·γ(a1σ)ρ(b1τ) = βAkε2kγ(a1σ)ρ(b1τ),

де β = 2ccεe
2, A = 2ω2, ω = max

{
4
a
, 2e
}
,

a1 = a/2, b1 = b + ε, причому всi сталi не
залежить вiд k. Отже,

|rn,ψ(s)| ≤ β

∞∑
k=n+1

Akε2kγ(a1σ)ρ(b1τ), s ∈ C.

(10)
З нерiвностi (10) випливає, що rn,ψ ∈

◦
S
bn
bk
(C)

при кожному n ∈ N; при цьому послiдов-
нiсть {rn,ψ, n ≥ 1} збiгається до нуля при
n→ ∞ рiвномiрно в кожнiй обмеженiй обла-
стi Q ⊂ C, крiм того,

|rn,ψ(s)| ≤ βγ(a1σ)ρ(b1τ), n ∈ N, s ∈ C,

сталi β, a1, b1 > 0 не залежать вiд n. От-
же, умови 1)-2) виконуються. Цим дове-
дено, що псевдодиференцiальний оператор
Aφ = F−1

Bσ→x
[φ(σ)FBx→σ ], який дiє в просто-

рi
◦
S
bn
bk

, є оператором Бесселя "нескiнченного
порядку" вигляду

Aφ =
∞∑
k=0

c2k(−Bν)
k.

Оператор Aφ є також неперервним у про-
сторi

◦
S
bn
bk

. Справдi, нехай {ψn, n ≥ 1} ⊂
◦
S
bn
bk

,

ψn → 0 при n → ∞ у просторi
◦
S
bn
bk

. Тодi
FB[Aφψn] = φ(σ)FB[ψn] → 0, n → ∞; у про-
сторi

◦
S
bn
bk

. Внаслiдок властивостi неперерв-
ностi Бесселя (прямого i оберненого) маємо,

що Aφψn = F−1
B [φFB[ψn]] → 0, n → ∞, у

просторi
◦
S
bn
bk

.
3. Простiр узагальнених функцiй

(
◦
Sbnak)

′. Символом (
◦
Sbnak)

′ позначимо простiр
усiх лiнiйних неперервних функцiоналiв над
вiдповiдним простором основних функцiй зi
слабкою збiжнiстю. Регулярними узагаль-
неними функцiями або регулярними фун-
кцiоналами називатимемо лiнiйнi неперерв-
нi функцiонали, дiя яких на основнi функцiї
φ ∈

◦
Sbnak визначається формулою

⟨f, φ⟩ =
∞∫
0

f(x)φ(x)x2ν+1dx.

Кожна локально iнтегровна парна на R
функцiя f , яка задовольняє умову

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀x ∈ R :

|f(x)| ≤ cε(γ(εx))
−1, (11)

породжує регулярну узагальнену функцiю

Ff ∈ (
◦
Sbnak)

′: ⟨Ff , φ⟩ =
∞∫
0

f(x)φ(x)x2ν+1dx,

∀φ ∈
◦
Sbnak .

Правильним є наступне твердження:
якщо локально iнтегровнi парнi на R фун-
кцiї f i g, якi задовольняють умову (11),
не спiвпадають на множинi додатної мiри
Лебега, то iснує функцiя φ0 ∈

◦
Sbnak така, що

⟨f, φ0⟩ ̸= ⟨g, φ0⟩, тобто Ff ̸= Fg. Навпаки,
якщо Ff ̸= Fg, то функцiї f i g не спiвпа-
дають на множинi додатної мiри Лебега.
Доведення цього твердження аналогiчне до-
ведення вiдповiдної теореми з [18].

Сформульоване твердження дозволяє
ототожнювати локально iнтегровнi функцiї,
якi задовольняють умову (8) з породжува-
ними ними узагальненими функцiями Ff з
простору (

◦
Sbnak)

′. З властивостей iнтеграла
Лебега випливає, що вкладення

◦
S
bn
ak

∋ f → Ff ∈ (
◦
S
bn
ak
)′

є неперервним.
Оскiльки в просторi

◦
Sbnak визначена опера-

цiя узагальненого зсуву аргументу, то згор-

ISSN 2309-4001.Буковинський математичний журнал. 2017. – Т. 5, № 1–2. 57



тку узагальненої функцiї f ∈ (
◦
Sbnak)

′ з основ-
ною функцiєю задамо формулою

(f ∗ φ)(x) = ⟨fξ, T ξxφ(x)⟩ = ⟨fξ, T xξ φ(ξ)⟩

(iндекс ξ у fξ означає, що функцiонал f дiє
на основну функцiю T xξ φ(ξ) як функцiю ар-
гументу ξ).

Лема 5. Нехай f ∈ (
◦
Sbnak)

′, φ ∈
◦
Sbnak . Тодi

згортка f∗φ є нескiнченно диференцiйовною
на R функцiєю; при цьому справджуються
формули

(f ∗ φ)′(x) = ⟨fξ,
∂

∂x
(T ξxφ(x))⟩ ≡

≡ ⟨fξ,
∂

∂x
(T xξ φ(ξ))⟩,

(f ∗ φ)′′(x) = ⟨fξ,
∂

∂x
(T ξx

∂

∂x
(T ξxφ(x)))⟩,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(12)

Доведення. Оскiльки операцiя узагаль-
неного зсуву аргументу диференцiйовна в
просторi

◦
Sbnak , то граничне спiввiдношення

1

∆x

[
T x+∆x
ξ φ(ξ)− T xξ φ(ξ)

]
→ ∂

∂x
T xξ φ(ξ),

∆x→ 0, виконується в сенсi збiжностi в про-
сторi

◦
Sbnak ⊂ Sbnak , а ∂

∂x
T xξ φ(ξ), як функцiя ар-

гументу ξ, належить до простору
◦
Sbnak . Тодi,

внаслiдок неперервностi функцiоналу f ма-
ємо, що

(f ∗ φ)′ (x) =

= lim
∆x→0

1

∆x
[(f ∗ φ)(x+∆x)− (f ∗ φ)(x)] =

= lim
∆x→0

⟨fξ,
1

∆x

[
T x+∆x
ξ φ(ξ)− T xξ φ(ξ)

]
⟩ =

= ⟨fξ, lim
∆x→0

1

∆x

[
T x+∆x
ξ φ(ξ)− T xξ φ(ξ)

]
⟩.

Однак,

T x+∆x
ξ φ(ξ) = T ξx+∆xφ(x+∆x) = T∆x

[
T ξxφ(x)

]
,

де T∆x : φ(x) → φ(x+∆x) – оператор зсуву
аргументу в просторi Sbnak . Тому

(f ∗ φ)′ (x) = ⟨fξ, lim
∆x→0

T∆x
[
T ξxφ(x)

]
− T ξxφ(x)

∆x
⟩.

Оскiльки

1

∆x

[
T∆x

[
T ξxφ(x)

]
− T ξxφ(x)

]
−−−→
∆t→0

∂

∂x
T ξxφ(x)

у просторi Sbnak , то

(f ∗ φ)′ (x) = ⟨fξ,
∂

∂x
T ξxφ(x)⟩.

Iнтегруючи одержаний результат, прийдемо
до формул (12). Лема доведена.

Нехай f ∈ (
◦
Sbnak)

′. Якщо f ∗ φ ∈
◦
Sbnak ,

∀φ ∈
◦
Sbnak i iз спiввiдношення φν → 0 при

ν → +∞ за топологiєю простору
◦
Sbnak випли-

ває, що f ∗ φν → 0 при ν → +∞ за тополо-
гiєю простору

◦
Sbnak , то функцiонал f назива-

ється згортувачем у просторi
◦
Sbnak .

Перетворення Бесселя узагальненої фун-
кцiї f ∈ (

◦
Sbnak)

′ визначимо за допомогою спiв-
вiдношення

⟨FB[f ], φ⟩ = ⟨f, FB[φ]⟩, ∀φ ∈
◦
S
an
bk
. (13)

Iз (13), властивостей лiнiйностi i неперерв-
ностi функцiоналу f та властивостей пере-
творення Бесселя основних функцiй випли-
ває лiнiйнiсть i неперервнiсть функцiоналу
FB[f ] над простором основних функцiй

◦
S
an
bk

.
Отже, перетворення Бесселя узагальненої
функцiї f заданої на

◦
Sbnak , є узагальненою

функцiєю на просторi
◦
S
an
bk

.
Теорема 1. Якщо узагальнена функцiя

f ∈ (
◦
Sbnak)

′ – згортувач у просторi
◦
Sbnak , то

для довiльної функцiї φ ∈
◦
Sbnak правильною є

формула

FB[f ∗ φ] = FB[f ]FB[φ].

Доведення. Згiдно з умовою теореми
f ∗ φ ∈

◦
Sbnak . Тодi, скориставшись означен-

ням перетворення Бесселя, а також означе-
нням згортки узагальненої функцiї з основ-
ною, запишемо такi спiввiдношення:

∀ψ ∈
◦
S
an
bk

: ⟨FB[f ∗ φ], ψ⟩ = ⟨f ∗ φ, FB[ψ]⟩ =
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=

∞∫
0

(f ∗ φ)(x)FB[ψ](x)x2ν+1dx =

=

∞∫
0

⟨fξ, T ξxφ(x)⟩FB[ψ](x)x2ν+1dx =

= ⟨fξ,
∞∫
0

T ξxφ(x)FB[ψ](x)x
2ν+1dx⟩ (14)

(зазначимо, що остання рiвнiсть написана,
поки що, формально).

Нехай

I(ξ) :=

∞∫
0

T ξxφ(x)FB[ψ](x)x
2ν+1dx.

Тодi

I(ξ) =

∞∫
0

T ξxφ(x)

 ∞∫
0

ψ(σ)jν(σx)σ
2ν+1dσ

×

×x2ν+1dx =

∞∫
0

∞∫
0

φ(x)ψ(σ)T ξxjν(σx)×

×σ2ν+1x2ν+1dσdx =

∞∫
0

ψ(σ)jν(σξ)σ
2ν+1×

×

 ∞∫
0

φ(x)jν(σx)x
2ν+1dx

 dσ =

=

∞∫
0

ψ(σ)FB[φ](σ)jν(σξ)σ
2ν+1dσ =

= FB[FB[φ] · ψ](ξ)
(тут ми скористалися теоремою Фубiнi, вра-
хувавши, що збiжним є iнтеграл
∞∫
0

(

∞∫
0

|ψ(σ)φ(x)jν(σx)jν(σξ)|σ2ν+1x2ν+1dσ)dx).

Отже,

⟨FB[f ∗ φ], ψ⟩ = ⟨f, FB[FB[φ] · ψ]⟩ =

= ⟨FB[f ], FB[φ] · ψ⟩ =

= ⟨FB[f ] · FB[φ], ψ⟩, ∀ψ ∈
◦
S
an
bk
.

Звiдси дiстаємо рiвнiсть

FB[f ∗ φ] = FB[f ] · FB[φ].

Залишається обгрунтувати коректнiсть
спiввiдношень (14). Введемо позначення

Ir(ξ) :=

r∫
0

ψ(σ)FB[φ](σ)jν(σξ)σ
2ν+1dσ, r > 0.

Для доведення (14) досить показати, що
Ir(ξ) → I(ξ) при r → +∞ у просторi

◦
Sbnak ,

тобто, що γr(z) := I(z)−Ir(z) → 0, r → +∞,
z = σ + iω ∈ C, за топологiєю простору
◦
Sbnak(C). Врахувавши оцiнки нормованої фун-
кцiї jν комплексного аргументу знайдемо,
що

|γr(z)| ≤
+∞∫
r

|ψ(σ)||FB[φ](σ)||jν(σz)|σ2ν+1dσ ≤

≤ cν

+∞∫
r

|ψ(σ)||FB[φ](σ)|eσ|ω|σ2ν+1dσ,

z = σ + iω ∈ C
(тут cν =

√
π·Γ(ν+1)·Γ−1(ν+1/2), ν > −1/2).

Якщо z ∈ K ⊂ C, де K – обмежена область,
то |ω| ≤ c0. Тодi

|γr(z)| ≤ c0

∞∫
r

|ψ(σ)||FB[φ](σ)|ec0σσ2ν+1dσ,

∀z ∈ K.

Оскiльки ψ · FB[φ] ∈
◦
S
an
bk

, то iнтеграл

∞∫
0

|ψ(σ)||FB[φ](σ)|ec0σσ2ν+1dσ (15)

є збiжним. Справдi, для функцiї ψFB[φ]
справджується оцiнка: |ψ(σ)FB[φ](σ)| ≤
≤ c̃ exp{− ln γ̃(a0σ)} де c̃, a0 – деякi додатнi
сталi. З властивостей функцiй γ̃ випливає,
що ln γ̃(a0σ) зростає швидше за довiльну лi-
нiйну функцiю на промiжку [1,+∞), тому

ISSN 2309-4001.Буковинський математичний журнал. 2017. – Т. 5, № 1–2. 59



функцiя σ2ν+1 exp{− ln γ̃(a0σ) + c0σ} спадає
на нескiнченностi до нуля, наприклад, як
функцiя exp{−1

2
ln γ̃(a0σ)}. Звiдси i випли-

ває збiжнiсть iнтеграла (15). Отже,

+∞∫
r

|ψ(σ)||FB[φ](σ)|ec0σσ2ν+1dσ → 0

при r → +∞ (як залишок збiжного iнте-
грала). Цим доведено, що γr(z) збiгається до
нуля при r → +∞ рiвномiрно по z у кожнiй
обмеженiй областi K ⊂ C. Доведемо тепер,
що має мiсце нерiвнiсть

|γr(z)| ≤ ce− ln γ̃(aξ)+ln ρ(bω), (16)

де сталi a, b, c > 0 не залежать вiд r.
Оскiльки γr(ξ) = I(ξ)− Ir(ξ), то

|γr(ξ)| ≤ |I(ξ)|+ |Ir(ξ)|. Розглянемо функцiї

Ir,+(ξ) = max
ξ∈R

(Ir(ξ), 0),

Ir,−(ξ) = −min
ξ∈R

(Ir(ξ), 0),

якi є невiд’ємними i врахуємо те, що

|Ir(ξ)| = Ir,+(ξ) + Ir,−(ξ) ≤ 2|I(ξ)|.

Отже,

|γr| ≤ 3|I| = 3|FB[FB[φ] · ψ]|, ∀r > 0.

Звiдси вже випливає нерiвнiсть (16), оскiль-
ки FB[FB[φ] · ψ] ∈

◦
Sbnak , якщо ψ ∈

◦
S
an
bk

. Теоре-
ма доведена.

Зауваження 1. З теореми 1 випливає,
що якщо узагальнена функцiя f є згортува-
чем у просторi

◦
Sbnak , то її перетворення Бес-

селя – мультиплiкатор у просторi
◦
S
an
bk

.
Теорема 2. Якщо узагальнена функцiя

f – мультиплiкатор у просторi
◦
Sbnak , то її

перетворення Бесселя – згортувач у про-
сторi

◦
S
an
bk

.
Доведення. Згiдно з означенням згор-

тки узагальненої функцiї з основною маємо,
що

FB[f ]∗φ = ⟨FB[f ], T ξxφ(x)⟩ = ⟨f, FB[T ξxφ(x)]⟩,

∀φ ∈
◦
S
an
bk
.

Оскiльки FB[T ξxφ(x)] = jν(σξ)FB[φ](σ), то

FB[f ] ∗ φ = ⟨f, jν(σξ)FB[φ](σ)⟩ =

=

∞∫
0

f(σ)jν(σξ)FB[φ](σ)σ
2ν+1dσ = FB[fFB[φ]].

Зазначимо, що FB[fFB[φ]] ∈
◦
S
an
bk

, бо

fFB[φ] ∈
◦
Sbnak (тут ми врахували те, що

FB[φ] ∈
◦
Sbnak , а f – мультиплiкатор у про-

сторi
◦
Sbnak). Теорема доведена.

Зауваження 2. Результати, одержанi
в теоремах 2, 3, можна сформулювати
так: для того, щоб узагальнена функцiя
f ∈ (

◦
Sbnak)

′ була згортувачем у просторi
◦
Sbnak ,

необхiдно й досить, щоб її перетворення Бес-
селя було мультиплiкатором у просторi

◦
S
an
bk

.
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