
УДК 517.982

c⃝2017 р. Г. I. Гуменчук, М. М. Попов

Чернiвецький медичний коледж
Прикарпатський нацiональний унiверситет iм. Василя Стефаника, Iвано-Франкiвськ

ПРО СУМУ ВУЗЬКОГО ТА СКIНЧЕННОВИМIРНОГО ОПЕРАТОРIВ НА
ВЕКТОРНИХ ҐРАТКАХ

Дана робота доповнює дослiдження першого автора [2]. Теорема 3.1 з указаної статтi,
яка стверджує, що сума вузького та скiнченновимiрного ортогонально адитивних операторiв,
визначених на векторнiй ґратцi E, є вузьким оператором, була доведена за такими припуще-
ннями на E, якi не мають мiсця для такого широкого класу векторних ґраток, як простори
Кете на безатомному вимiрному просторi. Використовуючи технiку та iдею доведення цiєї
теореми в [2], ми встановлюємо новi умови на векторну ґратку, за яких теорема має мiсце, а
також доводимо, що багато природних векторних ґраток задовольняють такi умови, зокрема,
простори Кете на безатомному просторi з мiрою.

The present paper completes investigation [2] of the first named author. Theorem 3.1 of the
cited paper asserting that the sum of a narrow and a finite rank orthogonally additive operator
is narrow, is proved under assumptions on the domain vector lattice that fail for the wide class
of Köthe spaces on an atomless measure space. Using the technique and the idea of proof of the
theorem from [2] we establish new assumptions on the domain vector lattice under which the
theorem holds true, and prove that lots of vector lattices satisfy these assumptions, in particular,
Köthe spaces on an atomless measure space.

1. Вступ
1.1. Термiнологiя та позначення
Стандартнi вiдомостi про векторнi ґра-

тки читач може знайти у пiдручнику [1]. Не-
хай E – векторна ґратка та x, y ∈ E. Еле-
мент x називається фрагментом елемента
y (записується x ⊑ y), якщо x ⊥ (y − x).
Множина всiх фрагментiв елемента e ∈ E
позначається через Fe. Якщо E – векторна
ґратка функцiй, то x ⊑ y означає, що гра-
фiк функцiї x є пiдмножиною графiку фун-
кцiї y, якщо вiдкинути ту частину графiку,
в якiй функцiя x обертається в нуль. Неваж-
ко переконатися в тому, що ⊑ – частковий
порядок на E, який у роботi [7] названо ла-
теральним порядком.

Елемент u > 0 векторної ґратки E на-
зивається атомом, якщо фрагментами u є
лише 0 та самий u. Векторна ґратка нази-
вається безатомною, якщо вона не мiстить
атомiв. Сiтка (xα)α∈Λ в E називається поряд-
ково збiжною до елемента x ∈ E (позначе-
ння xα

o−→ x), якщо iснує сiтка (uα)α∈Λ в E
(з тiєю ж самою множиною iндексiв) така,
що uα ↓ 0 та |xβ − x| ≤ uβ для всiх β ∈ Λ.

Рiвнiсть x =
⊔n
i=1 xi означає, що x =

∑n
i=1 xi

та xi⊥xj при i ̸= j. Пiдмножина A вектор-
ної ґратки E називається латерально обме-
женою, якщо iснує e ∈ E такий, що x ⊑ e
для всiх x ∈ A. Згiдно з [3], сiтка (xα)α∈Λ в
E називається латерально збiжною до еле-
мента x ∈ E (позначення xα

lat−→ x), якщо
xα

o−→ x та для деякого iндексу α0 сiтка
(xα)α≥α0 є латерально обмеженою. Вiдобра-
ження f : E → X з векторної ґратки E у
банахiв простiр X називається:

• порядково-нормовано неперервним в
точцi x ∈ E, якщо для довiльної сiтки
(xα) в E з умови xα

o−→ x випливає
∥xα − x∥ → 0;

• порядково-нормовано неперервним,
якщо воно є таким в кожнiй точцi
x ∈ E;

• латерально-нормовано неперервним в
точцi x ∈ E, якщо для довiльної сiтки
(xα) в E з умови xα

lat−→ x випливає
∥xα − x∥ → 0;

• латерально-нормовано неперервним,
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якщо воно є таким в кожнiй точцi
x ∈ E.

Оскiльки за означенням з латеральної збi-
жностi випливає порядкова збiжнiсть, то ко-
жне порядково-нормовано неперервне вiд-
ображення є латерально-нормовано непе-
рервним.

1.2. Ортогонально адитивнi операто-
ри на векторних ґратках

Ортогонально адитивнi оператори, що дi-
ють мiж векторними ґратками, було уведено
i дослiджено у 1990 р. Х. Мазоном та С. Се-
гура де Леоном. Питання продовження ор-
тогонально адитивних операторiв розгляда-
лися у роботi [4]. В [3] було доведено, що
латерально-нормована неперервнiсть орто-
гонально адитивного оператора рiвносиль-
на його латерально-нормованiй неперервно-
стi в нулi.

Нехай E – векторна ґратка та F – дiйсний
лiнiйний простiр. Оператор T : E → F на-
зивається ортогонально адитивним, якщо
T (x + y) = T (x) + T (y) для довiльних ди-
з’юнктних елементiв x, y ∈ E, тобто, таких
елементiв, що |x| ∧ |y| = 0. З означень без-
посередньо випливає, що T (0) = 0, а мно-
жина всiх ортогонально адитивних операто-
рiв утворює лiнiйний простiр вiдносно при-
родних лiнiйних операцiй. Ось простi приро-
днi приклади нелiнiйних ортогонально ади-
тивних операторiв.

1. (Ω,Σ, µ) – простiр з мiрою, 1 ≤ p <∞,
T : Lp(µ) → R, T (x) = ∥x∥p, x ∈ Lp(µ);

2. E – безатомна векторна ґратка, Ti :
E → E, T1(x) = x+, T2(x) = x−, T3(x) = |x|,
x ∈ E.

1.3. Вузькi оператори
Вузькi оператори, як узагальнення по-

няття компактного оператора на функцiо-
нальних просторах, формально було уведе-
но i дослiджено в роботi А. М. Плiчка та
М. М. Попова 1990 р. [8], але фактично
цi оператори також були предметом дослi-
джень до появи цiєї статтi. З сучасним ста-
ном теорiї вузьких операторiв читач зможе
ознайомитися у монографiї М.М.Попова та
Б.Рандрiанантоанiни [10].

Якщо простiр Кете E на безатомному

просторi з мiрою (Ω,Σ, µ) має абсолютно не-
перервну норму, то кожний компактний опе-
ратор з E у довiльний F-простiр вузький.
Але на просторi L∞, норма якого не є аб-
солютно неперервною, iснують лiнiйнi непе-
рервнi невузькi функцiонали. З iншого боку,
навiть на просторi Lp при 1 < p < ∞ сума
двох вузьких операторiв не зобов’язана бути
вузьким оператором. А отже, природно за-
питати, чи завжди сума вузького та вузько-
го компактного операторiв є вузьким опера-
тором [10, Problem 5.6]. Позитивну вiдповiдь
на це питання надав В. В. Михайлюк у ро-
ботi [6]. В данiй роботi ми доводимо анало-
гiчний результат для поняття вузького ор-
тогонально адитивного оператора, що дiє з
векторної ґратки у банахiв простiр, яке було
розроблено в роботi [9].

Нехай (Ω,Σ, µ) – простiр зi скiнченною
мiрою. Банахiв простiр E класiв еквiвален-
тностi вимiрних функцiй x : Ω → K (де
K ∈ {R,C}) називається простором Кете на
просторi зi скiнченною мiрою (Ω,Σ, µ), якщо
виконуються такi умови

(i) якщо y ∈ E та x – такий клас еквiва-
лентностi, що |x(ω)| ≤ |y(ω)| для майже
всiх ω ∈ Ω, то x ∈ E i ∥x∥ ≤ ∥y∥;

(ii) 1Ω ∈ E (тут i надалi через 1A ми позна-
чаємо характеристичну функцiю пiд-
множини A ⊆ Ω).

Кажуть, що банахiв простiр Кете E
на просторi зi скiнченною мiрою (Ω,Σ, µ)
має абсолютно неперервну норму, якщо
limµ(A)→0 ∥1A∥ = 0, тобто, для довiльного
ε > 0 iснує δ > 0 таке, що для довiльної
множини A ∈ Σ з умови µ(A) < δ випливає,
що ∥1A∥ < ε. Наприклад, банахiв простiр
Кете Lp(µ) при 1 ≤ p < ∞ має абсолютно
неперервну норму, а норма простору L∞(µ)
не є абсолютно неперервною.

Нехай E – безатомна векторна ґратка,
X – банахiв простiр. Зауважимо, що запис
e = e1⊔e2 для елементiв E означає, що e по-
дано у виглядi суми своїх диз’юнктних фра-
гментiв e1 та e2. Згiдно з [9], ортогонально
адитивний оператор T : E → X називається
вузьким, якщо довiльний елемент e ∈ E для
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довiльного числа ε > 0 допускає розбиття на
диз’юнктнi фрагменти e = e1⊔ e2, для якого
∥T (e1) − T (e2)∥ < ε. Ортогонально адитив-
ний оператор T : E → X називається стро-
го вузьким, якщо для довiльного елементу
e ∈ E iснує розбиття на диз’юнктнi фра-
гменти e = e1 ⊔ e2, для якого T (e1) = T (e2).

1.4. Теорема 3.1 з [2]
Згiдно з [2] (за аналогiєю з вiдомим по-

няттям порядкової щiльностi), пiдмножина
D множини Fe всiх фрагментiв елемента e
векторної ґратки E називається латераль-
но щiльною в Fe, якщо для довiльного x ∈
Fe \{0} iснує d ∈ D такий, що 0 ̸= d ⊑ x. Ве-
кторну ґратку E в роботi [2] названо лате-
рально сепарабельною, якщо для довiльного
e ∈ E iснує не бiльш, нiж злiченна латераль-
но щiльна в Fe пiдмножина D ⊆ Fe.

Теорема A (теорема 3.1 з [2]). Нехай
E – безатомна порядково повна латераль-
но сепарабельна векторна ґратка, X – нор-
мований простiр, S, T : E → X – ортого-
нально адитивнi оператори. Якщо S – вузь-
кий, а T – скiнченновимiрний латерально-
нормовано неперервний оператор, то сума
S + T – вузький оператор.

Зазначимо, що умова латеральної сепа-
рабельностi в текстi теореми була пропуще-
на, проте використовувалася при доведеннi.
Покажемо, що якщо E – простiр Кете на
безатомному просторi з мiрою (Ω,Σ, µ), то
E не є латерально сепарабельною вектор-
ною ґраткою. Бiльш того, для довiльного
e ∈ E \ {0} не iснує не бiльш, нiж злi-
ченної латерально щiльної в Fe пiдмножи-
ни D ⊆ Fe. Нехай, навпаки, така множи-
на iснує D = {dn : n ∈ N} ⊆ Fe \ {0}.
Покладемо An = supp dn, n ∈ N. Оскiльки
dn ̸= 0, то µ(An) > 0. Для кожного n, ви-
користовуючи безатомнiсть простору з мi-
рою, виберемо множини Bn ∈ Σ такi, що
Bn ⊆ An та 0 < µ(Bn) ≤ 2−n−2µ(Ω). По-
кладемо B =

∑∞
n=1Bn та C = Ω \ B. Тодi

µ(B) ≤ µ(Ω)/2 та µ(C) ≥ µ(Ω)/2. Зокрема,
e · 1C ̸= 0. Оскiльки e · 1C ∈ Fe \ {0}, то,
згiдно з припущенням, iснує m ∈ N такий,
що dm ⊑ e · 1C . Але тодi Am ⊆ C, що немо-
жливо, адже Bm ⊆ Am ⊆ C, Bm ⊆ Ω \ C та

µ(Bm) > 0.
2. Деякi вiдомостi про булевi алге-

бри та допомiжнi леми
Нехай E – векторна ґратка та e ∈ E. По-

значимо через Fe множину всiх фрагментiв
елемента e. Згiдно з [1, Theorem 3.15], Якщо
e ≥ 0, то Fe є булевою алгеброю вiдносно
ґраткових операцiй ∨ та ∧, нуля 0 та оди-
ницi e, а ґратковий порядок ≤ збiгається з
латеральним порядком ⊑ на Fe. Бiльш того,
якщо E – порядково повна векторна ґратка,
то Fe також порядково повна.

Нам будуть потрiбнi наступнi двi елемен-
тарнi леми.
Лема 1. Нехай E – векторна ґратка, 0 <
e ∈ E. Для довiльних x, y ∈ Fe маємо:

1. x ⊑ y тодi i тiльки тодi, коли x ≤ y;

2. x = x ∧ y ⊔ (x− x ∧ y).
Пункт (1) доведено в [3] та [7], а (2) – в [2].

Наступну лему доведено в [3].
Лема 2. Нехай E – векторна ґратка та
x, y ∈ E вiдношення x ⊑ y має мiсце тодi
i лише тодi, коли x+ ⊑ y+ та x− ⊑ y−.
Крiм того, з вiдношення x ⊑ y випливає
вiдношення |x| ⊑ |y|.

Нагадаємо, що булева σ-алгебра B на-
зивається вимiрною, якщо iснує злiченно-
адитивна мiра µ : B → [0, 1] така, що
µ(e) = 1, де e – одиниця B та µ(x) > 0
для довiльного x ∈ B \ {0}. Пiдмножина
D ⊂ B булевої алгебри B називається ди-
з’юнктною, якщо x ∩ y = 0 для довiль-
них рiзних елементiв x, y ∈ D. Кажуть, що
булева алгебра має властивiсть злiченно-
стi ланцюгiв, якщо кожна диз’юнктна мно-
жина D ⊂ B не бiльш, нiж злiченна. За-
значимо, що кожна вимiрна булева алгебра
має властивiсть злiченностi ланцюгiв. Для
прикладу позначимо через Σ – σ-алгебру
всiх вимiрних за Лебеґом пiдмножин вiдрiз-
ка [0, 1], яка є булевою алгеброю вiдносно
теоретико-множинних операцiй ∩,∪, \. То-
дi Σ не є вимiрною. Бiльш того, Σ не має
властивостi злiченностi ланцюгiв, оскiльки
за незлiченну диз’юнктну пiдмножину Σ мо-
жна взяти множину всiх одноточкових мно-
жин D =

{
{t} : t ∈ [0, 1]

}
. З iншого боку,
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σ-алгебра Σ̂ всiх класiв еквiвалентностi ви-
мiрних пiдмножин вiдрiзка [0, 1] є вимiрною
булевою алгеброю, оскiльки потрiбною мi-
рою є мiра Лебеґа.

Послiдовнiсть (en)
∞
n=1 елементiв вектор-

ної ґратки E називається диз’юнктним де-
ревом на елементi e ∈ E, якщо e1 = e та
en = e2n ⊔ e2n+1 для всiх n ∈ N. Зрозумiло,
що в цьому випадку всi en є фрагментами e.
Крiм того, має мiсце така лема.

Лема 3. Нехай (en)
∞
n=1 – диз’юнктне дере-

во. Тодi

1. для кожного k = 1, 2, . . . маємо e =
e2k ⊔ e2k+1 ⊔ . . . ⊔ e2k+2k−1;

2. для для довiльних n, k ∈ N таких,
що n ≥ 2k+1, iснує єдиний номер ℓ ∈
{0, . . . , 2k − 1} такий, що en ⊑ e2k+ℓ.

Доведення. [Доведення] (1) отримує-
ться методом математичної iндукцiї, вихо-
дячи з означення. Дiйсно, при k = 1 маємо
e = e1 = e2 ⊔ e3. Припустимо, що формула
виконується при даному k = n i доведемо її
для k = n+ 1:

e = e2n ⊔ e2n+1 ⊔ . . . ⊔ e2n+2n−1 =

= (e2·2n ⊔ e2·2n+1) ⊔ (e2·2n+2 ⊔ e2·2n+3)⊔
⊔ . . . ⊔ (e2·2n+2·2n−2 ⊔ e2·2n+2·2n−1) =

= e2n+1 ⊔ e2n+1+1 ⊔ . . . ⊔ e2n+1+2n+1+1,

а отже, доведення iндукцiєю завершено.
(2) Iснування номера ℓ також будемо до-

водити iндукцiєю. Точнiше, iндукцiєю вiд-
носно i доведемо, що для довiльного i =
1, 2, . . ., довiльного k ∈ N i довiльного j <
2k+i таких, що n := 2k+i + j ≥ 2k+1, iснує
єдиний номер ℓ ∈ {0, . . . , 2k − 1} такий, що
en ⊑ e2k+ℓ.

База iндукцiї. Припустимо, що n = 2k+1+
j, де 0 ≤ j < 2k+1. Виберемо ℓ < 2k так,
щоби j = 2ℓ або j = 2ℓ+1. Тодi в будь-якому
випадку з рiвностi

e2k+ℓ = e2k+1+2ℓ ⊔ e2k+1+2ℓ+1

випливає, що en ⊑ e2k+ℓ.
Крок iндукцiї. Припустимо, що твердже-

ння вiрне для i = m i доведемо його для i =

m+ 1. Нехай n = 2k+m+1 + j, де j < 2k+m+1.
Виберемо ℓ′ < 2k+m так, щоби j = 2ℓ′ або
j = 2ℓ′ +1. Тодi в будь-якому випадку з рiв-
ностi

e2k+m+ℓ′ = e2k+m+1+2ℓ′ ⊔ e2k+m+1+2ℓ′+1

випливає, що en ⊑ e2k+m+ℓ′ . Тепер для n′ =
2k+m + ℓ′ маємо n′ ≥ 2k+1. Згiдно з при-
пущенням iндукцiї, iснує ℓ < 2k такий, що
en′ ⊑ e2k+ℓ. З останнього вiдношення та з
умови en ⊑ en′ отримуємо en ⊑ e2k+ℓ. Твер-
дження iндукцiї доведено. Єдинiсть номера
ℓ випливає з того, що в п. (1) сума диз’юн-
ктна, а один i той самий вектор не може бу-
ти фрагментом двох диз’юнктних векторiв:
x ⊑ y, x ⊑ z i y ⊥ z, оскiльки з другої части-
ни леми 2 та п. (1) леми 1 випливає |x| ≤ |y|
та |x| ≤ |z|, а отже, 0 ≤ |x| ≤ |y| ∧ |z| = 0,
звiдки x = 0.

Нагадаємо, що сiм’я (ri)i∈I елементiв бу-
левої алгебри B називається:

• незалежною, якщо
∩
j∈J θjrj ̸= 0 для

довiльної скiнченної пiдмножини J ⊂ I
та довiльного набору знакiв θj = ±1,
j ∈ J ;

• нескiнченно малою на безмежностi,
якщо

∩
j∈J θjrj = 0 для довiльної не-

скiнченної пiдмножини J ⊆ I та довiль-
ного набору знакiв θj = ±1, j ∈ J .

Iдеалом в булевiй алгебрi B називається
така пiдмножина A ⊆ B, що

1. для довiльних x, y ∈ A маємо x∪y ∈ A;

2. якщо x ∈ B, y ∈ A та x ≤ y, то x ∈ A.

Згiдно з цим означенням, найменшим iде-
алом, що мiстить елемент 0 < b ∈ B є мно-
жина Bb = {x ∈ B : x ≤ b}. Зазначимо, що
Bb є булевою алгеброю з операцiями, iнду-
кованими з B, та одиницею b.

Булеву алгебру B називатимемо
злiченно-подiльною, якщо для кожного
0 < b ∈ B булева алгебра Bb мiстить не-
залежну нескiнченно малу на безмежностi
послiдовнiсть.

Твердження 5. Кожна безатомна вимiр-
на булева алгебра є злiченно-подiльною.
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Доведення. [Доведення] Нехай B – без-
атомна вимiрна булева алгебра та 0 < b ∈ B.
Нехай µ : B → [0, 1] – додатна ймовiрнi-
сна мiра. Оскiльки булева алгебра B беза-
томна, то i додатна мiра µ – теж безатом-
на, тобто, довiльний елемент x ∈ B \ {0}
можна розбити на два ненульовi елементи
x = y ⊔ z, а отже, елементи додатної мi-
ри. Добре вiдомою властивiстю безатомної
мiри µ є можливiсть розбиття довiльного
елементу x ∈ B додатної мiри на два ди-
з’юнктнi елементи однакової мiри, яка до-
рiвнює половинi µ(x). Отже, побудуємо ре-
курсивно незалежну нескiнченно малу на
безмежностi послiдовнiсть (rn)

∞
n=1 в Bb. Ро-

зiб’ємо довiльно b = r1 ⊔ −r1 з µ(r1) =
µ(−r1) = µ(b)/2. Припустимо, що вже побу-
довано r1, . . . , rn ∈ B так, що для довiльної
пiдмножини J ⊆ {1, . . . , n} i для довiльного
набору знакiв (θj)j∈J , θj = ±1 виконується
рiвнiсть

µ
(∩
j∈J

θjrj

)
=
µ(b)

2|J |
. (1)

Побудуємо ще один елемент rn+1 ∈ B зi збе-
реженням властивостi (1) для всiх пiдмно-
жин J ⊆ {1, . . . , n, n + 1} i для довiльного
набору знакiв θj = ±1. Для цього зануме-
руємо довiльним чином множину Θ всiх на-
борiв знакiв Θ =

{
(ϵi,k)

n
k=1, i = 1, . . . , 2n

}
.

Для кожного i ∈ {1, . . . , 2n} покладемо si =∩n
k=1 ϵi,krk i розiб’ємо si = s′i ⊔ s′′i на елемен-

ти однакової мiри s′i, s
′′
i ∈ B. Отже, згiдно з

(1), µ(s′) = µ(s′′) = µ(b)
2

· 1
2n

= µ(b) · 2−n−1.
Покладемо rn+1 =

∪2n

i=1 s
′
i. Зауважимо, що

si ∩ sj = 0 при i ̸= j, оскiльки при i ̸= j
iснує k0 ∈ {1, . . . , n}, для якого ϵi,k0 ̸= ϵj,k0 , а
отже,

si ∩ sj =
n∩
k=1

ϵi,krk ∩
n∩
k=1

ϵj,krk ≤

≤ ϵi,k0rk0 ∩ ϵj,k0rk0 = 0.

Тому елементи (s′i)
2n

i=1 теж диз’юнктнi,
адже s′i ∩ s′j ≤ si ∩ sj = 0. Таким чином,

rn+1 =
2n⊔
i=1

s′i. (2)

Доведемо, що система (rk)
n+1
k=1 має власти-

вiсть (1). Нехай J ⊆ {1, . . . , n+ 1} та (θj)j∈J
– довiльний набiр знакiв. Якщо n+1 /∈ J , то
рiвнiсть (1) випливає з припущення. Нехай
n + 1 ∈ J та, скажiмо, θn+1 = 1. Тодi для
J ′ = J \ {n + 1} з урахуванням (2) будемо
мати∩

j∈J

θjrj = rn+1 ∩
∩
j∈J ′

θjrj =

=
( 2n⊔
i=1

s′i

)
∩
∩
j∈J ′

θjrj =

=
2n⊔
i=1

(
s′i ∩

∩
j∈J ′

θjrj

)
=
⊔
i∈IJ′

s′i,

де IJ ′ = {i ≤ 2n : (∀j ∈ J ′)(ϵi,j = θj)}.
Оскiльки множина IJ ′ складається з усiх

можливих наборiв ±1 довжини n − |J ′|,
то кiлькiсть її елементiв дорiвнює: |IJ ′ | =
2n−|J ′|. Тому

µ
(∩
j∈J

θjrj

)
= 2n−|J ′|µ(s′i) = 2n−|J ′| · µ(b)

2n+1
=

=
µ(b)

2|J ′|+1
=
µ(b)

2|J |
.

Аналогiчно мiркуємо у випадку θn+1 =
−1, замiнивши s′i на s′′i , адже −s′i = s′′i i, ра-
зом з тим, −rn+1 =

⊔2n

i=1 s
′′
i . Таким чином,

побудовано r1, . . . , rn+1 ∈ B з властивiстю
(1). Оскiльки n ∈ N – довiльне, то процес
побудови послiдовностi (rn)∞n=1 елементiв B
з властивiстю (1) завершено. З (1) випливає
як незалежнiсть побудованої послiдовностi,
так i її нескiнченну малiсть на безмежностi,
оскiльки якщо множина J ⊆ N нескiнчен-
на та (θj)j∈J – набiр знакiв, то зi злiченної
адитивностi мiри µ та з (1) отримуємо

µ
(∩
j∈J

θjrj

)
= lim

n→∞
µ
( ∩
j∈J∩{1,...,n}

θjrj

)
=

= lim
n→∞

µ(b)

2|J∩{1,...,n}|
= 0.

Векторну ґратку E називатимемо
злiченно-подiльною, якщо для довiльного
e ∈ E+ булева алгебра Fe всiх фрагментiв
елементу e є злiченно-подiльною.
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Наслiдок 1. Кожний банахiв простiр Ке-
те E з абсолютно неперервною нормою на
просторi зi скiнченною безатомною мiрою
є злiченно-подiльною векторною ґраткою
вiдносно природного порядку x ≤ y тодi i
лише тодi, коли x(ω) ≤ y(ω) для майже
всiх ω ∈ Ω.

Доведення. [Доведення] Нехай 0 < e ∈
E+. Згiдно з [1, Theorem 3.15], Fe є булевою
алгеброю вiдносно ґраткових операцiй ∨ та
∧, нуля 0 та одиницi e. Доведемо, що Fe –
σ-алгебра та мiра µe : Fe → [0,+∞), що за-
дана формулою µe(x) = µ(supp x), злiченно-
адитивна. Нехай (xn)

∞
n=1 – довiльна диз’юн-

ктна послiдовнiсть фрагментiв e. Покладе-
мо An = supp xn (зазначимо, що цi множини
визначенi з точнiстю до множин мiри нуль).
З диз’юнктностi (xn)

∞
n=1 випливає диз’юн-

ктнiсть (An)
∞
n=1. Покладемо A =

∪∞
n=1An.

Доведемо збiжнiсть ряду
∑∞

n=1 xn в E. З аб-
солютної неперервностi норми на E отриму-
ємо ∥∥∥ n+ℓ∑

k=n+1

xk

∥∥∥ =
∥∥∥e · 1∪n+ℓ

k=n+1 Ak

∥∥∥ −→ 0

при n→ ∞, оскiльки

µ
( n+ℓ∪
k=n+1

Ak

)
=

n+ℓ∑
k=n+1

µ(Ak) ≤
∞∑

k=n+1

µ(Ak)

– залишок збiжного ряду мiр диз’юнктної
послiдовностi множин у просторi зi скiнчен-
ною мiрою. Отже, ряд x =

∑∞
n=1 xn збiжний

в E. Тому Fe – σ-алгебра. Крiм того,

µe(x) = µ(A) =
∞∑
n=1

µ(An) =
∞∑
n=1

µe(xn).

Залишається застосувати твердження 5.

Лема 4. Нехай E – безатомна порядково
повна злiченно-подiльна векторна ґратка.
Тодi для довiльного e ∈ E iснує диз’юнктне
дерево (en)

∞
n=1 на e таке, що для довiльної

послiдовностi номерiв m1 < m2 < . . . та
довiльної послiдовностi fn ⊑ emn iснує пiд-
послiдовнiсть (fnk

)∞k=1, яка латерально пря-
мує до нуля.

Доведення. [Доведення] Достатньо до-
вести лему для довiльного e ≥ 0. Дiйсно,
в загальному випадку подамо e = e+ − e−

i скористаємося доведеним випадком, окре-
мо побудувавши диз’юнктнi дерева (e′n)

∞
n=1

на e+ та (e′′n)
∞
n=1 на e− з потрiбними вла-

стивостями. Покладемо en = e′n − e′′n для
всiх n ∈ N. Тодi для довiльної послiдовно-
стi номерiв m1 < m2 < . . . та довiльної по-
слiдовностi fn ⊑ emn матимемо f+

n ⊑ e′mn

та f−
n ⊑ e′′mn

, згiдно з лемою 2. Виберемо
спочатку порядково збiжну до нуля пiдпо-
слiдовнiсть (f+

nk
)∞k=1, а потiм для послiдов-

ностi номерiв mn1 < mn2 < . . . та послi-
довностi f−

nk
⊑ e′′mnk

виберемо порядково збi-
жну до нуля пiдпослiдовнiсть (f−

nkj
)∞j=1. На-

рештi, fnkj
= f+

nkj
− f−

nkj

o−→ 0, а отже,

fnkj
= f+

nkj
− f−

nkj

lat−→ 0, оскiльки fnkj
∈ Fe,

згiдно з лемою 2.
Отже, нехай e ∈ E+ та (rn)

∞
n=1 – не-

залежна нескiнченно мала на безмежно-
стi послiдовнiсть в Fe. Шукане дерево за-
дамо рекурсивно: e1 = e. Нехай задано
e1, . . . , e2k−1, де k ∈ N. Наступну партiю еле-
ментiв e2k+1 , e2k+1+1, . . . , e2k+2−1 задамо так:

e2k+1+2j = e2k+j ∧ rk,
e2k+1+2j+1 = e2k+j ∧ (−rk), j = 0, . . . , 2k.

(3)

Доведемо, що (en)
∞
n=1 – диз’юнктне дере-

во на e. Зафiксуємо довiльне n ∈ N i пода-
мо n у виглядi n = 2k + j, де j < 2k. Тодi
2n = 2k+1 + 2j та 2n + 1 = 2k+1 + 2j + 1, а
отже, з (3) отримуємо

e2n + e2n+1 = e2k+1+2j + e2k+1+2j+1 =

= e2k+j ∧ rk + e2k+j ∧ (−rk) =
= e2k+j ∧

(
rk + (−rk)

)
= e2k+j = en.

Враховуючи, що

e2n ∧ e2n+1 = e2k+1+2j ∧ e2k+1+2j+1 =

= (e2k+j ∧ rk) ∧ (e2k+j ∧ (−rk)) = 0,

з (3) дiстаємо, що e2n ⊔ e2n+1 = en, а отже,
(en)

∞
n=1 – диз’юнктне дерево на e. Нехай да-

но послiдовнiсть номерiв m1 < m2 < . . . та
послiдовнiсть fn ⊑ emn . Покажемо, що iснує
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послiдовнiсть ℓk ∈ {0, . . . , 2k−1}, k = 1, 2, . . .
така, що

e2k+1+ℓk+1
⊑ e2k+ℓk , (4)

а також множина {n ∈ N : fn ⊑ e2k+ℓk}
нескiнченна для всiх k ∈ N. При k = 1 ма-
ємо e = e2 ⊔ e3. Якщо n ≥ 2, то або fn ⊑
emn ⊑ e2, або fn ⊑ emn ⊑ e3. А отже, при-
наймнi одна з множин {n ∈ N : fn ⊑ e21+ℓ},
ℓ = 0, 1 нескiнченна. Позначимо вiдповiдний
iндекс через ℓ1 ∈ {0, 1}. При k = 2 маємо
e = e4 ⊔ e5 ⊔ e6 ⊔ e7. Тодi кожний елемент fn
при n ≥ 8, так само, як i en, є фрагментом
одного з елементiв e4, e5, e6, e7. А отже, при-
наймнi одна з множин {n ∈ N : fn ⊑ e22+ℓ},
ℓ = 0, 1, 2, 3 нескiнченна. Позначимо вiдпо-
вiдний iндекс через ℓ2 ∈ {0, 1, 2, 3}. Продов-
жуючи процес побудови очевидним чином,
отримаємо шукану послiдовнiсть.

Використовуючи нескiнченнiсть кожної з
множин {n ∈ N : fn ⊑ e2k+ℓk}, виберемо
пiдпослiдовнiсть (fnk

)∞k=1 так, щоби fnk
⊑

e2k+ℓk , i доведемо, що fnk

o−→ 0. Для кожно-
го k ∈ N покладемо

uk = sup
j≥k

fnj
.

Супремум iснує, адже E – порядково повна
векторнi ґратка, а множина обмежена звер-
ху елементом e (нагадаємо, що ґратковий
та латеральний порядок збiгаються на Fe, а
отже, супремум в означеннi uk можна бра-
ти як звичайний, так i латеральний). Тодi
0 ≤ fnk

≤ uk ↓. Залишається довести, що
infk uk = 0. Нехай, навпаки, iснує z ∈ Fe
такий, що 0 ̸= z ⊑ uk для всiх k. Оскiль-
ки (dn)

∞
n=1 – латерально щiльна в Fe послi-

довнiсть, то iснує номер m ∈ N такий, що
dm ⊑ z. Тодi

e2m = em∧dm ⊑ dm ⊑ z ⊑ uk для всiх k ∈ N.
(5)

З (4) випливає, що при j ≥ k має мiсце
fnj

⊑ e2j+ℓj ⊑ e2k+ℓk , а отже, uk ⊑ e2k+ℓk .
Враховуючи (5), отримуємо e4m ⊔ e4m+1 =
e2m ⊑ e2k+ℓk для всiх k ∈ N. Виберемо k ∈ N
так, щоби 2k ≤ 4m < 2k+1, а потiм виберемо
ℓ ∈ {0, . . . , 2k−1} так, щоби 4m = 2k+ℓ. Тодi
4m+1 = 2k+ℓ+1, причому з парностi 4m ви-
пливає, що ℓ ≤ 2k− 2, а отже, ℓ+1 ≤ 2k− 1.

З умов e2k+ℓ = e4m ⊑ e2k+ℓk випливає, що
ℓ = ℓk, а з умов e2k+ℓ+1 = e4m+1 ⊑ e2k+ℓk ви-
пливає, що ℓ + 1 = ℓk, – суперечнiсть, яка
доводить, що fnk

o−→ 0. Оскiльки при цьому
fnk

∈ Fe при всiх k ∈ N, то fnk

lat−→ 0.

Лема 5. Нехай E – безатомна порядко-
во повна злiченно-подiльна векторна ґра-
тка, X – нормований простiр, T : E → X
– скiнченновимiрний латерально-нормовано
неперервний ортогонально адитивний опе-
ратор. Тодi для довiльного e ∈ E iснує ди-
з’юнктне дерево (en)

∞
n=1 на e таке, що для

довiльного ε > 0 iснує k ∈ N таке, що для
довiльного ℓ ∈ {0, . . . , 2k − 1} та довiльного
f ⊑ e2k+ℓ маємо ∥T (f)∥ < ε.

Доведення. [Доведення] Зафiксуємо
довiльний e ∈ E та виберемо, згiдно з ле-
мою 4, диз’юнктне дерево (en)

∞
n=1 на e таке,

що для довiльної послiдовностi номерiв
m1 < m2 < . . . та довiльної послiдовностi
fn ⊑ emn iснує пiдпослiдовнiсть (fnk

)∞k=1,
яка латерально прямує до нуля. Доведемо,
що дане дерево є шуканим. Нехай, навпаки,
для даного δ > 0 i кожного n ∈ N iснують
ℓn ∈ {0, . . . , 2n − 1} та фрагмент fn ⊑ e2n+ℓn
такi, що ∥T (fn)∥ ≥ δ. Вибравши латерально
збiжну до нуля пiдпослiдовнiсть (fnk

)∞k=1,
отримуємо суперечнiсть з латерально-
нормованою неперервнiстю в нулi, адже
ортогонально адитивний оператор нуль
переводить в нуль.

Наступна лема формально випливає з ле-
ми про заокруглення коефiцiєнтiв [5, c. 14]
при dimX = 1. Крiм того, дану лему можна
легко довести iндукцiєю за n.

Лема 6. Нехай ε > 0, n ∈ N, a1, . . . , an ∈ R,
причому |ak| < ε для всiх k = 1, . . . , n. Тодi
iснує розбиття {1, . . . , n} = I ⊔ J таке, що∣∣∣∑

i∈I

ai −
∑
j∈J

aj

∣∣∣ < ε.

3. Основний результат
Наступна теорема накладає необтяжливi

умови на векторну ґратку E для того, щоб
сума вузького та скiнченновимiрного опера-
торiв була вузькою.
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Теорема 2. Нехай E – безатомна по-
рядково повна злiченно-подiльна векторна
ґратка, X – нормований простiр, S, T :
E → X – ортогонально адитивнi операто-
ри. Якщо S – вузький, а T – скiнченнови-
мiрний латерально-нормовано неперервний
оператор, то сума S + T – вузький опера-
тор.

Доведення. [Доведення] Спочатку до-
ведемо, що досить розглянути випадок, ко-
ли T – одновимiрний оператор, подавши
T у виглядi скiнченної суми одновимiрних
операторiв з аналогiчними властивостями.
Дiйсно, позначимо X1 = T (E) та n =
dimX1. Виберемо лiнiйно незалежну систе-
му x1, . . . , xn ∈ X1, а також функцiонали
f1, . . . , fn ∈ X∗, використовуючи теорему
Гана-Банаха, так, щоби fi(xj) = δi,j при всiх
i, j ≤ n. Таким чином, формулою

P (x) =
n∑
i=1

fi(x)xi, де x ∈ X,

задається лiнiйний неперервний проектор з
X на X1. Зокрема,

T (e) = P
(
T (e)

)
=

n∑
i=1

fi
(
T (e)

)
xi

для всiх e ∈ E. Оскiльки композицiя орто-
гонально адитивного оператора на лiнiйний
є, очевидно, ортогонально адитивним опера-
тором, то fi ◦ T є таким. Аналогiчно, ком-
позицiя латерально-нормовано неперервно-
го оператора на неперервний є латерально-
нормовано неперервним оператором, а отже,
fi ◦ T є таким для всiх i = 1, . . . , n. Таким
чином, T є скiнченною сумою латерально-
нормовано неперервних ортогонально ади-
тивних одновимiрних операторiв. Якщо до-
вести теорему в припущеннi одновимiрностi
T , то загальне твердження теореми випли-
ватиме з принципу математичної iндукцiї.

Отже, нехай T – одновимiрний, i нехай
x ∈ X – такий елемент та φ : E → R – таке
вiдображення, що ∥x∥ = 1, T (e) = φ(e) x
для всiх e ∈ E. Безпосередньо отримуємо,
що φ – латерально-нормовано неперервний
ортогонально адитивний оператор.

Доведемо вузькiсть суми S + T . Зафi-
ксуємо довiльно e ∈ E та ε > 0. Вибе-
ремо, згiдно з лемою 5, диз’юнктне дере-
во (en)

∞
n=1 на e та k ∈ N такi, що для до-

вiльного ℓ ∈ {0, . . . , 2k − 1} та довiльно-
го f ⊑ e2k+ℓ маємо ∥T (f)∥ < ε/2, тобто,
|φ(f)| < ε/2. Виберемо, згiдно з лемою 6,
розбиття {0, . . . , 2k − 1} = I ⊔ J таке, що∣∣∣∑

i∈I

φ(e2k+i)−
∑
j∈J

φ(e2k+j)
∣∣∣ < ε

2
.

Покладемо e′ =
⊔
i∈I e2k+i та e′′ =⊔

j∈J e2k+j. Тодi e = e′ ⊔ e′′, причому

∥(S + T )(e′)− (S + T )(e′′)∥ ≤
≤ ∥S(e′)− S(e′′)∥+ ∥T (e′)− T (e′′)∥ =

=
∥∥∥∑
i∈I

S(e2k+i)−
∑
j∈J

S(e2k+j)
∥∥∥+

+
∣∣∣∑
i∈I

φ(e2k+i)−
∑
j∈J

φ(e2k+j)
∣∣∣ <

<
∑
i∈I

∥S(e2k+i)∥+
∑
j∈J

∥S(e2k+j)∥+
ε

2
=

=
2k−1∑
ℓ=0

∥S(e2k+ℓ)∥+
ε

2
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

З наслiдку 1 та теореми 2 отримуємо на-
ступний результат.

Наслiдок 3. Нехай E – банахiв простiр
Кете з абсолютно неперервною нормою на
просторi з безатомною скiнченною мiрою,
X – нормований простiр, S, T : E → X
– ортогонально адитивнi оператори. Якщо
S – вузький, а T – скiнченновимiрний
латерально-нормовано неперервний опера-
тор, то сума S + T – вузький оператор.
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