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АПРОКСИМАЦIЯ РОЗВ’ЯЗКIВ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ ЛIНIЙНИХ
IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ IЗ БАГАТЬМА

ЗАПIЗНЕННЯМИ
Дослiджуються лiнiйнi крайовi задачi для iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз багатьма

запiзненнями. Побудовано та обґрунтовано iтерацiйну схему для наближеного знаходження
розв’язку методом сплайн-колокацiй.

Linear boundary value problems for integro-differential equations with many delays are studi-
ed. The iterative scheme for a solution approximation using the spline-collocation method is
constructed and substantiated.

1. Вступ
Крайовi задачi для диференцiальних рiв-

нянь iз запiзненням виникають у бага-
тьох областях математичного моделювання.
Умови розв’язностi крайових задач для та-
ких рiвнянь i рiзнi методи їхнього розв’яза-
ння вивчалися в роботах [1–3]. Аналiтичне
розв’язання таких задач можливе тiльки у
виключних випадках. Тому наближенi мето-
ди їхнього розв’язання представляють зна-
чний iнтерес.

При перенесеннi скiнченно-рiзницевих
алгоритмiв на рiвняння з аргументом, що
вiдхиляється, виникають складностi, зумов-
ленi специфiкою цих рiвнянь. Ефектив-
ним алгоритмом розв’язання крайових за-
дач для диференцiально-рiзницевих рiвнянь
виявився метод сплайн-колокацiй [4–6].

Використання кубiчних сплайнiв для рi-
зних класiв iнтегро-диференцiальних рiв-
нянь iз запiзненням та нейтрального типу
розглядалися в працях [7,8].

Застосування B-сплайнiв для лi-
нiйних крайових задач для iнтегро-
диференцiальних рiвнянь дослiджено
в [9], в припущеннi, що iснує єдиний двiчi
неперервно-диференцiйовний розв’язок.

У данiй роботi дослiджуються лiнiйнi
крайовi задачi для iнтегро-диференцiальних
рiвнянь iз багатьма запiзненнями. Застосу-
вання кубiчних сплайнiв дефекту два дозво-
лило значно розширити клас крайових за-
дач, для яких можна ефективно знайти на-

ближений розв’язок.

2. Позначення та постановка задачi
Розглянемо крайову задачу

y′′ (x) =
n∑
i=0

pi (x) y′ (x− τi (x)) + (1)

+
n∑
i=0

qi (x) y (x− τi (x)) +

+
n∑
i=0

1∑
j=0

b∫
a

Kij (x, s) y(j) (s− τi (s)) ds+ f (x) ,

y(j) (x) = φ(j) (x) , j = 0, 1, (2)
x ∈ [a∗; a] , y (b) = β,

де запiзнення τ0 (x) = 0, а τi (x) , i =
1, n – неперервнi невiд’ємнi функцiї, визна-
ченi на [a, b], φ (x) – задана неперервно-
диференцiйовна функцiя на [a∗; a], β ∈ R,

a∗ = max
0≤i<n

{
min
x∈[a;b]

(x− τi (x))

}
.

Нехай функцiї pi (x) , qi (x) , i = 0, n – не-
перервнi на [a, b], а функцiї Kij (x, s) , i =
0, n, j = 0, 1 – неперервнi за обома аргумен-
тами у квадратi [a, b]× [a, b].

Введемо множини точок, що визначаю-
ться запiзненнями τ1 (x) , . . . , τn (x):

Ei =
{
xj ∈ [a, b] : xj − τi (xj) = 0, j = 1, 2, . . .

}
,

E =
n∪
i=1

Ei.
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Нехай запiзнення τi (x) , i = 1, n є таки-
ми, що множини Ei, i = 1, n є скiнченними.
Точки множини E занумеруємо в порядку
їхнього зростання:

a < x1 < . . . < xk < b.

Введемо позначення: δ1 = [a; x1] , δ2 =
[x1; x2] , . . . , δk+1 = [xk; b] та визначимо мно-
жину функцiй

V =

{
y (x) : y (x) ∈

(
C [a∗; b]∩

(
C1 [a∗; a] ∪ C1 [a; b]

)
∩

(
k+1∪
j=1

C2 (δj)

))}
.

Розв’язком задачi (1)-(2) будемо вважати
функцiю y = y (x), яка задовольняє рiвнян-
ня (1) на [a; b] (за можливим винятком точок
множини E) та крайовi умови (2).

Iснування та єдинiсть розв’язку крайо-
вих задач для диференцiальних та iнтегро-
диференцiальних рiвнянь iз запiзненням ви-
вчались у роботах [1–3,8]. Будемо припуска-
ти, що iснує розв’язок задачi (1)-(2), який
належить V .

3. Кубiчнi сплайни дефекту два
Розглянемо нерiвномiрну сiтку

∆ = {a = x0 < x1 < . . . < xn = b} на вiдрiз-
ку [a; b], таку що E ⊂ ∆. Позначимо через
S (y, x) iнтерполяцiйний кубiчний сплайн
дефекту два на ∆ для функцiї y (x), який
належить простору V .

Для зображення сплайна S (y, x) має мi-
сце спiввiдношення [6,8]:

S (y, x) = M+
j−1

(xj − x)3

6hj
+

+M−
j

(x− xj−1)3

6hj
+

(
yj−1 −

M+
j−1h

2
j

6

)
×

×xj − x
hj

+

(
yj −

M−
j h

2
j

6

)
x− xj−1

hj
, (3)

x ∈ [xj−1; xj] , hj = xj − xj−1, j = 1, n,

де M+
j = S ′′ (y, xj + 0) , j = 0, n− 1, M−

j =

S ′′ (y, xj − 0) , j = 1, n задовольняють насту-

пну систему рiвнянь:

hj+1yj−1 − (hj + hj+1) yj + hjyj+1 =

=
hjhj+1

6

(
hjM

+
j−1 + 2hjM

−
j + 2hj+1M

+
j +

+hj+1M
−
j+1

)
, j = 1, n− 1,

y0 = φ (a) , yn = β. (4)

Запишемо систему (4) у матричнiй формi:

Ay = BM + d, (5)

де A =− (h1 + h2) h1 · · · 0
h3 − (h2 + h3) · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · − (hn−1 + hn)


– матриця (n− 1) × (n− 1), d =

(−h2y0, 0, . . . , 0, −hn−1yn)T , B – матриця
коефiцiєнтiв правої частини спiввiдношень
(4) розмiру (n− 1)× 2n,

M =
(
M+

0 ,M
−
1 ,M

+
1 ,M

−
2 ,M

+
2 , . . . ,M

−
n−1,

M+
n−1,M

−
n

)T
.

Лема. Справджуються наступнi спiв-
вiдношення:

1) det (A) = (−1)n−1h2h3 . . . hn−1 (b− a) , (6)

2)∥A−1∥ ≤ K2

8h3
(b− a) , (7)

3) max
1≤i<n−2

n−1∑
j=1

(
a−1i+1,j − a−1i,j

)
≤ K2 (b− a)

2h2
, (8)

4)∥B∥ ≤ H3, (9)

де h = min
i
hi, H = max

i
hi, K = H

h
i a−1ij –

елементи матрицi A−1.
Доведення тверджень леми легко одер-

жати, застосовуючи принцип математичної
iндукцiї, враховуючи вигляд матриць A,B.

4. Обчислювальна схема

1. Виберемо кубiчний сплайн S
(
y(0), x

)
=

β−φ(a)
b−a (x− a) + φ (a), який задовольняє

крайовi умови (2).
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2. Використовуючи вихiдне рiвняння (1)
та сплайн S

(
y(k), x

)
, знаходимо для k =

0, 1, . . .:

M
+(k+1)
j =

=
m∑
i=0

pi (xj)S
′ (y(k), xj − τi (xj) + 0

)
+

+
m∑
i=0

qi (xj)S
(
y(k), xj − τi (xj) + 0

)
+

+
m∑
i=0

1∑
l=0

b∫
a

Kil (xj, s)S
(l)
(
y(k), s−

−τi (s)
)
ds+ f (xj) , j = 0, n− 1, (10)

M
−(k+1)
j =

=
m∑
i=0

pi (xj)S
′ (y(k), xj − τi (xj)− 0

)
+

+
m∑
i=0

qi (xj)S
(
y(k), xj − τi (xj)− 0

)
+

+
m∑
i=0

1∑
l=0

b∫
a

Kil (xj, s)S
(l)
(
y(k), s−

−τi (s)
)
ds+ f (xj) , j = 1, n. (11)

У спiввiдношеннях (10), (11) пiдставля-
ємо S(l)

(
y(k), t

)
= φ(l) (t) , l = 0, 1 при

t < a.

3. Обчислюємо y(k+1)
j , j = 0, n, розв’язую-

чи систему рiвнянь (4).

4. Одержуємо кубiчний сплайн
S
(
y(k+1), x

)
у формi (3), використову-

ючи знайденi значення y
(k+1)
j , j = 0, n,

M
+(k+1)
j , j = 0, n− 1, M−(k+1)

j , j = 1, n.
Цей сплайн виступає в якостi насту-
пного наближення.

5. Збiжнiсть iтерацiйного процесу

Введемо позначення:

λ1 =
n∑
i=0

max
x∈[a;b]

|qi (x)|+

+ (b− a)
n∑
i=0

max
x∈[a;b]

b∫
a

|Ki0 (x, s)|ds,

λ2 =
n∑
i=0

max
x∈[a;b]

|pi (x)|+

+ (b− a)
n∑
i=0

max
x∈[a;b]

b∫
a

|Kil (x, s)|ds,

u =
K5

8
(b− a)2 +

H2

8
,

v =
K5

2
(b− a) +

2H

3
,

µ = 5

(
l +

(
1

2
λ1 + λ2

)
H

)
.

Теорема. Нехай розв’язок крайової зада-
чi (1)-(2) iснує та належить простору V .
Тодi при виконаннi нерiвностi

Λ = uλ1 + vλ2 < 1 (12)

iснує H∗, що при всiх 0 < H < H∗ послi-
довнiсть сплайнiв

{
S
(
y(k), x

)}
, k = 0, 1, . . .

рiвномiрно збiгається на [a; b] i справджу-
ються спiввiдношення∥∥∥ lim

k→∞
S(p)

(
y(k), x

)
− y(p) (x)

∥∥∥ ≤
≤ Rpω (y′′ (x) , H) , p = 0, 1, (13)

де y (x) – розв’язок задачi (1)-(2),

R0 =
µu

l − Λ
+

5H2

2
,

R1 =
µv

l − Λ
+ 5H,

ω (y′′ (x) , H) = max
1≤r≤l

ωr (y′′ (x) , H) ,

ωr (y′′ (x) , H) – модуль неперервностi y′′ (x)
на δr. Доведення. Згiдно леми, побу-
дова iтерацiйної послiдовностi кубiчних
сплайнiв S

(
y(k), x

)
, k=0, 1, . . . можли-

ва. Покажемо, що ряди S(p)
(
y(0), x

)
+(

S(p)
(
y(1), x

)
− S(p)

(
y(0), x

))
+ . . . +(

S(p)
(
y(k), x

)
− S(p)

(
y(k−1), x

))
+ . . . , p = 0, 1
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рiвномiрно збiгаються на [a; b] i тим самим
одержимо рiвномiрну збiжнiсть послiдовно-
стей S

(
y(k), x

)
, S ′

(
y(k), x

)
, k = 0, 1, . . ..

Iтерацiйний алгоритм A)-D) представимо
у матричнiй формi:

y(k+1) = A−1BMk+1 + A−1d. (14)

Враховуючи лему та спiввiдношення
(10)-(11), дiстаємо∥∥y(k+1) − y(k)

∥∥ ≤
≤ K5

8
(b− a)

[
λ1

∥∥S (y(k), x)− S (y(k−1), x)∥∥+

+λ2

∥∥S ′ (y(k), x)− S ′ (y(k−1), x)∥∥].
Використовуючи зображення сплайна

(3), аналогiчно як у [8], одержуємо при x ∈
[xj−1; xj]:∥∥S (y(k+1), x

)
− S

(
y(k), x

)∥∥ ≤
≤ H2

8

∥∥∥Mk+1 −Mk
∥∥∥+

∥∥y(k+1) − y(k)
∥∥ ≤

≤
(
K5

8
(b− a)2 +

H2

8

)
×

×
(
λ1

∥∥S (y(k), x)− S (y(k−1), x)∥∥+

+λ2

∥∥S ′ (y(k), x)− S ′ (y(k−1), x)∥∥), (15)∥∥S ′ (y(k+1), x
)
− S ′

(
y(k), x

)∥∥ ≤
≤
(
K5

2
(b− a) +

2

3
H

)
×

×
(
λ1

∥∥S (y(k), x)− S (y(k−1), x)∥∥+

+λ2

∥∥S ′ (y(k), x)− S ′ (y(k−1), x)∥∥). (16)

Iтеруючи нерiвностi (15)-(16), маємо∥∥S (y(k+1), x
)
− S

(
y(k), x

)∥∥ ≤ uΛk−1α0, (17)∥∥S ′ (y(k+1), x
)
− S ′

(
y(k), x

)∥∥ ≤ vΛk−1α0,

де α0 = λ1

∥∥S (y(1), x)− S (y(0), x)∥∥ +

λ2

∥∥S ′ (y(1), x)− S ′ (y(0), x)∥∥.
Спiввiдношення (17) при виконаннi умо-

ви (12) забезпечують збiжнiсть послiдовно-
стi сплайнiв S(p)

(
y(k), x

)
, k = 0, 1, . . . , p =

0, 1. Позначимо

lim
k→∞

S(p)
(
y(k), x

)
= S(p) (y, x) , p = 0, 1.

У працi [8, теорема 3] показано, що в
цьому випадку мають мiсце спiввiдношення
(13). Отже, теорему доведено.

6. Числовi екперименти
Розглянемо застосування iтерацiйної схе-

ми A)-D) для знаходження наближеного
розв’язку крайової задачi

y′′ (x) =
1

8
y′ (x− π) +

1

2

π∫
0

y (t− π) dt+ cosx,

0 ≤ x ≤ π,

y (x) = sinx− 1, −π ≤ x ≤ 0,

y (0) = −1, y (π) =
5

4
.

Для цього прикладу маємо: λ1 = 1
2
, λ2 =

1
8
, h = H = π

40
, K = 1, u = π2+H2

8
, v =

π
2

+ 2H
3
, Λ = π2+H2

16
+
(
π
2

+ 2H
3

)
1
8
≈ 0, 8194 < 1.

Отже, умова (12) теореми справджується.
Точний розв’язок крайової задачi, знайде-
ним методом крокiв, має вигляд

ym (x) = −9

8
cosx+

1

2

(
1 +

π

2

) (
πx− x2

)
+

1

8
.

Результати обчислень наведено в таблицi
1, де ym – точний розв’язок, z – наближе-
ний розв’язок, знайдений при h = π

40
на 2-й

iтерацiї, ∆ – абсолютна похибка.

Табл. 1:
x ym(x) z(x) ∆

0 -1 -1 0
π
4 1.7082 1.7480 0.0398
π
2 3.2966 3.2806 0.0160
3π
4 3.2992 3.2354 0.0638
π 1.25 1.25 0
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