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ДОСТАТНI УМОВИ IСНУВАННЯ КУТОВОЇ υ-ЩIЛЬНОСТI НУЛIВ
ЦIЛИХ ФУНКЦIЙ В ТЕРМIНАХ ХАРАКТЕРИСТИК ЇХ

ЛОГАРИФМIЧНОЇ ПОХIДНОЇ

Для цiлих функцiй повiльного зростання знайдено достатнi умови iснування кутової υ-
щiльностi їхнiх нулiв в термiнах регулярного поводження в Lp[0, 2π]-метрицi логарифмiчної
похiдної цих функцiй та її коефiцiєнтiв Фур’є.

For entire functions of slowly regular growth we found the sufficient conditions for the existence
of angular υ-density of its zeros in terms of regular behavior of its logarithmic derivative in Lp[0, 2π]-
metric and Fourier coefficients.

Надалi пiд функцiями зростання розумi-
ємо додатнi неспаднi необмеженi неперерв-
но диференцiйовнi на R+ функцiї υ. Фун-
кцiї зростання υ1 i υ2 такi, що υ1(r) ∼ υ2(r),
r → +∞, вважатимемо еквiвалентними i бу-
демо ототожнювати.

Позначимо L – клас функцiй зростання υ,
для яких rυ′(r)/υ(r)→ 0 при r → +∞. Цей
клас з точнiстю до еквiвалентних функцiй
спiвпадає з класом повiльно зростаючих до
+∞ функцiй (див., наприклад, [1, c. 15]).

Нехай f – цiла трансциндентна фун-
кцiя нульового порядку, n(r, α, β) – лiчиль-
на функцiя її нулiв, розташованих в секторi
{z : |z| ≤ r, α ≤ arg z < β}, 0 ≤ α < β < 2π,
n(r) = n(r, 0, 2π). Не зменшуючи загально-
стi вважаємо, що f(0) = 1.

Позначимо через H0(υ), υ ∈ L, – клас цi-
лих функцiй f нульового порядку, для яких

0 < lim
r→+∞

n(r)

υ(r)
< +∞.

Нагадаємо, що вимiрна множина D ⊂ R+

називається E0-множиною, якщо

mes(D ∩ [0, r]) = o(r), r → +∞.

Множина G ⊂ R+ є Eδ-множиною, 0 < δ ≤ 1,
якщо

lim
r→+∞

mes(G ∩ [0, r])

r
≤δ.

Означення. Нулi функцiї f ∈ H0(υ) ма-
ють кутову υ-щiльнiсть, якщо для всiх α

i β, що не належать деякiй не бiльш нiж
злiченнiй множинi з [0, 2π], iснує границя

∆(α, β) : = lim
r→+∞

n(r, α, β)

υ(r)
.

В [2] знайдено необхiднi умови iснування
кутової υ-щiльностi нулiв функцiї f ∈ H0(υ)
в термiнах регулярного поводження таких
характеристик її логарифмiчної похiдної

F (z) = z
f ′(z)

f(z)
,

як асимптотика F, коефiцiєнти Фур’є

ck(r, F ) =
1

2π

2π∫
0

F (reiφ)e−ikφdφ, k ∈ Z,

та збiжнiсть F за нормою простору Lp[0, 2π].
Зокрема, доведено наступнi твердження

Теорема A. [2] Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ) i
нулi функцiї f мають кутову υ-щiльнiсть.
Тодi iснує E0-множина D така, що для k ∈
Z iснують границi

lim
r→+∞

c0(r, F )

υ(r)
= ∆,

lim
r→+∞,r /∈D

ck(r, F )

υ(r)
= 0, k ̸= 0. (1)

Теорема B. [2] За умов теореми A iснує
множина G ∈ Eδ, 0 < δ < 1 така, що для
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довiльного p ∈ [1,+∞)∥∥∥∥F (reiφ)−n(r)

υ(r)

∥∥∥∥
p

→0, r→+∞, r /∈G. (2)

Зауваження 1. В [3] побудовано при-
клад функцiї f ∈ H0(υ), який показує,
що спiввiдношення (1), (2) не є доста-
тнiми умовами для iснування кутової υ-
щiльностi нулiв f.

В цiй статтi вказано деякi уточненi спiв-
вiдношення для k-их коефiцiєнтiв Фур’є
ck(r, F ) та збiжностi F в Lp[0, 2π]-метрицi, за
умови виконання яких нулi f мають кутову
υ-щiльнiсть.

Для функцiй υ̃ ∈ L приймемо

υ(r) =

r∫
0

υ̃(t)

t
dt,

υ(0) = 0. Легко бачити, що υ ∈ L i υ̃(r) =
o(υ(r)), r → +∞. Нехай Ω = {|aj| : j ∈ N},
(aj) – послiдовнiсть нулiв цiлої функцiї f,
розташованих в порядку неспадання їх мо-
дулiв. Покладемо

nk(r) =
∑
|aj |≤r

e−ikαj ,

k ∈ Z, де aj = |aj|eiαj – нулi цiлої функцiї f.
Зауважимо, що n(r) = n0(r).

З теореми Каратеодорi-Левi (див., напри-
клад, [4, c. 98]) випливає таке твердження.

Лема. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ). Для то-
го, щоб нулi f мали кутову υ-щiльнiсть не-
обхiдно i досить, щоб iснували границi

lim
r→+∞

nk(r)

υ(r)
= δk, k ∈ Z.

Теорема 1. Нехай υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ) та
iснують границi

lim
r→+∞

c0(r, F )

υ(r)
= ∆, (3)

lim
r→+∞,r /∈Ω

ck(r, F )

υ̃(r)
= ck, k ̸= 0. (4)

Тодi нулi f мають кутову υ-щiльнiсть.

Доведення. Нехай ck(r, ln f) коефiцiєнти
Фур’є функцiї ln f. Оскiльки, (див., напри-
клад, [5, с. 43])

ck(r, ln f) =

r∫
0

ck(t, F )

t
dt,

υ̃(r) = rυ′(r), то завдяки (4)

ck(r, ln f) = ck

r∫
0

υ′(t)dt+

r∫
0

ε(t)υ′(t)dt =

= ckυ(r) + o(υ(r)), r → +∞, r /∈ Ω,

де ε(r)→ 0 при r → +∞.
Далi, враховуючи спiввiдношення

ck(r, F )

υ(r)
→ 0 при r → +∞, k ̸= 0

i спiввiдношення (див., наприклад, [5])

ck(r, F ) = nk(r) + kck(r, ln f)

отримуємо

nk(r)

υ(r)
=
ck(r, F )

υ(r)
− kck(r, ln f)

υ(r)
→ −kck,

r → +∞, k ̸= 0. Оскiльки c0(r, F ) = n0(r),
то

n0(r)

υ(r)
→ ∆

при r → +∞.
Звiдси за вищенаведеною лемою отриму-

ємо твердження теореми 1.
Теорема 2. Нехай υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ),

p ≥ 1, ∆ > 0 та iснує функцiя G ∈ L1[0, 2π]
така, що

lim
r→+∞

∥∥∥∥F (reiθ)−∆υ(r)

υ̃(r)
−G(θ)

∥∥∥∥
p

= 0.

Тодi нулi f мають кутову υ-щiльнiсть.
Доведення. Доведемо спершу, що за

умов теореми iснують границi (4).
Нехай gk коефiцiєнти Фур’є функцiї G.

Тодi отримуємо∣∣∣∣ck(r, F −∆υ(r))

υ̃(r)
− gk

∣∣∣∣ ≤
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≤
∥∥∥∥F (reiφ)−∆υ(r)

υ̃(r)
−G(θ)

∥∥∥∥
1

≤

≤
∥∥∥∥F (reiφ)−∆υ(r)

υ̃(r)
−G(θ)

∥∥∥∥
p

.

Для k ∈ Z \ {0} маємо

ck(r, F −∆υ(r)) = ck(r, F )

i тому за умов теореми з останньої нерiвно-
стi отримуємо∣∣∣∣ck(r, F )

υ̃(r)
− gk

∣∣∣∣ ≤
≤
∥∥∥∥F (reiφ)−∆υ(r)

υ̃(r)
−G(θ)

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞,

що рiвносильне iснуванню границь

lim
r→+∞

ck(r, F )

υ̃(r)
= gk, k ̸= 0.

Для k = 0 маємо

c0(r, F −∆υ(r)) = c0(r, F )−∆υ(r)

i тому отримуємо

lim
r→+∞

c0(r, F )−∆υ(r)

υ̃(r)
= g0.

Враховуючи, що υ̃(r) = o(υ(r)), r → +∞, з
останнього спiввiдношення отримуємо

c0(r, F ) = ∆υ(r) + g0υ̃(r) + o(υ̃(r)) =

= ∆υ(r) + o(υ(r)), r → +∞.
Отже, за теоремою 1 нулi f мають кутову

υ-щiльнiсть.
Зауваження 2. Нехай Γm =

m∪
j=1

lψj , −π ≤

ψ1 < ψ2 < . . . < ψm < π, скiнченна система
променiв, lψj = {z : arg z=ψj}, n(r, ψj; f) =
n(r, ψj) – лiчильна функцiя нулiв f ∈ H0(υ),
що лежать на променi lψj , модулi яких не
перевищують r, υ̃ ∈ L. В [6-7] доведено, що
за умов розташування нулiв f на Γm i

n(r, ψj) = ∆jυ(r)+o(υ̃(r)), r → +∞, j = 1,m,

коефiцiєнти Фур’є ck(r, F ) задовольняють
спiввiдношення (3)-(4) i для довiльного p ∈
[1,+∞)∥∥∥∥F (reiθ)−∆υ(r)

υ̃(r)
−H(θ)

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞,

де H(θ) = i
m∑
j=1

∆jĥj(θ, ψj), ĥ(θ, ψj) – 2π-

перiодичне продовження h(θ, ψj) = (θ − π −
ψj), ψj < θ < ψj + 2π, з (ψj, ψj + 2π) на R,

∆ =
m∑
j=1

∆j.
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