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ПРО НАБЛИЖЕННЯ ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ КЛАСУ Hω

IНТЕРПОЛЯЦIЙНИМИ ТРИГОНОМЕТРИЧНИМИ ПОЛIНОМАМИ З
ПАРНОЮ КIЛЬКIСТЮ ВУЗЛIВ НА ПЕРIОДI

Отримано асимптотичнi рiвностi для верхнiх меж вiдхилень тригонометричних полiномiв
S̃∗n(f, x), якi iнтерполюють функцiю в 2n точках на перiодi, на класах Hω.

We obtained asymptotic equalities for the upper bounds of deviations of trigonometric
polynomials S̃∗n(f, x), that interpolate the function in 2n points on a period, on the classes Hω.

В данiй роботi розглядатимемо тригоно-
метричнi iнтерполяцiйнi полiноми n-го по-
рядку

S̃∗n(f, x) = n−1 ·
n−1∑
k=−n

f
(
x
(n)
k

)
·D∗n

(
x− x(n)k

)
,

якi спiвпадають з функцiєю f(x) ∈ C2π у
вузлах x(n)k = kh, h = π

n
, k = 0,±1, .., де

D∗n(t) = Dn(t)− cos nt

2
=
(

sinnt · ctg
t

2

)
/2

– модифiковане ядро Дiрiхле порядку n.
Цiкавим є вивчення асимптотичної пове-

дiнки величини

ε∗n(Hω, x) = sup
f∈Hω
|f(x)− S̃∗n(f, x)|

при n → ∞, де Hω – клас функцiй
f(·) ∈ C2π, що задовольняють умову
|f(x′) − f(x′′)| ≤ ω(|x′ − x′′|) (див. [1,с.119]).
Для класiв W 2

β ця задача була розв’язана в
[2]. Аналогiчнi оцiнки для полiномiв S̃∗n(f)
з ядром Dn(t) були отриманi С.М. Нiколь-
ським в [3] i уточненi М.П. Корнiйчуком в
[4].

Теорема. Має мiсце рiвнiсть

ε∗n(Hω, x) =
| sinnx| · lnn

π
· ω(n−1)+

+C(ω, u)
ω(π/u)

π
+O(n−1 · ω(n−1)) (1)

при n→∞, де

C(ω;u) = | sin πu|
(ω(1− u)

u
+
ω(u)

u
+

+

1∫
0

tu

1 + t
dt
)

(2)

i u = x/h.
Доведення. Оскiльки величина ε∗n лi-

нiйна i π/n-перiодична, маємо ε∗n(Hω, x) =
= ε∗n(Hx

ω, x), де Hx
ω – клас функцiй f ∈ Hω,

таких що f(x) = 0. I тому наша задача зве-
лася до оцiнки величини

ε∗n(Hx
ω, x) = sup

f∈Hxω
n−1
∣∣∣∣ n−1∑
k=−n

f(x
(n)
k )·D∗n(x−x(n)k )

∣∣∣∣
при x ∈ [o, h].

Покладемо

σk =
n−1∑
i=k

D∗n(x− x(n)i ), k = 1, n− 1,

σk =
−k∑
i=−n

D∗n(x− x(n)i ), k = 0, n.

При цьому

signσk =

{
(−1)k+1, k = 1, n− 1,

(−1)k, k = 0, n.
(3)

Використавши перетворення Абеля i врахо-
вуючи (3), для будь-якої f ∈ Hx

ω маємо

n−1∑
k=−n

f(x
(n)
k ) ·D∗n(x− x(n)k ) = f(x

(n)
0 ) ·D∗n(x)+

+f(x
(n)
1 ) · (σ1 + σ−1) + (f(x

(n)
−1 )− f(x

(n)
1 ))σ−1+
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+
n−1∑
k=2

(f(x
(n)
k )− f(x

(n)
k−1)) · σk+

+
−2∑

k=−n

(f(x
(n)
k )− f(x

(n)
k+1)) · σk.

Тодi

ε∗n(Hx
ω, x) ≤ n−1

(
ω(x) ·D∗n(x)+

+ω(h− x)σ1 + (ω(h− x)− ω(2h))σ−1+

+ω(h) ·
{ −2∑

k=−n

|σk|+
n−1∑
k=2

|σk|
})

.

Позначивши ρ = ω(2h)−ω(h−x) отримаємо

ε∗n(Hx
ω, x) ≤ n−1

(
ω(x) ·D∗n(x)− ρσ−1+

+ω(h− x)σ1 + ω(h)

{ −2∑
k=−n

|σk|+
n−1∑
k=2

|σk|
})

.

(4)
Для оцiнки знизу побудуємо функцiю, яка
перетворює знак нерiвностi в (4) в знак рiв-
ностi. А саме нехай F (t) – неперервна, 2π-
перiодична функцiя, задана на перiодi на-
ступним чином: F (x) = 0,

F (x
(n)
k ) =

=



ω(x), k = 0,

−ρ, k = −(2i− 1), (i = 1, 2, ..., [n+1
2

]);

−ρ+ ω(h), k = −2i, (i = 1, 2, ..., [n
2
]);

ω(h− x), k = 2i− 1, (i = 1, 2, ..., [n−1
2

]);

ω(h− x)−ω(h), k = 2i,(i = 1, 2, ..., [n−1
2

]).

На кожному вiдрiзку (x
(n)
k , x

(n)
k+1),

k = −n, n− 2, (x
(n)
0 , x), (x, x

(n)
1 ), (x

(n)
n−1, x

(n)
n )

будемо вважати F (t) лiнiйною. Легко пере-
конатися, що F (t) ∈ Hx

ω. Вiдмiтимо також,
що

F (x
(n)
k )− F (x

(n)
k+1) = (−1)k · ω(h), k = −n,−2

F (x
(n)
k )−F (x

(n)
k−1) = (−1)k+1·ω(h), k = 2, n− 1.

Враховуючи (2) знайдемо

n−1∑
k=−n

f(x
(n)
k ) ·D∗n(x− x(n)k ) =

= ω(x) ·D∗n(x)− ρσ−1 + ω(h− x)σ1+

+ω(h)

{ n−1∑
k=2

|σk|+
−2∑

k=−n

|σk|
}

+O(ω(n−1)).

Тому отримаємо

ε∗n(Hx
ω, x) = n−1 ·

n−1∑
k=−n

F (x
(n)
k ) ·D∗n(x− x(n)k )+

+O(n−1 · ω(n−1)).

Оскiльки
n−1∑
k=2

|σk|+
−2∑

k=−n

|σk| =
n−1∑
k=−n

D∗n(x− x(n)k )+

+
1

2

n−1∑
k=−n

|D∗n(x− x(n)k )| − 1

2

n−1∑
k=−n

D∗n(x− x(n)k ),

то за допомогою нескладних перетворень
перейдемо до рiвностi

ε∗n(Hx
ω, x) = n−1(ω(h− x) + ω(x))D∗n(x)+

+
ω(h)

2n

n−1∑
k=−n

|D∗n(x− xk)|−

−n−1(2ω(h− x)− ω(h))
n−1∑
k=−n

D∗n(x− xk)+

+
ω(2h)

n

−1∑
k=−n

D∗n(x− xk). (5)

Оскiльки при t ∈ [−π, π]

sinnt · ctg(t/2)− (sinnt)/t = O(1)

i x(n)k = x
(n)
−k , то

n−1
−1∑

k=−n

D∗n(x− x(n)k ) =

= n−1
−1∑

k=−n

(−1)k · sinnx
x− x(n)k

+O(n−1) =
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= −(2π)−1 · sinnx ·
1∫

0

tx/h(1 + t)−1 dt+O(n−1)

(6)
(при отриманнi (6) ми враховували, що

(k + z)−1 =
1∫
0

tk+z−1 dt).

Такими ж мiркуваннями отримаємо

n−1
n−1∑
k=−n

|D∗n(x− x(n)k )| =

= 2π−1 · lnn · | sinnx|+O(n−1), (7)

n−1
n−1∑
k=−n

D∗n(x− x(n)k ) =

= O(n−1)− π−1 · sinnx
1∫

0

tx/h

1 + t
dt, (8)

n−1D∗n = (nx)−1 · sinnx+O(n−1). (9)

Враховуючи оцiнки (6)–(9) при 0 ≤ x ≤ h,
матимемо, що

ε∗n(Hx
ω, x) = π−1 · ω(h) · lnn · | sinnx|+

+ sinnx
ω(h− x) + ω(h)

nx
+ sinnx · ω(2h)

π
×

×
1∫

0

tx/h · (1 + t)−1 dt+O(n−1 · ω(n−1)).

Враховуючi, далi, що h = π
n

i позначивши
u = x

h
, отримаємо

ε∗n(Hω, x) = lnn| sinnx|ω(n−1)+

+
ω(π/n)

π
· C(ω, u) +O

(ω(n−1)

n

)
,

де C(ω;u) задано спiввiдношенням (2). Тео-
рема доведена.
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