
УДК 517.9

c⃝2017 p. О.В. Лопотко

Нацiональний лiсотехнiчний унiверситет України, м. Львiв

IНТЕГРАЛЬНЕ ЗОБРАЖЕННЯ ПАРИ МIШАНИХ
ДОДАТНО ВИЗНАЧЕНИХ ФУНКЦIЙ ДВОХ ЗМIННИХ

Одержано iнтегральне зображення пари мiшаних функцiй двох змiнних, для яких ядро
1

2
[k1(x1 + y1;x2 − y2) + k2(x1 + y1;x2 − y2)], xi, yi ∈ R1 (i = 1, 2), додатно визначено.

The integral representation is obtained for mix even positively definite functions of two vari-

ables. Nuclear
1

2
[k1(x1 + y1;x2 − y2) + k2(x1 + y1;x2 − y2)], xi, yi ∈ R1 (i = 1, 2), is positively

definite.

У роботi [3] М.Г. Крейн застосував ме-
тод спрямованих функцiоналiв для одержа-
ння iнтегральних зображень додатно визна-
чених ядер K (x, y) (x, y ∈ R1) . Ю.М. Бе-
резанський в [1] запропонував метод одер-
жання iнтегральних зображень для дода-
тно визначених ядер K (x, y) (x, y ∈ R1) за
допомогою власних функцiй диференцiаль-
них операторiв. Цей метод полягає у введен-
нi за ядром K (x, y) (x, y ∈ R1) гiльбертово-
го простору i побудовi розвинення за уза-
гальненими власними векторами самоспря-
жених операторiв, якi розглядаються у цьо-
му просторi; вiдповiдна рiвнiсть Парсеваля
дає потрiбне зображення. У монографiї [2],
застосовуючи цю методику, доведено теоре-
му про iнтегральне зображення парних до-
датно визначених (п.д.в.) функцiй скiнченої
кiлькостi змiнних. У роботах [4, 5] побудова-
нi iнтегральнi зображення для пари парних
додатно визначених (п.п.д.в.) функцiй однi-
єї та двох змiнних. У данiй роботi доведена
теорема для пари парних мiшаних додатно
визначених у сукупностi (п.п.м.д.в.с.) фун-
кцiй двох змiнних, пов’язаних з оператором
∂2

∂x2j
(j = 1, 2).

Означення 1. Пару парних, дiй-
сних, неперервних функцiй k1(x), k2(x),
(x ∈ R2) будемо називати додатно визна-
ченими у сукупностi (п.м.п.д.в.с.), якщо
для довiльної фiнiтної функцiї виконується

нерiвнiсть∫
R2

∫
R2

1

2
[k1(x1 + y1;x2 − y2)+ (1)

+k2(x1 − y1; x2 − y2)]u (y) u (x) dxdy ≥ 0.

Тобто, неперервне ядро K (x, y) =
1

2
[k1(x1 + y1;x2 − y2) + k2(x1 − y1;x2 − y2)]

має бути додатно визначеним.
Теорема. Кожнi п.м.п.д.в.с. функцiї

k1(x), k2(x), (x ∈ R2), якi задовольня-
ють оцiнку |k1(x)| ≤ CeN |x1|

2
; |k2(x)| ≤

CeN |x1|
2

(N > 0, x ∈ R2) i умовi k1(0;x2) =
k2(0;x2) допускають зображення

1

2
[k1(x1;x2)] =

∫
R1×R1

+

1 + cos
√
λ1x1

2
×

×1 + cos
√
λ2x2

2
dρ1 (λ1λ2)−

−
∫

R1×R1
+

1 + cos
√
λ1x1

2
×

×1− cos
√
λ2x2

2λ2

dρ2 (λ1λ2) +

+

∫
R1×R1

+

1− cos
√
λ1x1

2λ1

×

×1 + cos
√
λ2x2

2
dρ3 (λ1λ2)− (2)
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−
∫

R1×R1
+

1− cos
√
λ1x1

2λ1

×

×1− cos
√
λ2x2

2λ2

dρ4 (λ1λ2)−

−1

2

∫
R1×R1

+

cos
√
λ2x2dρ(λ);

1

2
[k2(x1;x2)] =

∫
R1×R1

+

1 + cos
√
λ1x1

2
×

×1 + cos
√
λ2x2

2
dρ1 (λ1λ2)−

−
∫

R1×R1
+

1 + cos
√
λ1x1

2
×

×1− cos
√
λ2x2

2λ2

dρ2 (λ1λ2)−

−
∫

R1×R1
+

1− cos
√
λ1x1

2λ1

×

×1 + cos
√
λ2x2

2
dρ3 (λ1λ2) + (3)

+

∫
R1×R1

+

1− cos
√
λ1x1

2λ1

×

×1− cos
√
λ2x2

2λ2

dρ4 (λ1λ2)−

−1

2

∫
R1×R1

+

cos
√
λ2x2dρ(λ),

де dρ1(λ1λ2), dρ2(λ1λ2), dρ3(λ1λ2), dρ4(λ1λ2),
dρ(λ) — борелiвськi невiд’ємнi мiри, якi ви-
значаються однозначно.

Навпаки, функцiї виду (2), (3) є
п.м.п.д.в.с. функцiями.

Доведення. Розглянемо додатно визна-
чене ядро K(x, y). Для нього сконструюємо
ланцюжок

H− = H
(1)
− ⊗H

(2)
− ⊇ H

(1)
0 ⊗H

(2)
0 ⊇ H

(1)
+ ⊗H

(2)
+ ,

де

H
(j)
− =L2

(
R(j);

1

p(xj)
dxj

)
⊇ H

(j)
0 =

= L2(R
(j); dxj) ⊇ H

(j)
+ =L2(R

(j); p(xj)dxj),

j = 1, 2, i p(x) = p(x1)p(x2) вибране так, щоб∫
R2

K(x, x)

p(x)
dx < ∞, тодi K(x, y) ⊆ H− ⊗ H−

(див. (3.3) стор. 650 [2]).
Тепер позначимо Aj (j = 1, 2) – мiнiмаль-

ний оператор у просторi H0 = L2(R
2; dx),

який вiдповiдає виразу L
(j)
1 = − ∂2

∂x2j
(j =

1, 2), A∗j (j = 1, 2) – максимальний оператор
в просторi H0 = L2(R

2; dx).
Кожний iз операторiв Aj (j = 1, 2) допу-

скає продовження оснащення зD = C∞0 (R2).
Звуження A∗j (j = 1, 2) на D буде збiгатися
з вiдображенням u→ L(j)+u (u ∈ C∞0 (R2)).

У просторi H(j)
+ = L2(R

(j)p(xj)dxj) введе-
мо оператори Bj (j = 1, 2), якi вiдповiда-
ють виразу u→ L(j)u з областю визначення
D(Bj) = C∞0 (Rj).

У просторi H+ введемо оператори C1 =
B1 ⊗ E; C2 = E ⊗ B2, якi вiдповiдають
виразу u = L(j)+u з областю визначеностi
D(C1) = C∞0 (R1) ⊗ H

(2)
+ D(C2) = H

(1)
+ ⊗

C∞0 (R1).
За ядром K(x, y) введемо квазiскалярний

добуток

⟨u, v⟩Hk =

∫
R2

∫
R2

K (x, y)u (y) ν (x) dxdy, (4)

(
u, v ∈ C∞0

(
R2
))
.

Пiсля проведення факторизацiї й попов-
нення вiдносно (4), одержимо гiльбертовий
простiр Hk.

Щоб одержати iнтегральне зображення
для д.в. ядра K(x, y) потрiбно, щоб K(x, y)
комутувала з оператором Aj (j = 1, 2), тобто
рiвностi

(K, (A∗jv)⊗ u)0 = (K, v ⊗ (A∗jv))0,

u, v ∈ C∞0 (R2).

А це еквiвалентно ермiтовостi операторiв
Cj в просторi Hk, тобто рiвностi⟨

L(j)+u, v
⟩

=
⟨
u, L(j)+v

⟩
(5)(

u, v ∈ C∞0 (R2)
)
, (j = 1, 2).
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(див. [2, стр. 621]).
Для гладкого додатно визначеного ядра

K(x, y) рiвнiсть (5) виконується.
Перевiримо (5) для довiльного дода-

тно визначеного ядра K(x, y). Цю перевiр-
ку достатньо здiйснити на функцiях виду
u(x1), u(x2), оскiльки вони щiльнi у Hk.

Нехай j = 1. Введемо допомiжнi парнi
функцiї:

f1(t) =

∫
R1

∫
R1

k1(t, x2 − y2)u(y2)u(x2)dx2dy2

i

f2(t) =

∫
R1

∫
R1

k2(t, x2 − y2)u(y2)u(x2)dx2dy2,

тодi ⟨
L(1)+u, v

⟩
=

∫
R1

∫
R1

f1(x1 + y1)×

× ∂2

∂y21
u(y1) v(x1) dx1 dy1+

+

∫
R1

∫
R1

f2(x1 + y1)
∂2

∂y21
u(y1) v(x1) dx1 dy1 =

=

∫
R1

f1(y1)

∫
R1

∂2

∂y21
u(y1 + x1)v(x1)dx1

dy1+
+

∫
R1

f2(y1)

∫
R1

∂2

∂y21
u(y1 + x1)v(x1)dx1

dy1 =

=

∫
R1

∫
R1

f1 (x1 + y1)u(y1)
∂2

∂x21
v (x1) dx1dy1+

+

∫
R1

∫
R1

f2 (x1 − y1)u(y1)
∂2

∂x21
v (x1) dx1dy1=

=
⟨
u, L(1)+v

⟩
.

Отже, оператори C1, C2 ермiтовi, причо-
му C2 ≥ 0.

Дiйсно, якщо ввести допомiжну функцiю

f(t) =

∫
R1

∫
R1

[k1(x1 + y1, t) + k2(x1 − y1, t)]×

×u(y1)u(x1) dx1 dy1,

то ⟨
L(2)+u, u

⟩
= −

∫
R1

∫
R1

f(x2 − y2)×

× ∂2

∂x22
u(x2)u(y2) dx2 dy2 =

= (x2 − y2 = t2 ⇒ y2 = x2 − t2)

= −
∫
R1

∫
R1

f(t2)u
′′
t2

(x2 − t2)dt2

u(x2)dx2 =

= −
∫
R1

∫
R1

f(t2)u
′′
x2

(x2 − t2)dt2

u(x2)dx2 =

= −
∫
R1

f(t2)

∫
R1

u′′t2(x2 − t2)u(x2)dx2

 dt2 =

=



∫
R1

u′′x2(x2 − t2)u(x2)dx2 =

=
[
u(x2)u

′
x2

(x2 − t2)
]∞
−∞−

−
∫
R1

u′x2(x2 − t2)u′(x2)dx2

u′′x2(x2 − t2)dx2 = dv ⇒
⇒ v = −u′x2(x2 − t2)

u(x2) = u ⇒ du = u′(x2)


=

=

∫
R1

f(t2)

∫
R1

u′x2(x2 − t2)u′(x2)dx2

 dt2 =

=

∫
R1

∫
R1

f(x2 − z2)u′(z2)u′(x2)dx2dz2 ≥ 0.

Оскiльки |K(x, y)| ≤ Ce2N(x21+y
2
1), то мо-

жна довести самостряженiсть i комутатив-
нiсть ермiтових операторiв C1, C2 аналогi-
чно теоремi 4.3 [2, стор. 708-709].

Тодi для ядра K(x, y) можна застосувати
теорему 4.1 [2; стор.704–705] i одержати таке
зображення:

1

2
[k1(x1 + y1; x2 − y2)+

+k2(x1 − y1;x2 − y2)] =

=

∫
R2

Ωλ(x, y)dρ(λ) =
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=

∫
R1×R1

+

∑
α,β∈A

Xα(x, λ)Xβ(y, λ)dσαβ(λ), (6)

x, y ∈ R2,

де − ∂2

∂x2j
Ωλ = λjΩλ; −

∂2

∂y2j
Ωλ = λjΩλ;

X
(j)
0 (xj, λ) = cos

√
λjxj;

X
(j)
1 (xj, λ) =

sin
√
λjxj

λj
, (j = 1, 2),

A— паралелепiпед з цiлочисельними верши-
нами α1 = 0, 1; α2 = 0, 1.

Якщо тепер зробимо у (6) замiну x1 =
−x1, y1 = −y1 i додамо отриману рiвнiсть до
(6), а потiм в одержанiй рiвностi зробимо за-
мiну x2 = −x2, y2 = −y2 i додамо одержану
рiвнiсть до попередньої рiвностi, то отрима-
ємо таке зображення:

1

2
[k1(x1 + y1; x2 − y2) + k2(x1 − y1;x2 − y2)] =

=

∫
R1×R1

+

cos
√
λ1x1 cos

√
λ2x2 cos

√
λ1y1×

× cos
√
λ2y2dσ0000(λ1;λ2)+

+

∫
R1×R1

+

cos
√
λ1x1 ·

sin
√
λ2x2
λ2

·

· cos
√
λ1y1

sin
√
λ2y2

λ2

dσ0101(λ1;λ2)+ (7)

+

∫
R1×R1

+

sin
√
λ1x1
λ1

· cos
√
λ2x2·

·sin
√
λ1y1

λ1

· cos
√
λ2y2dσ1010(λ1;λ2)+

+

∫
R1×R1

+

sin
√
λ1x1
λ1

· sin
√
λ2x2
λ2

· sin
√
λ1y1

λ1

·

·sin
√
λ2y2

λ2

dσ1111(λ1;λ2).

Iнтегрування у зображеннях (7), буде
здiйснюватися по R1 × R1

+, оскiльки опера-
тор C2 ≥ 0.

Якщо тепер у (7) покладемо y1 = x1; y2 =
−x2, то одержимо представлення

1

2
[k1(x1;x2) + k2(0;x2)] =

=

∫
R1×R1

+

1 + cos
√
λ1x1

2
×

×1 + cos
√
λ2x2

2
dρ1(λ1λ2)−

−
∫

R1×R1
+

1 + cos
√
λ1x1

2
×

×1− cos
√
λ2x2

2λ2

dρ2(λ1λ2)+ (8)

+

∫
R1×R1

+

1− cos
√
λ1x1

2λ1

×

×1 + cos
√
λ2x2

2
· dρ3(λ1λ2)−

−
∫

R1×R1
+

1− cos
√
λ1x1

2λ1

×

×1− cos
√
λ2x2

2λ2

dρ4(λ1λ2).

Якщо у (7) покладемо x1 = −y1; y2 =
−x2, то одержимо представлення

1

2
[k1(0;x2) + k2(x1;x2)] =

=

∫
R1×R1

+

1 + cos
√
λ1x1

2
·

·1 + cos
√
λ2x2

2
dρ1 (λ1λ2)−

−
∫

R1×R1
+

1 + cos
√
λ1x1

2
·

·1− cos
√
λ2x2

2λ2

dρ2(λ1λ2)− (9)

−
∫

R1×R1
+

1− cos
√
λ1x1

2λ1

·

·1 + cos
√
λ2x2

2
dρ3(λ1λ2)+
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+

∫
R1×R1

+

1− cos
√
λ1x1

2λ1

·

·1− cos
√
λ2x2)

2λ2

dρ4 (λ1λ2) .

Iз (8) i (9) випливає, що

1

2
[k1(0;x2) + k2(0;x2)] =

=

∫
R1×R1

+

cos
√
λ2x2dρ(λ1;λ2).

Тому, враховуючи умову теореми k1(0, x2) =
k2(0, x2), одержимо що

k1(0, x2) = k2(0, x2) =

=

∫
R1×R1

+

cos
√
λ2x2dρ(λ1;λ2).

Звiдси випливає, що iнтегральнi пред-
ставлення (8) i (9) запишуться у виглядi (2),
(3).

Останнє твердження теореми будемо до-
водити наступним чином. Спочатку доведе-
мо нерiвнiсть (1), якщо в (2) i (3) λ1, λ2 ≥ 0.
У цьому випадку елементарне ядро буде ма-
ти вигляд

Ωλ(x, y) = cos
√
λ1x1 cos

√
λ1y1 cos

√
λ2x2×

× cos
√
λ2y2+

+ cos
√
λ1x1 cos

√
λ1y1 sin

√
λ2x2 sin

√
λ2y2+

+ sin
√
λ1x1 sin

√
λ1y1 cos

√
λ2x2 cos

√
λ2y2+

+ sin
√
λ1x1 sin

√
λ1y1 sin

√
λ2x2 sin

√
λ2y2

i

Ωλ(0, 0) = 1;
∂2

∂x1∂y1
Ωλ(0, 0) = λ1;

∂2

∂x2∂y2
Ωλ(0, 0) = λ2;

∂4

∂x1∂y1∂x2∂y2
Ωλ(0, 0) = λ1λ2,

а мiри в (2) i (3) запишуться наступним чи-
ном

dρ1(λ1, λ2) = Ωλ(0, 0)dρ(λ) = dρ(λ);

dρ2(λ1, λ2) =
∂2

∂x2∂y2
Ωλ(0, 0)dρ(λ) = λ2dρ(λ);

dρ3(λ1, λ2) =
∂2

∂x1∂y1
Ωλ(0, 0)dρ(λ) = λ1dρ(λ);

dρ4(λ1, λ2) =
∂4

∂x1∂x2∂y1∂y2
Ωλ(0, 0)dρ(λ) =

= λ1λ2dρ(λ).

Тому iнтегральнi зображення (2) i (3) за-
пишуться у такому виглядi

1

2
k1(x1, x2) =

1

2

∫
R1

+×R
1
+

cos
√
λ2x2dρ(λ); (10)

1

2
k2(x1, x2) =

∫
R1

+×R
1
+

cos
√
λ1x1× (11)

× cos
√
λ2x2dρ(λ)− 1

2

∫
R1

+×R
1
+

cos
√
λ2x2dρ(λ).

Iз (10) i (11) знаходимо

1

2
k1(x1 + y1, x2 − y2) =

=
1

2

∫
R1

+×R
1
+

cos
√
λ2(x2 − y2)dρ(λ); (12)

1

2
k2(x1 − y1, x2 − y2) =

=

∫
R1

+×R
1
+

cos
√
λ1(x1 − y1)×

× cos
√
λ2(x2 − y2)dρ(λ)−

−1

2

∫
R1

+×R
1
+

cos
√
λ2(x2 − y2)dρ(λ). (13)

Тому, якщо додати (12) до (13), одержимо

1

2

[
k1(x1 + y1, x2 − y2)+

+k2(x1 − y1, x2 − y2)
]

=

=

∫
R1

+×R
1
+

cos
√
λ1(x1 − y1)×

× cos
√
λ2(x2 − y2)dρ(λ).

(14)

Або, якщо перейти до мiр
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dρ1(λ), dρ2(λ), dρ3(λ), dρ4(λ) у (14) одер-
жимо, що

1

2

[
k1(x1 + y1, x2 − y2)+

+k2(x1 − y1, x2 − y2)
]

=

=

∫
R1

+×R
1
+

cos
√
λ1x1 cos

√
λ1y1 cos

√
λ2x2×

× cos
√
λ2y2dρ1(λ1λ2)+

+

∫
R1

+×R
1
+

cos
√
λ1x1 cos

√
λ1y1×

×sin
√
λ2x2 sin

√
λ2y2

λ2

dρ2(λ1λ2)+

+

∫
R1

+×R
1
+

sin
√
λ1x1 sin

√
λ1y1

λ1

cos
√
λ2x2×

× cos
√
λ2y2dρ3(λ1λ2)+

+

∫
R1

+×R
1
+

sin
√
λ1x1 sin

√
λ1y1

λ1

×

×sin
√
λ2x2 sin

√
λ2y2

λ2

dρ4(λ1λ2). (15)

За допомогою (15) перевiряємо (1).
Тепер доведемо нерiвнiсть (1), якщо в (2)

i (3) λ1 < 0, λ2 ≥ 0. У цьому випадку еле-
ментарне ядро буде мати такий вигляд:

Ωλ(x, y) = ch
√
−λ1x1ch

√
−λ1y1 cos

√
λ2x2×

× cos
√
λ2y2 + ch

√
−λ1x1ch

√
−λ1y1×

× sin
√
λ2x2 sin

√
λ2y2+

+sh
√
−λ1x1sh

√
−λ1y1 cos

√
λ2x2 cos

√
λ2y2+

+sh
√
−λ1x1sh

√
−λ1y1 sin

√
λ2x2 sin

√
λ2y2

i

Ωλ(0, 0) = 1;
∂2

∂x1∂y1
Ωλ(0, 0) = |λ1|;

∂2

∂x2∂y2
Ωλ(0, 0) = λ2;

∂4

∂x1∂y1∂x2∂y2
Ωλ(0, 0) = |λ1|λ2,

а мiри в (2) i (3) запишуться наступним чи-

ном

dρ1(λ1, λ2) = Ωλ(0, 0)dρ(λ) = dρ(λ);

dρ2(λ1, λ2) =
∂2

∂x2∂y2
Ωλ(0, 0)dρ(λ) =

= λ2dρ(λ);

dρ3(λ1, λ2) =
∂2

∂x1∂y1
Ωλ(0, 0)dρ(λ) =

= |λ1|dρ(λ);

dρ4(λ1, λ2) =
∂4

∂x1∂x2∂y1∂y2
Ωλ(0, 0)dρ(λ) =

= |λ1|λ2dρ(λ).

Тому iнтегральнi зображення (2) i (3) за-
пишуться у такому виглядi

1

2
k1(x1, x2) =

1

2

∫
R1

−×R
1
+

ch
√
−λ1x1×

× cos
√
λ2x2dρ(λ)−

−1

2

∫
R1

−×R
1
+

cos
√
λ2x2dρ(λ); (16)

1

2
k2(x1, x2) =

1

2

∫
R1

−×R
1
+

cos
√
λ2x2dρ(λ). (17)

Iз (16) i (17) знаходимо

1

2
k1(x1 + y1, x2 − y2) =∫

R1
−×R

1
+

ch
√
−λ1(x1 + y1)×

× cos
√
λ2(x2 − y2)dρ(λ)−

−1

2

∫
R1

+×R
1
+

cos
√
λ2(x2 − y2)dρ(λ); (18)

1

2
k2(x1 − y1, x2 − y2) =

=
1

2

∫
R1

−×R
1
+

cos
√
λ2(x2 − y2)dρ(λ). (19)
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Тому, якщо додати (18) до (19), одержимо

1

2

[
k1(x1 + y1, x2 − y2)+

+k2(x1 − y1, x2 − y2)
]

=

=

∫
R1

+×R
1
+

ch
√
−λ1(x1 + y1)×

× cos
√
λ2(x2 − y2)dρ(λ).

(20)

Або, якщо перейти до мiр
dρ1(λ), dρ2(λ), dρ3(λ), dρ4(λ) у (20) одер-
жимо, що

1

2

[
k1(x1 + y1, x2 − y2)+

+k2(x1 − y1, x2 − y2)
]

=

=

∫
R1

−×R
1
+

ch
√
−λ1x1ch

√
−λ1y1×

× cos
√
λ2x2 cos

√
λ2y2dρ1(λ)+

+

∫
R1

−×R
1
+

ch
√
−λ1x1ch

√
−λ1y1×

×sin
√
λ2x2 sin

√
λ2y2

λ2

dρ2(λ)+

+

∫
R1

−×R
1
+

sh
√
−λ1x1sh

√
−λ1y1

−λ1

×

× cos
√
λ2x2 cos

√
λ2y2dρ3(λ)+

+

∫
R1

−×R
1
+

sh
√
−λ1x1sh

√
−λ1y1

−λ1

×

×sin
√
λ2x2 sin

√
λ2y2

λ2

dρ4(λ). (21)

За допомогою (21) перевiряємо (1).
Таким чином iз (2) i (3) слiдує (1). Теоре-

му доведено.
Зауваження 1. Якщо k2(x) = 0, то опе-

ратори C1 < 0, C2 ≥ 0 iз зображень (16) i
(17) буде слiдувати, що

1

2
k1(x1, x2) =

∫
R1

−×R
1
+

ch
√
−λ1x1 cos

√
λ2x2dρ2(λ).

Зауваження 2. Якщо k1(x) = 0, то опе-
ратори C1 ≥ 0, C2 ≥ 0 iз зображень (10) i

(11) буде слiдувати, що

1

2
k2(x1, x2) =

=

∫
R1

+×R
1
+

cos
√
λ1x1 cos

√
λ2x2dρ2(λ),

тобто зображення [2, стор. 852].
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