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ПРО ЗВ’ЯЗОК МIЖ ФУНДАМЕНТАЛЬНИМИ РОЗВ’ЯЗКАМИ
ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ I РIВНЯНЬ З ДРОБОВИМИ ПОХIДНИМИ

ТА ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ
На основi зв’язку мiж функцiями Грiна задачi Кошi для параболiчних рiвнянь i вiдповiд-

них рiвнянь з дробовими похiдними визначаються i оцiнюються компоненти фундаменталь-
ного розв’язку рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами, модуль неперервностi яких задовольняє
умову Дiнi. Встановлюється коректнiсть задач Дiрiхле i Неймана для фрактального рiвняння
дифузiї.

Based on the connection between Green functions of the Cauchy problem for parabolic equati-
ons and corresponding equations with fractional derivatives components of fundamental solution
of equations with variable coefficients the module of continuity of which satisfies Dini condition
are defined and evaluated. The correctness of the Dirichlet and Neumann problems for the fractal
diffusion equation is established.

Вступ

Виповнилось 60 рокiв з часу публiкацiї
С.Д. Ейдельманом [1] основних результатiв,
якi стосувались дослiджень фундаменталь-
них розв’язкiв задачi Кошi (ФРЗК) та кра-
йових задач для параболiчних за I.Г. Пе-
тровським рiвнянь i систем. За останнi де-
сять рокiв появилось ряд праць, у яких роз-
глядаються задачi для рiвнянь з дробови-
ми похiдними. Зокрема, в однойменнiй стат-
тi [6] подано перелiк публiкацiй, присвяче-
них задачi Кошi для фрактальних рiвнянь
параболiчного типу. В нiй також визначенi
та оцiненi компоненти функцiї Грiна зада-
чi Кошi (ФГЗК) для рiвнянь з параметри-
чними коефiцiєнтами i задачу Кошi зi змiн-
ними коефiцiєнтами зведено до нерегуляр-
них iнтегральних рiвнянь. Як продовження
дослiдження, тут визначаються компонен-
ти ФРЗК з формули для розв’язку як ядра
оберненого оператора задачi Кошi, оцiнюю-
ться потенцiали в конструкцiї ФРЗК. Для
модельного рiвняння дифузiї розглядається
задача Дiрiхле i Неймана.

§ 1. Задача Кошi

1. Формулювання основного резуль-
тату

У пiвпросторi Π = (0,∞)×En розглядає-
ться задача Кошi для параболiчного рiвня-
ння з похiдною Капуто

Dα
t u =

∂αu

∂tα
− 1

Γ(1− α)

u(0, t)

tα
=

=
∑
|k|≤2b

Ak(x)Dk
xu+ f(t, x), (1)

u|t=0 = φ(x), α ∈ (0, 1). (2)

У працi [6] розв’язок задачi (1), (2) вiд-
шукується у виглядi суми потенцiалiв

u(t, x) =

∫
En

G1(t, x− ξ, ξ)φ(ξ)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
En

G2(t− τ, x− ξ, ξ)µ(τ, ξ)dξ (3)

з невiдомою густиною µ(t, x), яка повинна
бути розв’язком iнтегрального рiвняння

µ(t, x) = F(t, x) +

t∫
0

dτ

∫
En

K(t− τ, x, ξ)×

×µ(τ, ξ)dξ = F +K × µ (4)

з ядром

K(t, x, ξ) ≡ L(D)G2 = (5)
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=
∑
|k|≤2b

[Ak(x)− δ2bkAk(ξ)]D
k
xG2(t, x− ξ, ξ),

де δ2bk = 1, якщо |k| = 2b; δ2bk = 0, якщо
|k| < 2b.

З формули (3) випливає зображення
розв’язку за допомогою компонент ФРЗК
Z = (Z1, Z2)

u(t, x) =

∫
En

Z1(t, x, ξ)φ(ξ)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
En

Z2(t− τ, x, ξ)ρ(τ, ξ)dξ. (6)

Тут позначено

Z1 = G1 +G2 ××[LG1 +R××LG1] ≡

≡ G1 +W1, (7)

Z2 = G2 +G2 ××R ≡ G2 +W2.

R – резольвента рiвняння (4), яка вiдповiдає
ядру K(t, x, ξ). Функцiї G1, G2 – компоненти
функцiї Грiна задачi Кошi для рiвняння з
параметром ξ ∈ En.

Dα
t u =

∑
|k|=2b

Ak(ξ)D
k
xu ≡ P(ξ,D)u.

Вони знайденi в [6] з допомогою функцiї Грi-

на параболiчного рiвняння
∂u

∂t
= P(ξ,D)u i

для них встановленi оцiнки∣∣Dk
xG1(t, x− ξ, ξ)

∣∣ ≤ Cke
−c|x̂−ξ|qΨk(x) =

= Cke
−c|x̂|q

 t−α
n+|k|
2b , n+ |k| < 2b,

t−α (|ln |x̂||+ 1) , n+ |k| = 2b,
t−α|x|−(n+|k|−2b), n+ |k| > 2b,∣∣Dk
xG2(t, x− ξ, ξ)

∣∣ ≤
≤ CkΨk(x)t−1+α exp{−c|x̂|q}. (8)

Якщо Ak ∈ C(ω)(En), тобто функцiї Ak(ξ)
неперервнi з модулем неперервностi ω, то
прирiст задовольняє нерiвнiсть∣∣∆ξD

k
xGi(t, x− ξ, ξ)

∣∣ ≤
≤ Ckω(|∆ξ|)Ψk(x) exp{−c|x̂|q}, (9)

де x̂ = xt−
α
2b , q = 2b

2b−α .

Теорема 1 (про ФРЗК). Припусти-
мо, що рiвняння (1) рiвномiрно параболi-

чне (−1)bRe

∑
|k|=2b

Akσ
k

 ≤ −δ0|σ|2b, δ0 =

const > 0, σ ∈ En. Модуль неперерв-
ностi ω(n) коефiцiєнтiв задовольняє умо-

ви: Aω(n) =

n∫
0

ω(i)

τ
dτ = F (n), ω(n) ≤

ω1(n)ω2(n), Aωi = Fi(n), Φi(n) = AFi(n) <
∞. Тодi для потенцiалiв Wi в компонентах
Zi ФРЗК формули (7) справджуються не-
рiвностi

|D2b
x W2(t− τ, x− ξ)| ≤ CΦ(t− τ, x− ξ)×

×(t− τ)−1e−c1|x̂−ξ|
q |x− ξ|−n, (10)

де Φ(t, x) =
[
Φ1

(
t
α
2b

)
+ Φ2

(
t
α
2b

)]
[ω1(|x|) +

ω2(x)| ln |x− ξ||],

|Dk
xW2(t− τ, x− ξ)| ≤ C(t− τ)−1×

×|x−ξ|−(n+|k|−2b)F (|x−ξ|)| ln |x−ξ||e−c1|x̂−ξ|q ,
(|k| < 2b, n+ |k| > 2b) (11)

|Dk
xW2(t− τ, x− ξ)| ≤ C

[
F1

(
(t− τ)

α
2b

)
+

+W1(t− τ)
α
2b | ln |x− ξ||

]
(t− τ)−1| ln |x− ξ||,

(n+ |k| = 2b) (12)

|Dk
xW2(t− τ, x− ξ)| ≤ Ck(t− τ)−α

n+|k|
2b
−1+α×

×Φ
(
(t− τ)

α
2b

)
exp{−c1|x̂− ξ|q},

(n+ |k| < 2b). (13)

Для |Dk
xW1| правильнi нерiвностi (10)–

(13), тiльки в них (t− τ)−1 замiнюється на
(t− τ)−α, 0 < c1 < c.

Доведення теореми проведемо по етапах.
2. Оцiнка приросту резольвенти
Будемо користуватись лемами, якi нами

доведенi ранiше.
Лема 1. [6, c. 109] Для об’ємного iнте-

грала

It(t, τ, x, ξ) =

t∫
τ

dβ

t− β

∫
En

e−ε|x−ŷ|
q×

×ω1(|x− y|)
|x− y|n

· ω2(|y − ξ|)
|y − ξ|n

dy
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з модулем неперервностi ω1(n)ω2(n), якi за-
довольнять умови в теоремi, правильна не-
рiвнiсть

It(t, τ, x, ξ) ≤ cε [Φ1 ((t− τ)α)ω2(|x− ξ|)+

+Φ2

(
(t− τ)

α
2b

)
ω1(|x− ξ|)

]
|x− ξ|−n,

де Φi(n) = A2ωi(n), ε > 0.
Лема 2. [5, c. 201] Для об’ємного iнте-

грала

I(x, ξ) =

∫
En

e−c0|x−y| ln
1

|x− y|
ω(|y − ξ|)
|y − ξ|n

dy

виконується нерiвнiсть

I(x, ξ) ≤ C(c0, n) ln
1

|x− ξ|
+ c1,

якщо F (h) =

h∫
0

ω(τ)τ−1dτ <∞.

Також правильна нерiвнiсть∫
En

e−c|x−y|
ω(|y − ξ|)
|y − ξ|n

|x− y|−βdy ≤

C|x− ξ|−β max
{
F (|x− ξ|), ω

(
|x− ξ|

β
n

)}
,

β ∈ (0, n).

Резольвенти R(t, x, ξ) для ядра K(t, x, ξ)
iз (5) в [6] побудована в припущеннi, що Ak ∈
c(ω)(En) i A2ω(n) = F (n) < ∞, а ядро K
та R на основi нерiвностей (8) для G2(t, x, ξ)
допускають оцiнку

|R(t, τ, x, ξ)| ≤ C(t− τ)−1ω(|x− ξ|)×

× exp{−c|x̂− ξ|q}. (14)

Покажемо, що за умов теореми на модулi
ωi(n), (i = 1, 2), для приросту ∆xK(t, τ, x, ξ)
i ∆xR(t, τ, x, ξ) правильна нерiвнiсть,

|∆xK(t, τ, x, ξ)| ≤ C
ω1(|∆x|)
t− τ

×

×
[
e−c1|x+∆̂x−ξ|qω2(|x+ ∆x− ξ|)|x+ ∆x− ξ|−n+

+e−c|x̂−ξ|
q

ω2(|x− ξ|)|x− ξ|−n
]
. (15)

Розглядаємо ядро K в (5) i припустимо,
що |x − ξ| ≥ 2|h|, h ≡ ∆x, а прирiст ∆xK
запишемо у виглядi суми

∆xK(t, τ, x, ξ) =

=
∑
|k|=2b

∆xAk(x)Dk
xG2(t− τ, x+ h− ξ, ξ)+

+
∑
|k|=2b

[Ak(x)−Ak(ξ)]∆xD
k
xG2(t− τ, x−ξ, ξ)+

+
∑
|k|<2b

∆x[Ak(x)Dk
xG2]. (16)

Для оцiнки першого доданка скористає-
мось нерiвностями (8) i |∆xAk(x)| ≤ ω(|h|) ≤
ω1(|h|)ω2

(
|x−ξ|
2

)
≤ 2ω1(|h|)ω2(|x− ξ|).

До другого i третього доданка застосуємо
теорему про середнє, беручи до уваги, що
|x+ah−ξ| ≥ |x−ξ|

2
та нерiвнiсть ω1(|x−ξ|)|x−

ξ|−1 ≤ 2ω1(|h|)|h|−1. Будемо мати нерiвнiсть

ω(|x− ξ|)
|x+ ah− ξ|n

e−c|x+ah−ξ|
q |h| ≤

≤ (ω1(|h|)ω2(|x− ξ|))e−c2|x−ξ|
q |x− ξ|−n,

з використанням якої вже випливає оцiнка
(15), 0 < c2 < c0. Якщо |x− ξ| < 2|h|, додан-
ки в (16) оцiнюємо по модулю i враховуємо
нерiвностi (8), ω1(|x+h−ξ|) ≤ 3ω1(|h|). При-
ходимо до (15) для приросту ∆xK.

Резольвента R(t, τ, x, ξ) є розв’язком iнте-
грального рiвняння

R(t, τ, x, ξ) = K(t, τ, x, ξ)+

+

t∫
τ

dβ

∫
En

K(t, β, x, y)R(β, τ, y, ξ)dy. (17)

Щоб довести для ∆R нерiвнiсть (15), оцi-
нимо прирiст iнтеграла в (17) за допомогою
(14), (15) та леми 1

|∆xK ××R| ≤

≤
t∫

τ

dβ

∫
En

|∆xK(t, β, x, y)R(β, τ, y, ξ)|dy ≤

≤ C
ω1(|∆x|)
t− τ

t∫
τ

(
1

t− β
+

1

p− τ

)
×
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×
∫
En

(
e−c1|x+ĥ−y|

q
ω2(|x+ h− y|)

|x+ h− y|n
+

+
e−c1|x̂−y|

q
ω2(|x− y|)

|x− y|n

)
e−c1|ŷ−ξ|

q
ω(|y − ξ|)

|y − ξ|n
dy =

= C
ω1(|∆x|)
t− τ

[It(t, τ, x+ h, ξ) + It(t, τ, x, ξ)+

+Iτ (t, τ, x+ h, ξ) + Iτ (t, τ, x, ξ)] .

Застосовуючи до кожного доданку лему
1 i нерiвнiсть |x̂− y|q + |ŷ − ξ|q ≥ |x̂− ξ|q,
отримуємо необхiдну оцiнку (15)

|∆xK ××R| ≤ C
ω1(|∆x|)
t− τ

Φ2

(
(t− τ)

α
2b

)
×

×
[
e−c2|x+ĥ−ξ|

q

ω2(|x+ h− ξ|)|x+ h− ξ|−n+

+ω2(|x− ξ|)|x− ξ|−ne−c2|x+ξ̂|
q
]
,

(0 < c2 < c1). (18)

3. Оцiнки компонент фундаменталь-
ного розв’язку

Компоненти ФРЗК визначенi формула-
ми (7). Розглянемо i оцiнимо старшi похiднi
W2 = G2××R. Скористаємось зображенням

D2b
x W2(t, τ, x, ξ) =

t∫
τ

dβ

∫
En

D2b
x W2(t, τ, x−y, y)×

×[R(β, τ, y, ξ)−R(β, τ, x, ξ)]dy+

+

t∫
τ

dβ

∫
En

[
D2b
x G2(t, β, x− y, y)−

−D2b
x G2(t, β, x− y, z)

]
z=x

dy ·R(β, τ, x, ξ)+

+

t∫
τ

dβ

∫
En

D2b
x G2(t, β, x− y, z)z=xdy ·R ≡

≡ H1 +H2 +O. (19)

Оцiнимо спiвмножники в H1 за допомо-
гою нерiвностей (8), (15). Отримаємо, що

|H1| ≤ C

t∫
τ

dβ

(β − τ)(t− β)

∫
En

e−c|x̂−y|
q×

×ω1(|x− y|)
|x− y|n

[
e−c2|ŷ−ξ|

q ω2(|y − ξ|)
|y − ξ|n

+

+e
−c2

(
|x−ξ|

(β−ξ)
α
2b

)q
ω2(|x− ξ|)
|x− ξ|n

 dy.
Якщо скористатись зображенням iнте-

гралiв у лемi 1 It(t, τ, x, ξ) i Iτ (t, τ, x, ξ), то
права частина цiєї нерiвностi набуде вигля-
ду

|H1| ≤
C

t− τ
[It(t, τ, x, ξ) + Iτ (t, τ, x, ξ)] +

+
C

t− τ

t∫
τ

(
1

t− β
+

1

β − τ

)
dβ×

×
∫
En

e−c|x̂−y|
q ω1(|x− y|)
|x− y|n

e
−c

(
|x−ξ|

(β−τ)
α
2b

)q
dy×

×ω2(|x− ξ|)|x− ξ|n ≡ C(t− τ)−1[It + Iτ ]+

+
C

(t− τ)
Q(t, τ, x, ξ)ω2(|x− ξ|)|x− ξ|−n.

Iнтеграли It, Iτ оцiненi в лемi 1, тому до-
сить розглянути iнтеграл Q(t, τ, x, ξ), який є
сумою

Q(t, τ, x, ξ) =

t∫
τ

dβ

t− β

∫
En

e−c|x̂−y|
q×

×ω1(|x− y|)
|x− y|n

dy · e−c|x̂−ξ|q+

+

t∫
τ

dβ

β − τ

∫
En

e−c|x̂−y|
q ω1(|x− y|)
|x− y|n

dy×

×e
−c
(

|x−ξ|
(β−τ)1/2

)q
.

Якщо в першому доданку область iнте-
грування En розбити на частини |x − y| ≤
(t − β)

α
2b i |x − y| > (t − β)

α
2b i скористатись

властивiстю незростання функцiї ω(t)t−1, а
в другому помiняти порядок iнтегрування,
то отримаємо нерiвнiсть

|Q(t, τ, x, ξ)| ≤ e−c|x̂−ξ|
q

C

 tα/2b∫
0

dβ

β

β∫
0

ω1(τ)

τ
dτ+
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+F1

[
(t− τ)

α
2b

] ∣∣∣∣∣ln 1

|x̂− ξ|

∣∣∣∣∣
]

= e−c|x̂−ξ|
q×

×
[
Φ1

[
(t− τ)

α
2b

]
+ F1

[
(t− τ)

α
2b

] ∣∣∣ln|x̂− ξ|∣∣∣] .
Внаслiдок леми 1 i цiєї нерiвностi прихо-

димо оцiнки

|H1| ≤
C

(t− τ)|x− ξ|n
[
Φ1

[
(t− τ)

α
2b

]
+

+Φ2

[
(t− τ)

α
2b

]]
ω1(|x− ξ|) + F1

[
(t− τ)

α
2b

]
×

×ω2(|x− ξ|) [|ln|x− ξ|+ 1|] e−c1|x̂−ξ|q . (20)
Значно простiше оцiнюється iнтеграл H2

на основi нерiвностей (9) i (14) для ядра i
резольвенти

|H2| ≤ C

t∫
τ

dβ

(t− β)(β − τ)

∫
En

e−c|x̂−y|
q×

×ω|x− y|
|x− y|n

ω|x− ξ|
|x− ξ|n

e−c|x̂−ξ|
q

dy.

Записуючи праву частину цього спiв-
вiдношення як суму iнтегралiв It(t, τ, x, ξ),
Iτ (t, τ, x, ξ) за лемою 1 знаходимо

|H2| ≤ C(t− τ)−1Φ
[
(t− τ)

α
2b

]
ω(|x− ξ|)×

×|x− ξ|−ne−c2|x−ξ|q . (21)
За властивiстю функцiї G2(t− τ, x− ξ, x)

третiй доданок в (19) дорiвнює нулевi. Iз
нерiвностей (20), (21) для H1 i H2, беру-
чи до уваги спiввiдношення для функцiй
Fi, Φi, в умовi теореми дiстаємо оцiнку
D2b
x W2(t, τ, x, ξ) у виглядi нерiвностi (10).
Розглянемо тепер Dk

xW2(t, τ, x, ξ) у випад-
ку |k| < 2b i застосуємо для оцiнки нерiвно-
стi (8) i (14):

|Dk
xW2| ≤

t∫
τ

dβ

∫
En

|Dk
xG2||R|dy ≤

≤ C

t− τ

t∫
τ

(
1

t− β
+

1

β − τ

)
dβ×

×
∫
En

e−c|x̂−y|
q

|x− y|n+|k|−2b
ω(|y − ξ|)
|y − ξ|n

e−c|ŷ−ξ|
q

dy =

= C(t− τ)−1
t∫

τ

dβ

β − τ

∫
En

e−c|x̂−y|
q

|x− y|n+|k|−2b
×

×ω(|y − ξ|)
|y − ξ|n

e−c|ŷ−ξ|
q

dy. (22)

В обох доданках помiняємо порядок iнте-
грування i скористаємось нерiвнiстю

t∫
τ

e
−ε
(

|x−y|
(t−β)α/2b

)q
t− β

≤
∞∫

|x−y|/(t−τ)α/2b

e−ε|z|
q

z−1dz ≤

≤ C

(
ln

(
|x− y|

(t− τ)α/2b

)
+ 1

)
будемо мати

|Dk
xW2| ≤ C(t− τ)−1

∫
En

e
−ε
(

|x−y|
(t−τ)α/2b

)q
×

×

[∣∣∣ln |x−y|
(t−τ)α/2b + ln |y−ξ|

(t−τ)α/2b

∣∣∣]
|x− y|n+|k|−2b

×

×ω(|y − ξ|)
|y − ξ|n

dye−c1|x̂−ξ|
q

.

Правильна така нерiвнiсть

Ex =

∫
En

e−ε|x̂−y|
q

∣∣∣ln|x̂− y|∣∣∣
|x− y|n+k−2b

ω(|y − ξ|)
|y − ξ|n

dy ≤

≤
C
∣∣∣ln |x̂− ξ|∣∣∣
|x− ξ|n+k−2b

F (|x− ξ|). (23)

Дiйсно, запишемо iнтеграл Ex(t, τ, x, ξ) у
виглядi суми

Ex =

∫
|x−y|≤r

e−ε|x−ŷ|
q

ln

(
1

|x− y|

)
×

×|x− y|−(n+k−2b)ω(|y − ξ|)
|y − ξ|n

dy+

+

∫
|x−y|>r

e−ε|x−ŷ|
q

ln

(
1

|x− y|

)
×

×|x− y|−(n+k−2b)ω(|y − ξ|)
|y − ξ|n

dy ≡ E1 + E2,
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де r =
|x− ξ|

2
< 1. У iнтегралi E1, очевидно,

|y − ξ| ≥ r, тому

E1 ≤ 2n
ω(r)

rn
ρn

r∫
0

e−ερ
q

ln
1

ρ
·ρ−(n+k−2b)ρn−1dρ ≤

≤ Cn
ω(r)

2n

r∫
0

ln
1

ρ
· ρ2b−k−1dρ = cn

ω(r)

2n
×

×

ln ρ · ρ2b−k|r0 −
r∫

0

ρ2b−|k|+1dρ

 .
Звiдси отримаємо

E1 ≤ Cnω(|x− ξ|)|x− ξ|−(n+|k|−2b) ln
1

|x− ξ|
.

В iнтегралi E2 маємо, що ln 1
|x−y| < ln 1

|x−ξ| ,
бо |x− y| > r. За цiєї нерiвностi отримуємо

E2 ≤ ln
1

|x− ξ|

∫
En

e−ε|x̂−y|
q |x− y|−(n+k−2b)×

×ω(|y − ξ|)|y − ξ|−ndy.

Останнiй iнтеграл оцiнено в лемi 2, а саме

E2 ≤ C ln
1

|x− ξ|
· |x− ξ|−(n+|k|−2b)×

×max{F (|x− ξ|), ω(|x− ξ|γk)},

де γk =
1

n
(n+ |k| − 2b), (|k| < 2b).

Отже, нерiвнiсть (22) встановлена. Також
зазначимо, що для iнтеграла

Eξ =

∫
En

e−ε|y−ξ|
q |ln |y − ξ||ω(|y − ξ|)×

×|y − ξ|−n|x− y|−(n+|k|−2b)dy
справджується нерiвнiсть, що для E2.

З оцiнок iнтегралiв Ex, Eξ випливає, що

|Dk
xW2(t, τ, x, ξ)| ≤ C(t−τ)−1|x−ξ|−(n+|k|−2b)×

×F (|x− ξ|) |ln |x− ξ|| e−c2|x̂−ξ|q ,

(|k| < 2b, n+ |k| > 2b).

Тобто порядок особливостi молодших похi-
дних Dk

xW2(t, τ, x, ξ) в конструкцiї Z2 = G2−
W2 менший, нiж похiдних функцiї Грiна при
Dk
xG2 i цi похiднi сумовнi.
Нехай в Dk

xW2 маємо, що n+ |k| = 2b.
Тодi з нерiвностей (8) i (14) випливає, що

необхiдно оцiнити iнтеграл

It ≡
t∫

τ

dβ

t− β

∫
En

ln
1

|x− y|
e−c|x̂−y|

q

ω(|y − ξ|)×

×|y−ξ|−ne−c|ŷ−ξ|qdy =

t∫
τ

dβ

t− β

∫
|x−y|≤r

e−c|x̂−y|
q×

× ln
1

|x− y|
ω(|y − ξ|)
|y − ξ|n

e−c|ŷ−ξ|
q

dy+

+

t∫
τ

dβ

t− β

∫
|x−y|>r

e−c1|x̂−y|
q

ln
1

|x− y|
×

×ω(|y − ξ|)
|y − ξ|n

e−c|ŷ−ξ|
q

dy ≡ I1 + I2.

В iнтегралi I2 внутрiшнiй iнтеграл вище
оцiнено, нiж E1. Замiнимо в I2 порядок iн-
тегрування, тодi пiдiнтегральна функцiя до-

множиться на ln
(t− τ)α/2b

|x− y|
пiсля iнтегрува-

ння по аргументу β. В результатi отримаємо
нерiвнiсть

I1(t, τ, x, ξ) ≤ Cω(|x− ξ|)×

× ln2 |x− ξ|e−c1|x−ξ|q . (24)

Оскiльки в I2 маємо, що |x − y| ≥ r, то

ln
1

|x− y|
≤ ln

1

|x− ξ|

I2 ≤
t∫

τ

e
−c1

(
r

(τ−β)α/2b

)q
t− β

dβ×

×ω1

(
(t− τ)

α
2b

) ∫
|x−y|>r

e−c1|ŷ−ξ|
q×

× ln
1

|x− y|
ω2(|y − ξ|)
|y − ξ|n

dy.
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За лемою 2 внутрiшнiй iнтеграл не пере-

вищує
(

ln
1

|x− ξ|
+ 1

)
, тому приходимо до

нерiвностi

I2(t, τ, x, ξ) ≤ Cω1

(
(t− τ)

α
2b

)
×

× ln2 |x− ξ|e−c1|x̂−ξ|q . (25)
Другий доданок з нерiвностi (22) є iнте-

грал

Iτ =

t∫
τ

dβ

β − τ

∫
e−c|x̂−y|

q×

× ln
1

|x− y|
ω(|y − ξ|)
|y − ξ|n

e−c|ŷ−ξ|
q

dy,

якщо не перевищує

Iτ ≤
t∫

τ

ω1(β − τ)α/2b

β − τ
dβ

∫
e−c1|x̂−y|

q×

× ln
1

|x− y|
ω2(|y − ξ|)
|y − ξ|n

dy ≤

≤ CF1(t− τ)
α
2b

(
ln

1

|x− ξ|
+ 1

)
. (26)

З нерiвностей (24)–(26) отримуємо оцiн-
ку (12). Значно простiше оцiнюються похi-
днi Dk

xW2 для |k|+n < 2b. Також вiдзначимо,
що оцiнка похiдних Dk

xW1(t, τ, x, ξ) проводи-
ться аналогiчно, але Dk

xG1(t, x− ξ, ξ) (згiдно
з нерiвностями (8)) має меншу сумовну осо-
бливiсть при t = τ , нiж Dk

xG2, що спрощує
виведення нерiвностей (10)–(13).

Важливiсть для застосування оцiнок по-
хiдних потенцiалiв W1(t, x, ξ) в конструкцiї
компонент Z1, Z2 ФРЗК полягає в тому,
що вони при умовi на модуль неперервностi
коефiцiєнтiв мають меншу сумовну особли-
вiсть, нiж функцiя Грiна рiвнянь з сталими
коефiцiєнтами.

§2. Задача Дiрiхле i Неймана для
пiвпростору

У областi Π = (0,∞)×En−1 × (0,∞) роз-
глянемо крайовi задачi для рiвняння з похi-
дною Кануто

Dα
t u ≡

∂αu

∂tα
− u(0, x)

Γ(1− α)tα
=

= ∆xu+ f(t, x), (27)

u|t=0 = u(x), (28)

u|xn=0 = µ(t, x′), (29)

Dxnu|xn=0 = g(t, x′), (30)

де ∆x – оператор Лапласа ∆ =
n∑
i=1

∂α

∂xαi
,

α(0, 1),
∂α

∂tα
– дробова похiдна Лiувiлля Рi-

мана:
∂αu

∂tα
=

1

Γ(1− α)

∂

∂t

t∫
0

u(τ, x)(t−τ)−αdτ .

Згiдно з теоремою 1 [6] компоненти фун-
кцiї Грiна G1(t, x), G2(t, x) задачi Кошi (27),
(28) визначаються формулами

G1(t, x) =

= L−1p

pα−1
∞∫
0

e−p
ατG0(τ, x)dτdp

 , (31)

G2(t, x) = D1−α
t G1(t, x) =

= L−1p


∞∫
0

e−p
ατG0(τ, x)dτ

 dp,

де G0(t, x) =
1

(2
√

Πt)n
e−

|x|2
ut – функцiя Грiна

задачi Кошi для рiвняння теплопровiдностi
ut = ∆u, L−1p – оператор оберненого пере-
творення Лапласа.

Iз формул (31) випливає, що G1(t, x),
G2(t, x) похiднi, наприклад, по аргументу
xn, а похiднi неперервнi.

Припустимо, що функцiї f(t, x), µ(t, x′),
...(t, x′) – неперервнi по t i по x належать
класу DimC(ω)

x .
Продовживши f(t, x), φ(x) по xn ..... чи-

ном при xn < 0, розв’язок задачi Кошi (27),
(28) отримаємо у виглядi

uЗК =

∫
E+
n

[G1(t, x− ξ)−G1(t, x
′ − ξ′, xn + ξn)]×

×φ(ξ)dξ +

t∫
0

dτ

∫
E+
n

[G2(t− τ, x− ξ)−
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−G2(t− τ, x′ − ξ′, xn + ξn)] f(τ, ξ)dξ ≡
≡ [G−1 ]× φ+ [G−2 ]××f. (32)

Ця функцiя uЗК, як i для випадку кла-
сичного рiвняння теплопровiдностi [2], задо-
вольняє нулеву умову Дiрiхле

u|xn=0 = 0. (33)

Покажемо, що розв’язок задачi Дiрiхле
(27)–(29) з крайовою функцiєю µ(t, x′) ви-
значається формулою

u(t, x) = [G1]×φ+ [G2]××f +V (t, x), (34)

де V (t, x) = −2

t∫
0

dτ

∫
En−1

G′2xn(t− τ, x− ξ)×

×µ(τ, ξ′)dξ. (35)

На основi зв’язку G2(t, x) = D1−α
t G1(t, x)

[6, с. 108] маємо, що Dα
t (G2××µ) = Dt(G1×

×µ), тому при xn > 0

(Dα
t −∆x)V = (Dα

t −∆x)G
′
2xn
××µ =

∂

∂xn
(Dα

t −∆x)G2 ××µ = 0,

тобто v(t, x) – розв’язок вiдповiдного однорi-
дного рiвняння (27), а сума в (34) задоволь-
няє неоднорiдне рiвняння.

Щоб встановити граничне спiввiдношен-
ня (29) для u(t, x) необхiдно довести, що
lim
xn→0

v(t, x) = µ(t, x′). На основi теореми 1 [6,

с. 102] для функцiї G2(t, x), яка визначена
формулою (31), дiстаємо таке зображення i
оцiнки похiдної G′xn(t, x):

G′2xn(t, x) =
1

2πi

∫
Ca

eptdp

∞∫
0

e−p
ατ (−xn)

2τ
×

× e−
|x|2
4τ

(2
√
πτ)n

dτ,

|DxnG2(t, x)| ≤

≤ C

{
t−1|x|−nxne−c|x̂|

q
, |x̂| < 1,

t−1−
αn
2 xne

−c|x̂|q , |x̂| ≥ 1,
(36)

де x̂ = xt−
α
2 , q =

2

2− α

Iнтеграл v(t, x) запишемо у виглядi суми

v(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
En−1

∂

∂xn
G2(t− τ, x− ξ′)×

×[µ(τ, ξ′)− µ(τ, x′)]dξ′ +

t∫
0

dτ

∫
En−1

G′2xn×

×µ(τ, x′)dξ′ ≡ H +R(t, x). (37)

У iнтегралi R(t, x), який є згорткою, ви-
конаємо iнтегрування по ξ′ i скристаємось
рiвностями∫

En−1

G0(t, ξ
′)dξ′ =

∫
En−1

e−
|ξ′|2
t

(2
√
πt)n−1

dξ = 1,

∞∫
0

e−p
ατ−x

2
n

4τ

2
√
πτ

dτ =
ep

α
2 xn

2
√
pα
.

Тодi будемо мати

R(t, x) =

t∫
0

L−1p

{(
e−p

α
2 xn

2
√
p
α
2

)′
xn

}
µ(τ, x′)dτ =

=

t∫
0

L−1p

(
e−p

α
2 xn
)
f(τ, x′)dτ.

Згортку
t∫

0

f(t−τ)y(τ)dτ можна предста-

вити у виглядi iнтеграла Лапласа
t∫

0

f(t−τ)y(τ)dτ = L−1p

{
f̃(p) · g̃(p)

}
, f̃ = Lf.

Тому дiстаємо, що

R(t, x) = L−1p

{
e−p

α
2 xn f̃1(p, x

′)
}

=

=
1

2πi

∫
Ca

ept−p
α
2 xnµ̃(p, x′)dp.

Якщо µ(t, x′) по змiннiй t оригiнал, то

lim
xn→0

R(t, x) =
1

2πi

∫
Ca

eptµ̃(p, x′)dp =
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= µ(t, x′). (38)

Залишилось довести, що iнтеграл H(t, x)
в формулi (37) при xn → 0 прямує до нуля.
Справдi, маємо

H(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
|x′−ξ′|<(t−τ)

α
2

G′xn [µ(τ, ξ′)−

−µ(τ, x′)]dξ′ +

t∫
0

dτ

∫
|x′−ξ′|≥(t−τ)

α
2

G′xn [µ(τ, ξ′)−

−µ(τ, x′)]dξ′ = H1 +H2.

За припущенням |µ(τ, x′) − µ(τ, ξ′)| ≤
ω(|x′ − ξ′|), при чому ω(h) ≤ ω1(h)ω2(h),
де модулi ωi(h) неспаднi i Fi(h) =
h∫

0

ωi(τ)τ−1dτ < ∞, i = 1, 2. Користуючись

першою нерiвнiстю в (36) для G′xn(t, x) зна-
ходимо

|H1| ≤ C

t∫
0

ω1

(
(t− τ)

α
2

)
t− τ

dτ×

×
∫

|x′−ξ′|≤(t−τ)
α
2

ω2(|x′ − ξ′|)xn
|x− ξ′|n

×

×e
−c
(

|x′−ξ′|

(t−τ)
α
2

)q
dξ′ · |µ|ω. (39)

В iнтегралi по ξ′ перейдемо до сферичної
системи координат i t−τ = β

2
α , будемо мати

|H1| ≤ Cα

t
α
2∫

0

ω1(β)

β
dβ

 δ∫
0

ω2(ρ)ρn−2xn
(x2n + ρ2)n

dρ+

+

∞∫
δ

ω2(ρ)ρn−2xn
(x2n + ρ2)n

e−( ρβ )
q

dρ

 .
Далi, беручи до уваги нерiвностi

δ∫
0

ω2(ρ)ρn−2xn
(x2n + ρ2)n

dρ ≤
δ∫

0

ω2(ρ)

ρ
dρ = F2(δ);

∞∫
δ

ω2(ρ)ρn−2xn
(x2n + ρ2)n

e−( ρβ )
q

dρ ≤ 2
ω(δ)xn
δ
×

×
∞∫
δ

dρ

x2n + ρ2
= 2

ω(δ)xn
δ

.....tg
δ

xn
,

приходимо до оцiнки

|H1| ≤ C1F1

(
T
α
2

)
F2(δ) + C2

ω2(δ)

δ
xn. (40)

У iнтегралi H2, пiдiнтегральну функцiю
якого позначимо через Φ(t, τ, x, ξ), |x′− ξ′| ≥
(t − τ) α

2
, тому за другою нерiвнiстю iз (36)

знаходимо

|Φ(t, τ, x, ξ′)| ≤ C(t− τ)−
αn
2
−1e

−c
(

|x−ξ|

(t−τ)
α
2

)q
×

×ω(|x′ − ξ′|)xn.
Використовуючи нерiвностi |z|me−ε|z|q ≤

const, ω(λ|x|) ≤ (1 + λ)ω(|x|), λ > 0, для Φ
отримуємо оцiнку

|Φ(t, τ, x, ξ′)| ≤ Cεω1

(
(t− τ)

α
2

)
(t− τ)−1×

×ω2(|x′ − ξ′|)|x− ξ′|−nxne−(c−ε)|x̂−ξ
′|q . (41)

Отже, для Φ правильна така ж нерiвнiсть
як в iнтегралi H1. Тому i для H2 справ-
джується нерiвнiсть (40). Нехай тепер ε >

0 – довiльне число, F2(δ) =

δ∫
0

ω2(τ)τ−1dτ

збiжний, тому iснує δ0(ε) > 0 таке, що
C1F2

(
T
α
2

)
F2(δ) < ε/2 при 0 < δ < δ0,

оскiльки xn → 0, то знайдеться δ1(ε) > 0 та-
ке, що C2ω2(δ)δ

−1xn < ε/2 при 0 < xn < δ1.
Отже, |H(t, x)| < ε для 0 < xn < min{δ0, δ1},
а це означає, що lim

xn→0
H(t, z) = 0.

Зауважимо, що для iнтегралаH правиль-
на нерiвнiсть

|H| ≤ C

t∫
0

dτ

t− τ
×

×

 (t−τ)
α
2∫

0

ω(ρ)

ρ
e
−
(

ρ

(t−τ)
α
2

)q
+ω((t−τ)

α
2 )

 |M |ω ≤
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≤ CF
(
T
α
2

)
(µ)ω, (42)

де Φ(h) =

h∫
0

F (τ)τ−1dτ , Φ(h) ≤ F1(h)F2(h).

Виконуючи iнтегрування по ξ′ в iнтегралi
R(t, x) отримуємо

|R(t, x)| ≤ C

t∫
0

xn
e
−
(

xn

(t−τ)
α
2

)q
(t− τ)

α
2
dτ×

×
∫

En−1

G0(τ, x
′ − ξ′)dξ′ sup

Π
|µ| ≤

≤ C|µ|cxn

t∫
0

e
−
(

xn

(t−τ)
α
2

)q
(τ)

α
2

dτ ≤ C|µ|c. (43)

Теорема 2 (про коректнiсть). При-
пустимо, що в задачах (27)–(30) функцiї
належать класам φ ∈ C(ω)(E+

n ), f ∈
C(ω+)(Π+), µ ∈ C(ω)(Π), g ∈ C(ω)(Π), тодi
розв’язок задачi Дiрiхле (27)–(29) визнача-
ється формулою (34) i задовольняє нерiв-
нiсть

|Dk
xu(t, x)| ≤ Ck

(
t−α

|k|
2 |φ|ωφ + |f |ωf+

+x−k+n |µ|ωµ
)
, (k ≤ 2). (44)

Розв’язок задачi Неймана (27), (28), (30)
є сума потенцiалiв

u(t, x) =

∫
E+
n

[G1(t, x− ξ)+

+G1(t, x
′ − ξ′, xn + ξn)]φ(ξ)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
E+
n

[G2(t− τ, x− ξ)+

+G2(t− τ, x′ − ξ′, xn + ξn)]f(τ, ξ)dξ−

−2

t∫
0

dτ

∫
En−1

G2(t− τ, x− ξ′)g(τ, ξ′)dξ′, (45)

для похiдних якої справджуються вiдповiд-
нi нерiвностi, де модулi неперервностi задо-
вольняють умови

h∫
0

ωφ(δ) + ωf(δ)

τ
dτ <∞, ω(h) ≤ ω1(h), ω2(h),

Fi(h) =

h∫
0

ωi(τ)

τ
dτ <∞, (i = 1, 2).
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