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ПРО СПIВВIДНОШЕННЯ МIЖ МАКСИМАЛЬНИМИ ЧЛЕНАМИ
ДВОХ ЦIЛИХ РЯДIВ ДIРIХЛЕ ТА ВЛАСТИВОСТI ТЕЙЛОРОВИХ

КОЕФIЦIЄНТIВ ЦIЛИХ ФУНКЦIЙ

Встановлено зв’язок мiж зростанням максимальних членiв двох цiлих рядiв Дiрiхле. Отри-
маний результат застосовано до узагальнення теорем Реньї про лакунарнiсть степеневого
розвинення цiлої функцiї.

A relation between the growth of the maximal terms of two entire Dirichlet series is established.
The obtained result is applied to the generalisation of Renyi theorems on the lacunarity of power
development of entire function.

1. Вступ. Ще в 1899 р. Е. Фабрi [1] довiв,
що якщо степеневий ряд φ(z) =

∑∥
k=0 φkz

nk

має радiус збiжностi R ∈ (0, +∥) i lim
k→∥

k/nk =

0, то функцiя φ не продовжується аналiти-
чно через коло {z : |z| = R}. Цей результат
можна сформулювати в дещо iншому вигля-
дi. Для аналiтичної в крузi {z : |z| < R}
функцiї

f(z) =

∥∑
n=0

anz
n, z = reiθ, (1)

через Z0(n) позначимо кiлькiсть рiвних ну-
левi коефiцiєнтiв aj, для яких j ≤ n. Тодi
якщо

lim
n→∥

Z0(n)/n = 1, (2)

то функцiя f не продовжується аналiтично
через коло {z : |z| = R}. Якщо умова (2) ви-
конується, то кажуть, що ряд (1) має лакуни
Фабрi.

Як зазначила К. Реньї [2], Д. Пойа в усно-
му повiдомленнi П. Ердешу висловив гiпо-
тезу про те, що степеневi розвинення цiлої
трансцендентної функцiї f в околi двох рi-
зних точок z = a i z = b не можуть мати
одночасно лакуни Фабрi, тобто, якщо a ̸= b
i

f(z) =

∥∑
n=0

fn(a)

n!
(z − a)n =

∥∑
n=0

fn(b)

n!
(z − b)n,

(3)

а Za(n) i Zb(n) - кiлькiсть рiвних нулевi
елементiв множин {f(a), f ′(a), . . . , fn(a)} i
{f(b), f ′(b), . . . , fn(b)} вiдповiдно, то рiвностi

lim
n→∥

Za(n)/n = 1, lim
n→∥

Zb(n)/n = 1

не можуть виконуватись одночасно.
Зауваживши, що досить розгянути випа-

док, коли a = 0, b = 1 i коефiцiєнти степне-
вих розвинень (3) є дiйсними, К. Реньї [2]
показала, що гiпотеза Пойа є правильною,
довiвши таке твердження.

Теорема А Для кожної трансцендентної
функцiї

lim
n→∥

(Z0(n) + Z1(n))/n ≤ 1. (4)

Пiзнiше А. Реньї i К. Реньї [3], узагальню-
ючи теорему А, довели наступне тверджен-
ня.

Теорема Б Нехай

f(z) =

∥∑
n=0

anz
n =

∥∑
n=0

bn(z − 1)n (5)

- цiла трансцендентна функцiя, а

g(z) =

∥∑
n=0

cnz
n (6)

- довiльна цiла функцiя. Через S0(n) i
S1(n) позначимо кiлькiсть тих iндексiв k ≤
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n, для яких вiдповiдно |ak| ≤ |ck| i |bk| ≤ |ck|.
Тодi, якщо ϱ[g] < ϱ[f ], де ϱ[g] i ϱ[f ] - порядки
функцiй g i f вiдповiдно, то

lim
n→∥

(S0(n) + S1(n))/n ≤ 1 + 2ϱ[g]/ϱ[f ]. (7)

Мета запропонованої нами замiтки - по-
казати, що в (7) замiсть ϱ[g] i ϱ[f ] можна
поставити нижнi порядки l[g] i l[f ]. Для цьо-
го нам буде потрiбним одне спiввiдношення
мiж максимальними членами двох цiлих ря-
дiв Дiрiхле.

2. Зв’язок мiж зростанням макси-
мальних членiв двох цiлих рядiв Дiрi-
хле. Отже, нехай  L = (ln) – зростаюча до
+∥ послiдовнiсть невiд’ємних чисел, а ряд
Дiрiхле

F (s) =

∥∑
n=0

an exp (sln), s = σ + it. (8)

має абсцису абсолютної збiжностi σa =
+∥, тобто є цiлим. Приймемо M(σ, F ) =
= sup{|F (σ + it)| : t ∈ R}, σ < A, i не-
хай µ(σ, F ) = max{|an| exp (σln) : n ≥ 0}
– максимальний член ряду (8), а ν(σ, F ) =
max{n : |an| exp (σln) = µ(σ, F )} – його цен-
тральний iндекс.

Через L позначимо клас додатних непе-
рервних на (−∞,+∞) функцiй α таких, що
α(x) = α(x0) для −∞ < x ≤ x0 i α(x) ↑ +∞
при x0 ≤ x → +∞. Будемо говорити, що
α ∈ L0, якщо α ∈ L i α((1 + o(1))x) =
(1 + o(1))α(x) при x→ +∞.

Для α ∈ L i β ∈ L узагальненими αβ-
порядком i нижнiм αβ-порядком додатної
для σ ≥ σ0 функцiї Q(σ) називаються вiд-
повiдно величини

ϱαβ[Q] = lim
σ→+∞

α(Q(σ))

β(σ)
,

lαβ[Q] = lim
σ→+∞

α(Q(σ))

β(σ)
.

Теорема 1. Якщо β(ln x) ∈ L0, а ряди Дiрi-
хле (8) i G(s) =

∑∥
n=0 cn exp (sln) є цiлими,

то рiвносильним є такi твердження:

а) iснує число q ∈ (1,+∥) таке, що

lim
σ→+∞

(ln µ(β−1(qσ), G)−ln µ(β−1(σ), F )) < +∥;

(9)
б) iснує функцiя α ∈ L така, що

lαβ[ln µ(·, G)] < lαβ[ln µ(·, F )];
в) iснує функцiя γ ∈ L така, що

ϱγβ[ln µ(·, G)] < ϱγβ[ln µ(·, F )].
Доведення. Досить довести, рiвно-

сильнiсть тверджень а) та б) i тверджень а)
та в). Почнемо з тверджень а) та б). Припу-
стимо, що iснує число q ∈ (1,+∥) таке, що
виконується (9), але (вiд супротивного) для
кожної функцiї α ∈ L

lim
σ→+∞

α(ln µ(σ,G))

β(σ)
≥ lim

σ→+∞

α(ln µ(σ, F ))

β(σ)
.

(10)
Виберемо ¶(σ) = ln µ(σ, F ). Тодi функцiя

¶ є неперервною, додатною i зростаючою до
+∥ на [σ0, +∥) i, якщо α(x) = β(¶−1(x)), то
α ∈ L, а з (10) маємо

lim
σ→+∞

β(¶−1(ln µ(σ,G)))

β(σ)
≥

≥ lim
σ→+∞

β(¶−1(ln µ(σ, F )))

β(σ)
= 1,

тобто для кожного ε ∈ (0, 1) i всiх σ ≥ σ0(ε)

ln µ(σ,G) ≥ ¶(β−1((1− ε)β(σ)) =
= ln µ(β−1((1− ε)β(σ)), F ).

Тому для будь-якого q > 1 i ε = (q − 1)/(2q)
маємо [4, c. 182]

ln µ(β−1(qσ), G)− ln µ(β−1(σ), F )) ≥
≥ ln µ(β−1((q + 1)σ/2), F )− ln µ(β−1(σ), F ))

=

β−1((q+1)σ/2)∫
β−1(σ)

lν(x,F )dx ≥

l(ν(β−1(σ),F ))(β
−1((q + 1)σ/2)− β−1(σ))→ +∥

(11)
при σ → +∥ за умови β−1(cσ) − β−1(σ) ≥
h(c) > 0 для кожного c > 1 i всiх σ ≥ σ0.

Припустимо, вiд супротивного, що iснує
c > 1 таке, що для кожного ε > 0 iснує зро-
стаюча до +∥ послiдовнiсть (σk), для якої
β−1(cσk) − β−1(σk) < ε. Приймемо xk =
exp{β−1(σk)}. Тодi cβ(ln xk) ≤ β(ln xk +
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ε) = β(ln (eεxk)), тобто з огляду на умову
β(ln x) ∈ L0, як доведено в [5],

c ≤ lim
x→+∞

β(ln (eεx))

β(ln x)
= A(ε)→ 1, ε→ 0,

що неможливо. Тому правильне спiввiдно-
шення (11), яке суперечить (9), i отже, з а)
випливає б).

Доведемо, що б) випливає а). Припусти-
мо спочатку, що lαβ[ln µ(·, F )] < +∥. То-
дi для кожного ε ∈ (0, (lαβ[ln µ(·, F )] −
lαβ[ln µ(·, G)])/2) згiдно з означенням ни-
жнього αβ-порядку маємо

α(ln µ(σ, F )) ≥ (lαβ[ln µ(·, F )]− ε)β(σ)

для всiх σ ≥ σ0 i

α(ln µ(σk, G)) ≤ (lαβ[ln µ(·, G)] + ε)β(σk)

для деякої зростаючою до +∥ послiдовностi
(σk). Тому, якщо

q =
lαβ[ln µ(·, F )]− ε
lαβ[ln µ(·, G)] + ε

, (12)

то q > 1 i, якщо приймемо tk = β(σk)/q, то

ln µ(β−1(qtk), G) ≤ α−1((lαβ[ln µ(·, G)]+ε)qtk)

i

ln µ(β−1(tk), F ) ≥ α−1((lαβ[ln µ(·, F )]− ε)tk),

звiдки випливає, що ln µ(β−1(qtk), G) −
ln µ(β−1(tk), F ) ≤ 0, тобто правильна нерiв-
нiсть (9) з q > 1, визначеним в (12).

Якщо lαβ[ln µ(·, F )] = +∥, то матимемо
ln µ(β−1(tk), F ) ≥ α−1(Ktk) для будь-якого
K > 0 i всiх k ≥ k0, тобто в результатi отри-
маємо (9) для будь-якого q > 1. Першу ча-
стину теореми 1 доведено.

Доведемо її другу частину. Припустимо
спочатку що для деякого q > 1 виконується
(9), але для кожної функцiї γ ∈ L

lim
σ→+∞

γ(ln µ(σ,G))

β(σ)
≥ lim

σ→+∞

γ(ln µ(σ, F ))

β(σ)
.

(13)
Виберемо ¶(σ) = ln µ(σ,G) i приймемо

γ(x) = β(¶−1(x)). Тодi γ ∈ L, а з (13) отри-
муємо

lim
σ→+∞

β(¶−1(ln µ(σ, F )))

β(σ)
≤ 1,

тобто для кожного ε > 0 i всiх σ ≥ σ0(ε)

ln µ(σ, F ) ≤ ¶(β−1((1 + ε)β(σ)) =
= ln µ(β−1((1 + ε)β(σ)), G).

Тому для будь-якого q > 1 i ε = (q − 1)/2,
як у доведеннi першої частини, маємо

ln µ(β−1(qσ), G)− ln µ(β−1(σ), F )) ≥
≥ ln µ(β−1(qσ), G)− ln µ(β−1((1 + ε)σ), G) =

=

β−1(qσ)∫
β−1((q+1)σ/2)

lν(x,G)dx ≥ l(ν(β−1((q+1)σ/2),G))×

×(β−1((q + 1)σ/2)− β−1(σ))→ +∥

при σ → +∥, що неможливо, i отже, з а)
випливає в).

Доведемо, що в) випливає а). Припуска-
ючи, що ϱγβ[ln µ(·, F )] < +∥ для кожного
ε ∈ (0, (ϱγβ[ln µ(·, F )] − ϱγβ[ln µ(·, G)])/2) за
означенням γβ-порядку маємо

ln µ(β−1(qσ), G) ≤ γ−1((ϱγβ[ln µ(·, G)]+ε)qσ)

для всiх qσ ≥ σ0 i

ln µ(β−1(tk, F )) ≥ γ−1((ϱγβ[ln µ(·, F )]− ε)tk)

для деякої зростаючою до +∥ послiдовностi
(tk). Тому, якщо приймемо

q =
ϱγβ[ln µ(·, F )]− ε
ϱγβ[ln µ(·, G)] + ε

, (14)

то q > 1 i ln µ(β−1(qtk), G) −
ln µ(β−1(tk), F ) ≤ 0, тобто правильна
нерiвнiсть (9) з q > 1, визначеним в (14).

Якщо lαβ[ln µ(·, F )] = +∥, то, як вище,
отримаємо (9) для будь-якого q > 1. Теоре-
му 1 повнiстю доведено.

Зауваження 1. Зрозумiло, що якщо спiввiд-
ношення (9) виконується для деякого q >
1, то воно є правильним i для q1 < q.
Тому з огляду на довiльнiсть ε з (12) i
(14) випливає, що якщо за умови б) спiв-
вiдношення (9) виконується для кожного

q ∈
(

1,
lαβ[ln µ(·, F )]

lαβ[ln µ(·, G)]

)
, а за умови б) - для

кожного q ∈
(

1,
ϱγβ[ln µ(·, F )]

ϱγβ[ln µ(·, G)]

)
.
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2. Узагальнення теореми Б. Для цi-
лої функцiї (1) нехай Mf(r) = max{|f(z)| :
|z| = r}, а µf(r) = max{|an|rn : n ≥ 0} -
максимальний член ряду (1). Узагальнени-
ми α-порядком i нижнiм α-порядком (α ∈ L)
будемо називати вiдповiдно величини

ϱα[f ] = ϱα[ln Mf ] = lim
r→+∞

α(ln Mf(r))

ln r
,

lα[f ] = lα[ln Mf ] = lim
r→+∞

α(ln Mf(r))

ln r
.

Якщо тут замiсть ln Mf(r) поставимо
ln µf(r), то отримаємо вiдповiдно ϱα[ln µf ]
i lα[ln µf ], а якщо в рядi (1) зробимо замiну
z = es, то отримаємо цiлий ряд Дiрiхле (8),
i оскiльки σ = ln r, то µf(r) = µ(ln r, F ). То-
му, якщо β(x) = x для x ≥ x0, то з теореми
1 випливає таке твердження.

Наслiдок 1. Для цiлих функцiй (5) i (6) рiв-
носильними є такi твердження:

а) iснує число q ∈ (1,+∥) таке, що

lim
r→+∞

(ln µ(rq, g)− ln µ(r, f)) < +∥; (15)

б) iснує функцiя α ∈ L така, що
lα[ln µg] < lα[ln µf ];

в) iснує функцiя γ ∈ L така, що
ϱγ[ln µg] < ϱγ[ln µf ].

Зауваження 2. Як видно зi зауваження 1,
за умови в) наслiдку 1 (15) виконуться для

кожного q ∈
(

1,
lα[ln µf ]

lα[ln µg]

)
, а за умови б) -

для кожного q ∈
(

1,
ϱγ[ln µf ]

ϱγ[ln µg]

)
.

Теорему Б узагальнює наступна теорема.

Теорема 2. Нехай α(ln x) ∈ L, а функцiї f ,
g, S0(n) i S1(n) такi, як у теоремi Б. Тодi,
якщо ϱα[g] < +∥ i lα[f ] > 0 , то

lim
n→∥

S0(n) + S1(n)

n
≤ 1+2 min

{
lα[g]

lα[f ]
,
ϱα[g]

ϱα[f ]

}
.

(16)

Доведення. В [3] доведено, що за умови
а) наслiдку 1 правильна нерiвнiсть

lim
n→∥

(S0(n) + S1(n))/n ≤ 1 + 2/q. (17)

З iншого боку, оскiльки для кожної цiлої
функцiї f правильнi нерiвностi
µf(r) ≤Mf(r) i

Mf(r) ≤
∥∑

n=0

|an|rn =
∥∑

n=0

|an|(2r)n2−1 ≤

≤ 2µf(2r),

а α(ln x) ∈ L, то lα[f ] = lα[ln µf ], ϱα[f ] =
ϱα[ln µf ] i, зрозумiло, lα[g] = lα[ln µg],
ϱα[g] = ϱα[ln µg]. Тому, якщо lα[g] < lα[f ],
то виконується умова б) наслiдку 1 i, отже,
нерiвнiсть (15) з q ∈ (1, lα[f ]/lα[g]). З огляду
на довiльнiсть q з (17) отримуємо

lim
n→∥

(S0(n)+S1(n))/n ≤ 1+2lα[g]/lα[f ]). (18)

Зауважимо, що завжди lim
n→∥

(S0(n) +

S1(n))/n ≤ 2, тобто нерiвнiсть (18) є три-
вiальною, якщо lα[g] ≤ lα[f ].

Якщо ж ϱα[g] < ϱα[f ], то виконується
умова в) з γ(x) = α(x) наслiдку 1 i, отже,
нерiвнiсть (15) з q ∈ (1, ϱα[f ]/ϱα[g]), звiдки,
як вище, отримуємо

lim
n→∥

(S0(n) + S1(n))/n ≤ 1 + 2ϱα[g]/ϱα[f ]).

(19)
Нерiвнiсть (16) випливає з (18) i (19). Те-

орему 2 доведено.

Зауваження 3. З теореми 2 випливає, що
якщо або lα[g] = 0 i lα[f ] > 0, або ϱα[g] < +∥
i ϱα[f ] = +∥, то

lim
n→∥

S0(n) + S1(n)

n
≤ 1. (20)

Зауваження 4. Якщо виберемо α(x) = ln x
для x ≥ x0, то ϱα[f ] = ϱ[f ] є порядком
функцiї f , а lα[f ] = l[f ] є її нижнiм по-
рядком. Тому в правiй частинi нерiвностi
(7) замiсть 1 + 2ϱ[g]/ϱ[f ] можна поставити
1 + 2 min{l[g]/l[f ], ϱ[g]/ϱ[f ]}.
Зауваження 5. Нехай, як вище, Z0(n) - кiль-
кiсть рiвних нулевi коефiцiєнтiв aj, для яких
j ≤ n, а S1(n) - кiлькiсть тих iндексiв k ≤ n,
для яких |bk| ≤ |ck|. Тодi [3], якщо виконує-
ться умова наслiдку 1, то

lim
n→∥

(Z0(n) + S1(n))/n ≤ 1 + 1/q.
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Тому, використовуючи методику доведення
теореми 2, приходимо до такого тверджен-
ня: Якщо α(ln x) ∈ L, функцiї f i g такi, як
у теоремi Б, а ϱα[g] < +∥ i lα[f ] > 0 , то

lim
n→∥

S0(n) + S1(n)

n
≤ 1+2 min

{
lα[g]

lα[f ]
,
ϱα[g]

ϱα[f ]

}
.

СПИСОК ЛIТЕРАТУРИ

1. Fabry E. Sur les series de Taylor qui out une
infinite de points singularies // Acta Math. - 1899. -
T. 22. - P. 65-77.

2. Renyi C. On a conjecture of G. Polya // Acta
Math. Acad. Sci. Hung. - 1956. - T. 7, N 2. - P. 145-
149.

3. Renyi A., Renyi C. On "small"coefficients of the
power series of entire functions // Ann. Univ. Sci.
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