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ЗАДАЧА НА ВЛАСНI ЗНАЧЕННЯ ПРИ СИНГУЛЯРНИХ НЕ
СИМЕТРИЧНИХ ЗБУРЕННЯХ

Дослiджується структура резольвенти сингулярно несиметрично збуреного оператора
скiнченного рангу, який розв’язує задачу на власнi значення.

We investigate the structure of resolvent of a singularly non-symmetric perturbed operator of
finite rank solving the problem of eigenvalues.

Вступ
Нехай у комплексному сепарабельному

гiльбертовому просторi H задано необмеже-
ний самоспряжений оператор A з областю
визначення D(A).

Оператор Ã ̸= A називається [2] (чисто)
не симетрично сингулярно збуреним вiдно-
сно A, якщо множини

D := {f ∈ D(A) ∩D(Ã)|Af = Ãf}

D∗ := {f ∈ D(A) ∩D(Ã∗)|Af = Ã∗f}

є щiльними в H. Зрозумiло, що A i Ã та
A i Ã∗ мають спiльнi симетричнi операто-
ри Ȧ := A � D = Ã � D, Ȧ∗ := A � D∗ =
Ã∗ � D∗ iз нетривiальними iндексами де-
фекту n±(Ȧ∗) = dim Ker(Ȧ∗ ± i)∗ ̸= 0 та
n±(Ȧ) = dim Ker(Ȧ± i)∗ ̸= 0. Ã називається
сингулярно не симетрично збуреним опера-
тором скiнченного рангу, якщо n±(Ȧ) =
n±(Ȧ∗) = n < ∞. Множину всiх таких опе-
раторiв позначаємо Pns (A).

Для Ã ∈ Pns (A) рiзниця резольвент
(Ã− z)−1 − (A− z)−1 = B(z), z ∈ ρ(A) ∩

ρ(Ȧ) є обмеженим оператором рангу n.
Ми дослiджуємо структуру B(z) за умо-

ви, що оператор Ã розв’язує задачу на вла-
снi значення:

Ãψi = Eiψi, Ã∗ψ∗i = Ēiψ
∗
i , Ei ∈ C,

ψi /∈ D(A), ψ∗i /∈ D(A), i = 1, 2, . . . , n (1)

для довiльно заданих комплексних чисел
Ei та довiльних ортонормованих векторiв
ψi i довiльних ортонормованих векторiв ψ∗i .
При цьому ми використовуємо резольвентну

форму задання оператора Ã ≡ An, визначе-
ну рекурентним способом:

(Ai − z)−1 = (Ai−1 − z)−1+

+b−1i (z)(·, ηi(z̄))νi(z), i = 1, . . . , n, (2)

де

A0 ≡ A,

ηi(z) := (Ai−1 − Ēi)(A
∗
i−1 − z̄)−1ψ∗i

νi(z) := (Ai−1 − Ei)(Ai−1 − z)−1ψi,

bi(z) := (Ei − z)(ψi, ηi(z̄)).

Основним результатом роботи є теорема, в
якiй встановлено формулу для коефiцiєн-
тiв bn(z) у виглядi вiдношення детермiнантiв
матриць, побудованих за наперед заданими
Ei та ψi i ψ∗i .

Попереднi вiдомостi
У випадку регулярного збурення рангу

один безпосередньо перевiряється, що опе-
ратор Ã розв’язує задачу

Ãψ = Eψ, Ã∗ψ∗ = Ēψ∗,

ψ ∈ D(A), ψ∗ ∈ D(A),

якщо вiн має вигляд

Ã = A+ α(·, ω)ϕ,

ω = (A− Ē)ψ∗,

ϕ = (A− E)ψ

α = − 1

(ψ, ω)

(
ᾱ = − 1

(ψ∗, ϕ)

)
.
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При цьому резольвента збуреного опера-
тора R̃(z) = (Ã− z)−1 є такою:

R̃(z) = R(z) + b−1(z) (·, R(z̄)ω)R(z)ϕ,

R(z) = (A− z)−1,

де

b(z) = −α−1 − (ω,R(z̄)ω) =

= (E − z) (ψ, (A− E)R(z̄)ψ∗) .

Аналогiчне зображення резольвенти має
мiсце i у випадку сингулярного збурення
рангу один (порiвн. з [7]).

Теорема 1[2] Нехай A – необмежений
самоспряжений оператор у гiльбертовому
просторi H, E ∈ C, вектори ψ ∈ H\D(A)
i ψ∗ ∈ H \D(A).

Тодi iснує єдиний сингулярно не симе-
трично збурений оператор Ã ∈ P1

s (A) рангу
один, який розв’язує задачу

Ãψ = Eψ, Ã∗ψ∗ = Ēψ∗. (3)

При цьому його резольвента R̃(z) має ви-
гляд

R̃(z) = R(z) + b−1(z) (·, η(z̄)) ν(z), (4)

де

ν(z) = (A− E)R(z)ψ, (5)
η(z) = (A− Ē)(A− z̄)ψ∗, (6)
b(z) = (E − z) (ψ, η(z̄)) . (7)

Резольвента сингулярно збуреного
оператора Мета цього пункту –довести те-
орему 2 i, зокрема, формулу (11).

Теорема 2 Нехай A – необмежений са-
моспряжений оператор з областю визна-
чення D(A) у гiльбертовому просторi H i
Ã ≡ An ∈ Pns (A) сингулярне не симетричне
збурення рангу n оператора A. Припусти-
мо, що An розв’язує задачу на власнi значе-
ння

Anψk = Ekψk, A∗nψ
∗
n = Ēnψ

∗
n, k = 1, . . . , n,

для заданих Ek ∈ C та будь-яких орто-
нормованих послiдовностей векторiв ψk, ψ∗k
таких, що

span{ψk}nk=1 ∩D(A) = {0}, (8)
span{ψ∗k}nk=1 ∩D(A) = {0}. (9)

Тодi резольвента R̃(z) ≡ Rn(z) операто-
ра Ã зображується у виглядi

Rn(z) = Rn−1(z) + b−1n (z) (·, ηn(z̄)) νn(z) (10)

де
R0(z) = (A− z)−1

та
Rn−1(z) = (An−1 − z)−1

– резольвенти вiдповiдних операторiв, по-
будованих рекурентним чином за форму-
лою (10) з

ηj(z) = (A∗j−1 − Ēj)R
∗
j−1(z̄)ψ∗j ,

νj(z) = (Aj−1 − Ej)Rj−1(z)ψj,

bj(z) = (Ej − z) (ψj, ηj(z̄)) ,

j = 1, . . . , n.

При цьому

bn(z) =
dn(z)

dn−1(z)
(11)

з d0(z) = 1, dn(z) = detMn(z), де матрицi
Mn(z) = (cij(z))ni,j=1 визначаються по Ek, ψk
та ψ∗k згiдно з формулами

cij(z) =


(Ei − z)

(
ψi, (A− Ēj)R(z̄)ψ∗j )

)
,

i ≥ j,

(Ej − z)
(
(A− Ei)R(z)ψi, ψ

∗
j )
)
,

i < j.

Доведення. По сутi треба встановити спра-
ведливiсть формули (11). Той факт, що
формула (10) визначає сингулярне збурен-
ня рангу n самоспряженого оператора A ви-
пливає з теореми 1, доведеної в [2]. Доведе-
мо формулу (11). Для цього використовує-
мо метод математичної iндукцiї. У випадку
n = 1 (див. теорему 1)

b1(z) = (E1 − z)(ψ1, η1(z̄)) ≡ d1(z)

d0(z)
≡ c11(z).

Припустимо за iндукцiєю, що для усiх
ηk, νk, k ≤ n − 1: виконуються спiввiдноше-
ння

(En − z)(ψn, ηk(z̄)) =
Mn,k

k−1(z)

dk−1
, (12)

(En − z)(νk(z), ψ∗n) =
Mk,n

k−1(z)

dk−1
, (13)
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bk(z) =
dk(z)

dk−1(z)
, 1 ≤ k ≤ n− 1,

деM i,j
k (z) – мiнор матрицiMn(z), отриманий

на перетинi k−1 перших i i-го рядкiв та k−1
перших i j-го стовпчикiв.

bn(z) = (En − z)
(
ψn, (A− Ēn)R(z̄)ψ∗n)

)
−

−(En − z)2
n−1∑
i=1

di−1(z)

di(z)
(ψn, ηi(z̄))(νi(z), ψ∗n)

= cnn(z)−
n−1∑
i=1

di−1(z)

di(z)

Mn,i
i−1(z)

di−1(z)

M i,n
i−1(z)

di−1(z)
.

Введемо такi позначення:
dp = detM,M = {cij | 1 ≤ i, j ≤ p} –

матриця розмiрностi p× p;
dm,m < p, –мiнор матрицi M , отриманий

на перетинi m перших рякiв та стовпчикiв;
di,jp , 1 ≤ i, j ≤ p}, –визначник матрицi,

отриманої з M викреслюванням j-го рядка
та i-го стовпчика.

Лема [8] Нехай M = {cij | 1 ≤ i, j ≤
k+1} – комплекснозначна матриця розмiр-
ностi (k + 1)× (k + 1).

Тодi

dk+1dk−1 = dk+1,k+1
k+1 dk,kk+1 − d

k+1,k
k+1 dk,k+1

k+1 . (14)

Зазначимо, що рiвнiсть (14) є частинним
випадком вiдомої детермiнантної тотожно-
стi Сiльвестра [3].

Застосовуючи лему n− 1 разiв до правої
частини останнього виразу, одержуємо

(En − z)(ψn, ηn(z̄)) =
dn(z)

dn−1(z)
,

що й доводить формулу (11).
Теорему 2 доведено.
Теорема 2 є узагальненням теореми 2

з [8], де Ek ∈ R та ψk = ψ∗k такi, що
span{ψk}nk=1 ∩ D(A) = {0}, i An є само-
спряженим сингулярним збуренням опера-
тора A. Для доведення випадку самоспря-
женого оператора iстотньо використовува-
лися результати робiт [1, 4, 5, 6].

Якщо Ek ∈ C \ R або ψk ̸= ψ∗k такi, що
виконуюються умови (8), (9), то An – сингу-
лярно не симетрично збурений вiдносно A i
для bn також виконується (11).
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