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ПРО ПОБУДОВУ АСИМПТОТИКИ РОЗВ’ЯЗКУ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI
ДЛЯ ЛIНIЙНОЇ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНОЇ СИСТЕМИ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ У ВИПАДКУ КРАТНОГО СПЕКТРА
ГОЛОВНОГО ОПЕРАТОРА

Запропоновано метод побудови асимптотичного розв’язку двоточкової крайової задачi для
лiнiйної сингулярно збуреної системи диференцiальних рiвнянь у випадку, коли головна ма-
триця системи має кратне значення, якому вiдповiдає елементарний дiльник тiєї ж кратностi.
Знаходяться умови iснування i єдиностi розв’язку цiєї крайової задачi i побудовано асимпто-
тику у виглядi розвинень за дробовими степенями малого параметра. З цiєю метою вико-
ристовуються результати асимптотичного аналiзу загального розв’язку лiнiйних сингулярно
збурених систем диференцiальних рiвнянь з виродженнями та елементи теорiї матриць.

It is proposed the method of constructing of asymptotic solution of the boundary-value problem
for a linear singularly perturbed system of differential equations, when the main matrix of the
system has multiple eigenvalue, which is corresponding elementary divisor of the same multiplicity.
It was obtained the conditions of the existence and uniqueness of the solution of this boundary-
value problem and its asymptotic is constructed in form of power series with fractional degrees of
a small parameter. For this purpose, it was used the results of the asymptotic analysis of a general
solution for the degenerated singular perturbed linear systems of differential equations and basic
of matrix theory.

1. Постановка задачi

У данiй статтi розглядається двоточкова
крайова задача

ε
dx

dt
= A(t, ε)x+ f(t, ε), (1)

Mx(0, ε) +Nx(T, ε) = d(ε), (2)

де t ∈ [0;T ]; ε ∈ (0; ε0] — малий дiйсний па-
раметр, x(t, ε), f(t, ε), d(ε) — вiдповiдно шу-
каний та заданi n-вимiрнi вектори ; M,N ,
A(t, ε) — квадратнi матрицi n-го порядку.

Нехай виконуються такi умови:
1◦ матриця A(t, ε) i вектор f(t, ε) допу-

скають на вiдрiзку [0;T ] рiвномiрнi асимп-
тотичнi розвинення за степенями малого па-
раметра ε:

A(t, ε) ∼
∞∑
k=0

εkAk(t), (3)

f(t, ε) ∼
∞∑
k=0

εkfk(t); (4)

2◦ коефiцiєнти розвинень Ak(t), fk(t)
нескiнченно диференцiйованi на вiдрiзку
[0;T ];

3◦ головна матриця A0(t) має при всiх
t ∈ [0;T ] єдине власне значення λ0(t) кра-
тностi n, якому вiдповiдає один n-кратний
елементарний дiльник (λ− λ(t))n;

4◦ вектор d(ε) зображається у виглядi
асимптотичного розвинення

d(ε) ∼
∞∑
k=0

εkdk,

при ε→ 0.
На сьогоднi теорiя побудови асимптотики

загального розв’язку системи (1) досить роз-
винена. Вiдомо, що першi основнi результа-
ти були отриманi на початку XX столiття в
працях Д. Бiркгофа [1], Я.Д. Тамарнiна [2].
Ними виведено асимптотичнi формули для
визначення n лiнiйно незалежних розв’язкiв
системи (1) у випадку простих коренiв хара-
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ктеристичного рiвняння

det(A0(t)− λE) = 0. (5)

Цi формули виявилися надзвичайно ефе-
ктивними. Пiзнiше з’явився iнтерес щодо
можливостi їх узагальнення на випадок кра-
тних коренiв характеристичного рiвняння
(5). Проте ця задача виявилася досить скла-
дною i довгий час вважалася нерозв’язною.
I лише в 60-х роках XX столiття у працях
М. Шкiля [3,4] було встановлено, що в разi
кратних коренiв характеристичного рiвнян-
ня (5), асимптотичнi розв’язки системи (1)
можна будувати у виглядi розвинень за дро-
бовими степенями параметра. Крiм того, бе-
ручи до уваги умову 3◦, за певних обмежень,
накладених на матрицю A1(t), всi n розв’яз-
кiв можна побудувати у виглядi розвинень
за степенями ε

1
n .

У роботах [5,6] здiйснено побудову асим-
птотики розв’язку крайових задач для ви-
роджених лiнiйних систем диференцiальних
рiвнянь, коли у системi (1) замiсть оди-
ничної матрицi при похiднiй розглядають
деяку тотожно вироджену матрицю B(t)
(detB(t) ≡ 0,∀t ∈ [0;T ]). З цiєю метою
було використано асимптотику загального
розв’язку вироджених систем. Але запропо-
нована технiка виявилася дуже громiздкою.

У данiй роботi спробуємо рацiоналiзува-
ти пiдхiд до побудови розв’язку поставленої
крайової задачi.

2. Асимптотика загального розв’язку
системи ДР

Iз умови 3◦ та теорiї асимптотичного iнте-
грування [6], випливає, що власному значен-
ню λ0(t) матрицi A0(t) вiдповiдає жорданiв
ланцюжок векторiв завдовжки n, який скла-
дається iз власного вектора φ(t) та приєдна-
них векторiв φi(t), i = 2, n, якi задовольня-
ють спiввiдношення

(A0(t)− λ0(t)E)φ(t) = 0,

(A0(t)− λ0(t)E)φi(t) = φi−1, i = 2, n, (6)

а рiвняння

(A0(t)− λ0(t)E)x = φn(t), (7)

нерозв’язне при всiх t ∈ [0;T ]. Спершу зна-
йдемо власний вектор φ(t). Тодi приєднанi
вектори виразимо формулами

φi(t) = (H(t))i−1φ(t),

i = 2, n, деH(t) — напiвобернена матриця до
матрицi A0(t)−λ0(t)E. З умови розв’язностi
рiвнянь (6) випливає тотожна рiвнiсть

(H i−1φ, ψ) ≡ 0, i = 1, n− 1,

де ψ(t) — власний вектор матрицi A∗0(t),
спряженої з A0(t). А iз нерозв’язностi рiв-
няння (7) випливає

(Hn−1φ, ψ) ̸= 0,∀t ∈ [0;T ].

Оскiльки вектор ψ(t) визначається з точнi-
стю до скалярного множника, визначимо йо-
го так, щоб

(Hn−1φ, ψ) = 1.

Тодi, взявши до уваги структуру напiвобер-
неної матрицi H(t), дiстанемо рiвнiсть

(H i−1φ, ψ) = δi,n, i = 1, 2, . . . ,

де δij — символ Кронекера.
У роботi [7, c.123] показано, що однорiдна

система рiвнянь

ε
dx

dt
= A(t, ε)x, (8)

має n лiнiйно незалежних розв’язкiв вигля-
ду

xi(t, ε) = ui(t, ε)×

× exp

(
ε−1
∫ t

t0

(λ0(τ) + λ(i)(τ, ε))

)
dτ, (9)

де ui(t, ε) — n-вимiрнi вектор-функцiї,
λ(i)(t, ε) — скалярнi функцiї, що зобража-
ються розвиненнями за дробовими степеня-
ми малого параметра. При цьому функцiя
λ(i)(t, ε) має задовольняти рiвняння розгалу-
ження

(λ(i))n +
∞∑
s=1

εsL0s+

+
∞∑
k=1

∞∑
s=1

εsLks[(λ
(i))k] = 0, (10)
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коефiцiєнти якого виражаються формулами

L0s = (L̃0sφ, ψ), s = 1, 2, . . . ,

де

L̃0s =
s∑
j=1

(−1)jP s
j (HΓ),

а
Lks[(λ

(i))k] = (L̃ks[(λ
(i))k]φ, ψ),

L̃ks =
s∑
j=0

s−j∑
r=0

(−1)rDj[(λ(i))k]P s−j
j+k,r(H,HΓ),

k = 1, 2, . . . , s = 0, 1, . . . .

Символом Pm
s,k(H,HΓ) позначено суму все-

можливих ”добуткiв” s матричних мно-
жникiв H i k операторних множникiв
HΓj1 , HΓj2 , . . . HΓjk з натуральними iнде-
ксами, сума яких дорiвнює m, де перший
множник H у всiх цих множникiв ”вiдбира-
ється”, а

Γk(t) = Ak(t)− δk,1
d

dt
, k = 1, 2, . . . .

P s
j (HΓ) утворюється аналогiчно як сума

всiх можливих ”добуткiв” операторних мно-
жникiв HΓk1 , HΓk2 , . . . HΓkj , сума iндексiв
яких дорiвнює s, вiд усiх доданкiв яких ”вi-
дбирається” перший множник H. (Причо-
му вважатимемо P s

0 (HΓ) = 0 при s > 0,
P 0
0 (HΓ) = E i аналогiчно P s

0,0(H,HΓ) = 0

при s > 0, P 0
0,0(H,HΓ) = E).

Символом Dj[λk] позначається диферен-
цiальний вираз, що являє собою суму все-
можливих ”добуткiв” k функцiй λ(t) та опе-
ратора диференцiювання D = d

dt
, причому

останнiм множником у всiх доданках цього
виразу має бути λ. Наприклад,

D2[λ2] = D2λ2 +DλDλ+ λD2λ = (λ2)′′+

+(λλ′)′+λλ′′ = 3(λλ′)′+λλ′′ = 3(λ′)2 + 4λλ′′.

У роботi [7] також показано, що ко-
ли функцiя λ(i)(t, ε) задовольняє рiвняння
розгалуження (10), то вiдповiдний вектор
ui(t, ε) зображається у виглядi формально-
го розвинення

ui(t, ε) =
n−1∑
k=0

(λ(i))kHkφ+
∞∑
s=1

εsHL̃0sφ+

+
∞∑
k=1

∞∑
s=1

εsHL̃ks[(λ
(i))k]φ. (11)

Як i у роботi [6] припустимо, що викону-
ється умова

5◦ L01(t) = −(Γ1φ, ψ) =

= −(A1φ, ψ) + (φ′, ψ) ̸= 0,∀t ∈ [0;T ].

Тодi вiдповiдно до методу дiаграм Ньютона
рiвняння розгалуження (10) має n розв’яз-
кiв, якi можна побудувати у виглядi розви-
нень за степенями µ = ε

1
n :

λ(i)(t, ε) =
∞∑
k=1

µkλ
(i)
k (t). (12)

При цьому перший коефiцiєнт цих розви-
нень має задовольняти визначальне рiвня-
ння, яке в даному випадку має вигляд

(λ
(j)
1 (t))n + L01(t) = 0, (13)

з якого, беручи до уваги умову 5◦, дiстанемо
n рiзних ненульових коренiв

λ
(j)
1 (t) = n

√
|L01|×

× exp

(
i
arg(−L01) + 2π(j − 1)

n

)
, j = 1, n.

Пiдставивши ряд (12) у рiвняння розгалу-
ження (10) i змiнивши порядок сумування у
третьому доданку, дiстанемо

∞∑
k=n

µkP k
n (λ(i)) +

∞∑
k=n

µkL0, k
n
+

+
∞∑

k=n+1

[ k−1
n

]∑
s=1

k−ns∑
j=1

µkLjs[P
k−ns
j (λ(i))] = 0, (14)

де L0, k
n

= 0, якщо k не дiлиться на n, P j
k (λ(i))

— сума всеможливих добуткiв k множникiв
λ
(i)
s1 , λ

(i)
s2 , ..., λ

(i)
sk , сума iндексiв яких дорiвнює

j. Прирiвнявши в (14) вирази при однакових
степенях µ, дiстанемо нескiнченну систему
рiвнянь:

P k
n (λ(i)) +L0, k

n
+

[ k−1
n

]∑
s=1

k−ns∑
j=1

Ljs[P
k−ns
j (λ(i))] = 0,
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k = n, n+ 1, . . . , (15)

перше рiвняння якої збiгається з визначаль-
ним рiвнянням (13). Покладемо в (15) n+ k
замiсть k:

P n+k
n (λ(i)) + L0, k+n

n
+

+

[n+k−1
n

]∑
s=1

n+k−ns∑
j=1

Ljs[P
n+k−ns
j (λ(i))] = 0. (16)

Представимо перший доданок рiвняння (16)
у виглядi

P n+k
n (λ(i)) = n(λ

(i)
1 )n−1λ

(i)
k+1 + P̃ n+k

n (λ(i)),

де P̃ n+k
n (λ(i)) також мiстить лише тi λ(i)j , ни-

жнi iндекси яких не перевищують k. Вра-
ховуючи, що третiй доданок в (16) теж мi-
стить лише тi λ(i)j , нижнi iндекси яких не
перевищують k, iз рiвняння (16) отримаємо
рекурентну формулу для визначення коефi-
цiєнтiв λ(i)k+1, k = 1, 2, ....

λ
(i)
k+1(t) = − 1

n(λ
(i)
1 )n−1

[
P̃ n+k
n (λ(i)) + L0, k+n

n
+

+

[n+k−1
n

]∑
s=1

n+k−ns∑
j=1

Ljs[P
n+k−ns
j (λ(i))]

 . (17)

Пiдставивши розвинення (12) у вираз (11) i
згрупувавши в ньому доданки iз однаковими
степенями µ, дiстанемо розвинення

ui(t, ε) = φ(t) +
∞∑
k=1

µku
(i)
k (t), i = 1, n, (18)

де коефiцiєнти u
(i)
k (t) визначаються форму-

лами
u
(i)
k (t) = HL̃0, k

n
φ+

+

[ k−1
n

]∑
s=0

k−sn∑
j=1

HL̃js[P
k−sn
j (λ(i))]φ,

k = 1, 2, . . . ., i = 1, n. (19)

Знайдемо тепер частинний розв’язок не-
однорiдної системи (1), припустивши вико-
нання умови

6◦ detA0(t) ̸= 0, ∀t ∈ [0;T ].

Тодi цей розв’язок побудуємо у виглядi роз-
винення

v(t, ε) =
∞∑
k=0

εkvk(t). (20)

Пiдставивши (20) в систему (1) i прирiвняв-
ши вирази при однакових степенях ε, дiста-
немо такi рекурентнi формули для визначе-
ння векторiв vk(t):

v0(t) = −A−10 (t)f0(t),

vk(t) = −A−10 (t)(fk(t)−
k∑
i=1

Ai(t)vk−i(t)−

−v′k−1(t)), k = 1, 2, . . . . (21)

3. Побудова асимптотики розв’язку
крайової задачi

Перейдемо тепер до побудови аимптоти-
ки розв’язку крайової задачi (1), (2). При-
пустимо, що виконується умова

7◦

Reλ0(t) < 0,∀t ∈ [0;T ].

Розв’язок задачi (1), (2) будемо шукати
у виглядi суми лiнiйної комбiнацiї побудо-
ваних вище розв’язкiв однорiдної системи
(9) i частинного розв’язку (20) неоднорiдної
системи

x(t, ε) =
1

µn−1

n∑
i=1

ui(t, ε)×

× exp

(
ε−1
∫ t

0

(λ0(τ) + λ(i)(τ, ε))dτ

)
ci(ε)+

+v(t, ε), (22)

де ci(ε), i = 1, n — скалярнi множники, якi
розкладаються в степеневi ряди

ci(ε) =
∞∑
k=0

µkc
(i)
k , i = 1, n, (23)

коефiцiєнти яких c(i)k , k = 0, 1, ... пiдлягають
визначенню. Пiдставивши вектор (22) у кра-
йову умову (2) i знехтувавши експоненцiаль-
но малими доданками, дiстанемо

n∑
i=1

Mui(0, ε)ci(ε) = µn−1(d(ε)−
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−Mv(0, ε)−Nv(T, ε)). (24)

Припустимо, що матриця M невироджена,
тобто виконується умова

8◦ detM ̸= 0.
Тодi помноживши рiвняння (24) злiва на

обернену до M матрицю, дiстанемо
n∑
i=1

ui(0, ε)ci(ε) = µn−1(M−1d(ε)−

−v(0, ε)−M−1Nv(T, ε)).

Далi, пiдставивши вирази (11) для визначе-
ння векторiв ui(t, ε) в останнє рiвняння, за-
пишемо його у векторно-матричному вигля-
дi

U(0, ε)c(ε) = n(ε), (25)

де
U(0, ε) = (P (0)Λ(0, ε)+

+H
∞∑
s=1

εs

[
∞∑
k=0

L̃ks[(λ
(1))k]φ, . . . ,

∞∑
k=0

L̃ks[(λ
(n))k]φ

])
, (26)

в якiй

P (t) = [φ,Hφ, . . . , Hn−1φ],

Λ(t, ε) =

=


1 . . . 1

λ(1)(t, ε) . . . λ(n)(t, ε)
· · · · · · · · ·

(λ(1)(t, ε))n−1 . . . (λ(n)(t, ε))n−1

 .

c(ε) = col(c1(ε), . . . , cn(ε)),

n(ε) = µn−1(M−1d(ε)−v(0, ε)−M−1Nv(T, ε)).

Представимо матрицю U(0, ε) у виглядi ря-
ду за степенями параметра µ. Врахувавши,
що

(λ(i)(t, ε))k =
∞∑
j=k

µkP j
k (λ(i)),

матрицю Λ(t, ε) представимо у виглядi

Λ(t, ε) = diag{1, µ, ..., µn−1}×

×(Λ0(t) + µΛ1(t) + µ2Λ2(t) + . . .),

де

Λ0(t) =


1 . . . 1

λ
(1)
1 (t) . . . λ

(n)
1 (t)

· · · · · · · · ·
(λ

(1)
1 (t))n−1 . . . (λ

(n)
1 (t))n−1

 ,

Λk(t) =


0 . . . 0

P k+1
1 (λ(1)) . . . P k+1

1 (λ(n))
· · · · · · · · ·

P n−1+k
n−1 (λ(1)) . . . P n−1+k

n−1 (λ(n))

 ,

k = 1, 2, . . . .

Врахувавши вигляд матрицi Λ(t, ε) i пере-
групувавши вирази у другому доданку фор-
мули (26) для матрицi U(0, ε), представимо
її у виглядi

U(0, ε) =
(
P (0)diag{1, µ, ..., µn−1} ×

×(Λ0(t) +µΛ1(t) +µ2Λ2(t) + . . .) +H
∞∑
k=n

µk×

×

 [ k
n
]∑

s=1

k−sn∑
j=0

L̃js[P
k−sn
j (λ(1))]φ, . . . ,

[ k
n
]∑

s=1

k−sn∑
j=0

L̃js[P
k−sn
j (λ(n))]φ

 . (27)

Беручи до уваги (27), помно-
жимо (25) злiва на матрицю
diag{1, µ−1, ..., µ−(n−1)}P−1(0). Дiстанемо
систему

Ũ(0, ε)c(ε) = ñ(ε), (28)

де

Ũ(0, ε) = (Λ0(t) + µΛ1(t) + µ2Λ2(t) + . . .+

+diag{1, µ−1, ..., µ−(n−1)}P−1(0)×

×H
∞∑
k=n

µk

 [ k
n
]∑

s=1

k−sn∑
j=0

L̃js[P
k−sn
j (λ(1))]φ, . . . ,

[ k
n
]∑

s=1

k−sn∑
j=0

L̃js[P
k−sn
j (λ(n))]φ

 ,

ñ(ε) = diag{µn−1, µn−2, ..., 1}P−1(0)×
×(M−1d(ε)− v(0, ε)−M−1Nv(T, ε)).
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Введемо до розгляду вектори

r
(i)
k (t) = P−1(0)H

[ k
n
]∑

s=1

k−sn∑
j=0

L̃js[P
k−sn
j (λ(i))]φ,

i = 1, n, k = n, n+ 1, . . . ,

i позначимо їх координати (r
(i)
k (t))j, j = 1, n.

Тодi, враховуючи цi позначення, матрицю
Ũ(0, ε) запишемо у виглядi

Ũ(0, ε) =

(
∞∑
k=0

µkΛk(0) +
∞∑
k=1

µkRk(0)

)
,

де
∞∑
k=1

µkRk(0) =

=


∑∞

k=n µ
k[(r

(1)
k )1...(r

(n)
k )1]∑∞

k=n−1 µ
k[(r

(1)
k+1)2...(r

(n)
k+1)2]

..................∑∞
k=1 µ

k[(r
(1)
k+n−1)n...(r

(n)
k+n−1)n]

 ,

звiдки

R1 =


0 . . . 0
. . . . . . . . .
0 . . . 0

(r
(1)
n )n . . . (r

(n)
n )n

 ,

R2 =


0 . . . 0
. . . . . . . . .
0 . . . 0

(r
(1)
n )n−1 . . . (r

(n)
n )n−1

(r
(1)
n+1)n . . . (r

(n)
n+1)n

 , . . . .

Зобразимо вектор ñ(ε) у виглядi

ñ(ε) =
∞∑
k=0

µkñk,

де
ñk = col((a k−(n−1)

n

)1, (a k−(n−2)
n

)2,

. . . , (a k−1
n

)n−1, (a k
n
)n),

ak = M−1dk − vk(0)−M−1Nvk(T )),

k = 0, 1, . . . , (ak)j — j-та координата вектора
ak.

Остаточно матриця Ũ(0, ε) набуває ви-
гляду

Ũ(0, ε) = Λ0(0) +
∞∑
k=1

µkUk(0)

де

Uk(0) = Λk(0) +Rk(0), k = 1, 2, . . . .

Прирiвнявши в рiвняннi (28) вирази при
однакових степенях µ, дiстанемо

Λ0(0)c0 = ñ0, (29)

Λ0(0)ck = ñk −
k∑
j=1

Uj(0)ck−j,

k = 1, 2, . . . , (30)

де
ck = col(c

(k)
1 , ..., c(k)n ).

Оскiльки Λ0(0) — матриця Вандермонда i є
невиродженою, то iз (29), (30) однозначно
визначимо вектори сталих ck:

c0 = Λ−10 (0)ñ0,

ck = Λ−10 (0)

(
ñk −

k∑
j=1

Uj(0)ck−j

)
,

пiдставивши якi у (23) дiстанемо формаль-
ний ряд, яким зображається розв’язок кра-
йової задачi (1), (2).

Як i в роботах [5,6] можна показати, що
побудований розв’язок має асимптотичний
характер.

Пiдсумком проведених мiркувань є на-
ступна теорема.

Теорема
Якщо матриця A0(t) має на вiдрiзку

[0;T ] кратний скiнченний елементарний
дiльник (λ − λ0(t))

n i виконуються умови
1◦−8◦, то при досить малих ε iснує єдиний
розв’язок крайової задачi (1), (2), що вира-
жається асимптотичною формулою

x(t, ε) = xm(t, ε) +O(µm+2−n)),

де вектор xm(t, ε) зображається у виглядi
розвинення

xm(t, ε) = µ−(n−1)
m∑
k=0

n∑
i=1

µk×
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×

(
k∑
j=0

c
(i)
j u

(i)
k−j(t)

)
×

× exp

(
ε−1
∫ t

0

(
λ0(τ) +

m∑
k=1

µkλ
(i)
k (τ)

)
dτ

)
+

+

[m
n
]∑

k=0

µknvk(t),

а вектор-функцiї u(i)k (t), i = 1, n, vk(t), ска-
лярнi функцiї λ(i)k (t), i = 1, n, скалярнi мно-
жники c

(i)
k , i = 1, n визначаються за описа-

ним вище алгоритмом.
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