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ВЛАСТИВОСТI ПОВIЛЬНО ЗМIННИХ РОЗВ’ЯЗКIВ IСТОТНО
НЕЛIНIЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ДРУГОГО ПОРЯДКУ

Для рiвнянь другого порядку, що мiстять нелiнiйностi у деякому сенсi близькi до пра-
вильно змiнних, встановлено необхiднi й достатнi умови iснування одного класу неколивних
розв’язкiв, а також одержано асимптотичнi зображення для цих розв’язкiв та їх похiдних
першого порядку.

The necessary and sufficient conditions of the existence of a class of non- oscillatory solutions
of second-order differential equations with nonlinearities, that are in some sense near to regularly
varying nonlinearities are obtained. The asymptotic representations of such solutions and their
first derivatives are found too.

Розглядається рiвняння

y′′ = α0p(t)φ0(y)φ1(y
′)f(y, y′), (1)

де α0 ∈ {−1, 1}, p : [a, ω[→]0,+∞[
(−∞ < a < ω ≤ +∞), φi : ∆Yi →
]0,+∞[ — неперервнi функцiї, f : ∆Y0 ×
∆Y1 →]0,+∞[ — неперервно диференцiйов-
на функцiя, Yi ∈ {0,±∞}, ∆Yi — про-
мiжок або [y0i ;Yi[,

1 або ]Yi; y
0
i ] (i = 0, 1).

Крiм того, вважається, що кожна з функцiй
φi(z), (i=0,1) є правильно змiнною функцi-
єю (див. [1], глава 1, §1.1, стр. 9) при z →
Yi (z ∈ ∆Yi) порядку σi, σ0 + σ1 ̸= 1, σ1 ̸= 1,
а функцiя f задовольняє умову

lim
vk→Yk
vk∈∆Yk

vk · ∂f∂vk (v0, v1)

f(v0, v1)
= 0, (2)

рiвномiрно по vj ∈ ∆Yj , j ̸= k, k, j = 0, 1.
Розв’язок y рiвняння (1) будемо називати

Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язком, якщо вiн заданий
на [t0, ω[⊂ [a, ω[ та для кожного i ∈ {0, 1}

lim
t↑ω

y(i)(t) = Yi, lim
t↑ω

(y′(t))
2

y′′(t) y(t)
= λ0. (3)

Дану роботу присвячено дослiдженню осо-
бливого класу Pω(Y0, Y1, 0)-розв’язкiв рiвня-
ння (1). Цей клас є одним з найскладнi-
ших для дослiдження внаслiдок того, що та-
кi розв’язки є повiльно змiнними функцiя-
ми при t ↑ ω. Тому в данiй роботi результат

1При Yi = +∞(Yi = −∞) вважаємо y0i > 0 (y0i < 0) вiдпо-
вiдно.

отримано лише при додаткових обмеженнях
на праву частину рiвняння (1).

Введемо необхiднi позначення

πω(t) =

{
t при ω = +∞,
t− ω при ω < +∞,

Θi(z) = φi(z)|z|−σi , (i = 0, 1)

I(t) = α0

t∫
Aω

p(τ)dτ,

Aω =


a, якщо

ω∫
a

p(τ)dτ = +∞,

ω, якщо
ω∫
a

p(τ)dτ < +∞,

J(t) =

t∫
B1
ω

∣∣∣∣I(τ)Θ1

(
signy10
|πω(t)|

)∣∣∣∣ 1
1−σ1

dτ,

Bω =



a, якщо
ω∫
a

∣∣∣∣I(τ)Θ1

(
signy10
|πω(t)|

)∣∣∣∣ 1
1−σ1

dτ = +∞,

ω, якщо
ω∫
a

∣∣∣∣I(τ)Θ1

(
signy10
|πω(t)|

)∣∣∣∣ 1
1−σ1

dτ < +∞.

Отримано наступну теорему.
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Теорема. Нехай у рiвняннi (1)
f(v0, v1) = exp(R(| ln |v0, v1||)), R — не-
перервно диференцiйовна, з монотонною
похiдною, правильно змiнна на нескiн-
ченностi функцiя порядку µ, 0 < µ < 1
i

lim
t↑ω

R(| ln |πω(t)||)J(t)

πω(t) ln |πω(t)|J ′(t)
= 0. (4)

Тодi, для iснування у рiвняння (1)
Pω(Y0, Y1, 0)-розв’язкiв, для яких iснує
скiнченна чи нескiнченна границя
lim
t↑ω

= πω(t)y′′(t)
y′(t)

, необхiдно i достатньо
виконання умов

lim
t↑ω

y00|J(t)|
1−σ1

1−σ0−σ1 = Y0, lim
t↑ω

y01|I(t)|
1

1−σ1 = Y1,

lim
t↑ω

πω(t)I ′(t)

I(t)
= σ1 − 1, lim

t↑ω

πω(t)J ′(t)

J(t)
= 0

(5)
i нерiвностей

I(t)

y01(1− σ1)
> 0 при t ∈]a, ω[,

y00y
0
1(1− σ1)J(t)

1− σ0 − σ1
> 0 при t ∈]a, ω[.

(6)

Бiльш того, для кожного такого розв’язку
мають мiсце наступнi асимптотичнi зо-
браження при t ↑ ω

y(t)

| exp(R(| ln |y(t)y′(t)||))φ0(y(t))|
1

1−σ1

=

=
1− σ0 − σ1

1− σ1
|1− σ1|

1
1−σ1 J(t)[1 + o(1)],

y(t)

y′(t)
=

(1− σ0 − σ1)J(t)

(1− σ1)J ′(t)
[1 + o(1)].

(7)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай y :
[t0, ω[→ ∆Y0 — Pω(Y0, Y1, 0)-розв’язок рiвня-
ння (1). Iз умов на φ0, φ1 i R, з урахуванням
9 iз [3] (роздiл 5, пункт 1, стор. 116) випли-
ває, що

lim
z→∞

zR′(z)

R(z)
= µ, lim

z→∞
R′(z) = 0,

lim
z→Y0
z∈∆Y0

zφ′0(z)

φ0(z)
= σ0.

(8)

Внаслiдок властивостей повiльно змiнних
функцiй 1-4 (див. [1], глава 1, §1.4, стор. 23)
iснують нескiнченно диференцiйовнi фун-
кцiї L0 : ∆Y0 →]0,+∞[, L1 : ∆Y1 →]0,+∞[
такi, що

Li(z) = Θi(z)[1 + o(1)] при z → Yi (z ∈ ∆Yi) ,

lim
z→Yi
z∈∆Yi

zL′i(z)

Li(z)
= 0 (i = 0, 1).

(9)
Розглянемо рiвнiсть

(
y′(t)|y(t)|−σ0 |y(t)′|−σ1

L0(y(t))L1(y′(t)) exp(R| ln |y(t), y′(t)||)

)′
=

=

(
1− σ1 −R′(| ln |y(t), y′(t)||)− (y′(t))2

y′′(t)y(t)
×

×
(
σ0 +

y(t)L′0(y(t))

L0(y(t))
+R′(| ln |y(t), y′(t)||)

)
−

−y
′(t)L′1(y

′(t))

L1(y′(t))

)
×

× y′′(t)|y(t)|−σ0 |y′(t)|−σ1
L0(y(t))L1(y′(t)) exp(R| ln |y(t), y′(t)||)

.

(10)
Оскiльки при t ↑ ω

y′′(t)|y(t)|−σ0 |y′(t)|−σ1
Θ0(y(t))Θ1(y

′(t)) exp(R| ln |y(t), y′(t)||)
=

=
y′′(t)|y(t)|−σ0 |y′(t)|−σ1 [1 + o(1)]

L0(y(t))L1(y
′(t)) exp(R| ln |y(t), y′(t)||)

,

то, з використанням 1 i 2 iз [3] (глава 5, §1,

стор. 115), у випадку, коли
ω∫
a

p(τ)dτ = +∞

отримаємо iз (10)

|y′(t)|
φ(y(t))|y′(t)|σ1 exp(R| ln |y(t), y′(t)||)

=

= (1− σ1)I(t)Θ1(y
′(t))[1 + o(1)]. (11)

В iншому випадку
ω∫
a

p(τ)dτ < +∞ отримає-

мо або (10), або

lim
t↑ω

|y′(t)|
φ0(y(t))|y′(t)|σ1 exp(R(| ln |y(t), y′(t)||))

=
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= c ̸= 0. (12)

Доведемо, що (12) не буде виконуватися.
Оскiльки σ1 ̸= 1, то внаслiдок першої умови
iз (3) i (8) функцiя

|y′(t)|
|y′(t)|σ1 exp(R(| ln |y(t), y′(t)||))

має або нульову, або нескiнченну границю
при t ↑ ω. При виконаннi умов (12) фун-
кцiя φ0(y(t)) мала би вiдповiдно нульову або
нескiнченну границю при t ↑ ω. Тому, з
використанням правила Лопiталя у формi
Штольца, (8), (3), отримали би

lim
t↑ω

|y′(t)|
φ0(y(t))|y′(t)|σ1 exp(R(| ln |y(t), y′(t)||))

=

= lim
t↑ω

[
1

φ0(y(t))

]′
[
|y′(t)|σ1 exp(R(| ln |y(t), y′(t)||))

y′(t)

]′ =

= lim
t↑ω

(
(y′(t))2

y′′(t)y(t)
· y(t)φ′0(y(t))

φ0(y(t))
×

× y′(t)

φ0(y(t))|y′(t)|σ1 exp(R(| ln |y(t), y′(t)||))
×

×

[
(y′(t))2

y′′(t)y(t)
+ 1

]−1
1− σ1 −R′ (| ln |y(t)y′(t)||)

 = 0.

Це спiввiдношення суперечить (12). Тоб-
то, (11) має мiсце в обох випадках.

Зауважимо, що (11) може бути переписа-
но при t ↑ ω у виглядi

y′(t)signy01
|φ0(y(t))|

1
1−σ1

= |1− σ1|
1

1−σ1 |I(t)Θ1(y
′(t))|×

× | exp(R(| ln |y(t)y′(t)||))|
1

1−σ1 [1 + o(1)].
(13)

Крiм того, з урахуванням вигляду рiвня-
ння (1), маємо

y′′(t)

φ0(y(t))|y′(t)|σ1 exp(R(| ln |y(t)y′(t)||))
=

= α0p(t)Θ1(y
′(t)), (14)

а роздiливши (14) на (11) отримаємо при t ↑
ω

y′′(t)

y′(t)
=

α0p(t)

(1− σ1)I(t)
[1 + o(1)].

Звiдси, оскiльки iснує скiнченна або нескiн-
ченна границя lim

t↑ω
= πω(t)y′′(t)

y′(t)
, яка в силу ле-

ми 10.6 iз [2] дорiвнює (−1), отримаємо дру-
гу iз умов (5) i першу iз умов (6).

Iз першої iз умов (6) випливає, що iснує
така повiльно змiнна неперервно диференцi-
йовна функцiя K : ∆Y0 →]0; +∞[, що y′(t) =
K(πω(t))
πω(t)

. Тому, з урахуванням властивостей
логарифмiчної функцiї i функцiї R, зокре-
ма, (8), маємо при t ↑ ω

R(| ln |y(t)y′(t)||) = R(|ln|πω(t)||)[1 + o(1)].
(15)

Нехай

W (t) :=

t∫
Bω

J ′(τ) exp(R(| ln |y(τ)y′(τ)||))dτ,

lim
t↑ω

J(t) = J0.

Покажемо, що функцiя

exp(R(| ln |y(J−1(z))y′(J−1(z))||)),

де J−1− функцiя, обернена до J , є повiль-
но змiнною функцiєю при z → J0. Дiйсно, з
урахуванням умов (4) i (15) маємо

lim
z→J0

z(exp(R(| ln |y(J−1(z))y′(J−1(z))||)))′

exp(R(| ln |y(J−1(z))y′(J−1(z))||))
=

= lim
z→J0

[
zR′(| ln |y(J−1(z))y′(J−1(z))||)
R(| ln |y(J−1(z))y′(J−1(z))||)

×

×R(| ln |y(J−1(z))y′(J−1(z))||)
πω(J−1(z))J ′(J−1(z))

×

×
(
πω(J−1(z))y′(J−1(z))

y(J−1(z))
+

+
πω(J−1(z))y′′(J−1(z))

y′(J−1(z))

)]
= 0.

Звiдси, з використанням теорем про iнте-
грування правильно змiнних функцiй (твер-
дження 1 i 2 iз [3] (роздiл 5, пункт 1, стор.
116)), маємо

lim
t↑ω

W (t)

exp(R(| ln |y(t)y′(t)||))J(t)
= 1.
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Тому, iз (13) випливає перше з асимптоти-
чних зображень (7), а звiдси отримаємо дру-
гу iз умов (6) i першу iз (5). З першого зобра-
ження (7) з використанням (13) отримаємо
друге зображення (7) i другу iз умов (5). Та-
кож з першого з зображень (7), (13) та (3)
отримаємо четверту з умов (5).

Достатнiсть. Позначено g(v0, v1) =
= exp(R(| ln |v0v1||))L0(v0)L1(v1), де L0, L1

визначенi в (9). Внаслiдок (2) i (9), маємо

lim
vi→Yi
vi∈∆Yi

vi
∂g
∂vi

(v0, v1)

g(v0, v1)
= 0 (16)

рiвномiрно по vj ∈ ∆Yj , j ̸= i, i, j = 0, 1.

Таким чином, можна вибрати ∆̃Yi ⊂ ∆Yi (i =
0, 1) так, щоб∣∣∣∣∣vi

∂g
∂vi

(v0, v1)

g(v0, v1)

∣∣∣∣∣ < ζ, (i = 0, 1) (17)

при (v0, v1) ∈ ∆̃Y0 × ∆̃Y1 , де
0 < ζ < |1−σ0−σ1|

4
, ζ достатньо мале i

∆̃Yi =


{[ỹ0i , Yi[, якщо ∆Yi = [y0i , Yi[,

y0i ≤ ỹ0i < Yi;

]Yi, ỹ
0
i ], якщо ∆Yi =]Yi, y

0
i ],

Yi > ỹ0i ≥ y0i ,

i = 0, 1.
Так само, як при доведеннi теореми 1 iз

[5], розглянемо функцiю

F (s0, s1) =


|s0|1−

σ0
1−σ1

g
1

1−σ1 (s0, s1)

s1
s0

 ,

задану на множинi ∆̃Y0 × ∆̃Y1 . Розглянемо
першу з компонент даної функцiї. З ураху-
ванням (16) маємо

lim
s0→Y0
s0∈∆̃Y0

s0

(
|s0|

1− σ0
1−σ1

g
1

1−σ1 (s0,s1)

)′
s0

|s0|
1− σ0

1−σ1

g
1

1−σ1 (s0,s1)

=

= lim
s0→Y0
s0∈∆̃Y0

(
1− σ0

1− σ1
− 1

1− σ1
×

×
s0

∂g
∂s0

(s0, s1)

g(s0, s1)

)
=

1− σ0 − σ1
1− σ1

рiвномiрно по s1 ∈ ∆̃Y1 .
Тому

lim
s0→Y0
s0∈∆̃Y0

|s0|1−
σ0

1−σ1

g
1

1−σ1 (s0, s1)
= Υ

рiвномiрно по s1 ∈ ∆̃Y1 ,

Υ =



+∞, якщо

Y0 = +∞ i
1− σ0 − σ1

1− σ1
> 0, або

Y0 = 0 i
1− σ0 − σ1

1− σ1
< 0,

0, якщо

Y0 = +∞ i
1− σ0 − σ1

1− σ1
< 0, або

Y0 = 0 i
1− σ0 − σ1

1− σ1
> 0.

(18)
Покажемо, що F взаємно однозначно вiд-

ображає ∆̃Y0 × ∆̃Y1 на множину

F (∆̃Y0 × ∆̃Y1) =



[
|ỹ00 |

1− σ0
1−σ1

g
1

1−σ1 (ỹ00 ,ỹ
1
0)

; Υ

)
×∆0,

якщо |ỹ00 |
1− σ0

1−σ1

g
1

1−σ1 (ỹ00 ,ỹ
1
0)
< Υ,

(
Υ;

|ỹ00 |
1− σ0

1−σ1

g
1

1−σ1 (ỹ00 ,ỹ
1
0)

]
×∆0,

якщо |ỹ00 |
1− σ0

1−σ1

g
1

1−σ1 (ỹ00 ,ỹ
1
0)
> Υ,

(19)
де

∆0 =

{
(0; +∞), якщо ỹ00 ỹ10 > 0,
(−∞; 0), якщо ỹ00 ỹ10 < 0.

(20)

Розглянемо поведiнку функцiї |s0|
1− σ0

1−σ1

g
1

1−σ1 (s0,s1)на прямих

s1 = ks0, k ∈ R \ {0}. (21)
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На кожнiй такiй прямiй
|s0|1−

σ0
1−σ1

g
1

1−σ1 (s0, s1)
=
|s0|1−

σ0
1−σ1

g
1

1−σ1 (s0, ks0)
. Крiм того,

маємо (
|s0|1−

σ0
1−σ1

g
1

1−σ1 (s0, ks0)

)′
s0

=

=
|s0|1−

σ0
1−σ1

(1− σ1)s0g
1

1−σ1 (s0, ks0)
×

×
(

1− σ0 − σ1 −
s0g
′
s0

(s0, ks0)

g(s0, ks0)
−

−
ks0g

′
ks0

(s0, ks0)

g(s0, ks0)

)
.

Це означає, що з урахуванням (17)

sign

(
|s0|1−

σ0
1−σ1

g
1

1−σ1 (s0, ks0)

)′
s0

=

= sign(y00(1− σ0 − σ1)(1− σ1)).

Тому функцiя
|s0|1−

σ0
1−σ1

g
1

1−σ1 (s0, ks0)
строго монотон-

на на будь-якiй прямiй вигляду (21). При-
пустимо, що вiдображення F не є взаємно-
однозначним. Тодi

∃(p0, p1), (q0, q1) ∈ ∆̃Y0 × ∆̃Y1 ,

(p0, p1) ̸= (q0, q1) : F (p0, p1) = F (q0, q1).

З урахуванням визначення множин ∆̃Y0 , ∆̃Y1

остання рiвнiсть означає, що

|p0|1−
σ0

1−σ1

g
1

1−σ1 (p0, p1)
=
|q0|1−

σ0
1−σ1

g
1

1−σ1 (q0, q1)
,

p0
p1

=
q0
q1

= c ∈ R \ {0}.
(22)

Точки (p0, p1) i (q0, q1) лежать на однiй
прямiй вигляду (21). Але тодi (22) не мо-

же мати мiсця, оскiльки функцiя |s0|
1− σ0

1−σ1

g
1

1−σ1 (s0,cs0)

строго монотонна на цiй прямiй. Таким чи-
ном, iснує обернена F−1 : F (∆̃Y0 × ∆̃Y1) →
∆̃Y0×∆̃Y1 . Оскiльки якобiан функцiї F є вiд-
мiнним вiд нуля на ∆̃Y0 × ∆̃Y1 , то функцiя
F−1 неперервно диференцiйовна на F (∆̃Y0×
∆̃Y1).

Вважаючи

y(t)

| exp(R(| ln |y(t)y′(t)||))φ0(y(t))|
1

1−σ1

=

= c1J(t)[1 + z1(x)],

y(t)

y′(t)
= c2

J(t)

J ′(t)
[1 + z2(x)],

(23)
де

c1 = c2|1− σ1|
1

1−σ1 , c2 =
1− σ0 − σ1

1− σ1
,

x = β ln |I(t)|,

β =


1, якщо lim

t↑ω
I(t) = +∞,

−1, якщо lim
t↑ω

I(t) = 0,

зведемо рiвняння (1) до системи



z′1 = βH(t(x))[1 + z1]×

×
(
M(t(x))M1(t(x))M2(x, z1, z2)M3(x, z1, z2)

(1− σ1)2
×

×|1 + z2|1−σ1
|1 + z1|1−σ1

− |1 + z2|−1

1− σ0 − σ1
×

×
(
M3(x, z1, z2)

R(| ln |πω(t(x))||)
| ln |πω(t(x))||

+

+
φ′0(Ψ0(x, z1, z2))Ψ0(x, z1, z2)

φ0(Ψ0(x, z1, z2))

)
+

+
σ0

1− σ0 − σ1

)
,

z′2 = β ([1 + z2](K(t)−H(t(x)))+

+H(t(x))− 1

1− σ1
|1 + z2|2−σ1
|1 + z1|1−σ1

)
,

(24)
де

Ψ0(x, z1, z2) =

= F−10

(
c1J(t(x))[1 + z1], c2

J(t(x))

J ′(t(x))
[1 + z2]

)
,

Ψ1(x, z1, z2) =

= F−11

(
c1J(t(x))[1 + z1], c2

J(t(x))

J ′(t(x))
[1 + z2]

)
,

Φ0(x, z1, z2) =
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=
Ψ0(x, z1, z2)

∂f
∂v1

(Ψ0(x, z1, z2),Ψ1(x, z1, z2))

f(Ψ0(x, z1, z2),Ψ1(x, z1, z2))
,

Φ1(x, z1, z2) =

=
Ψ1(x, z1, z2)

∂f
∂v2

(Ψ0(x, z1, z2),Ψ1(x, z1, z2))

f(Ψ0(x, z1, z2),Ψ1(x, z1, z2))
,

M(t) =
R(| ln |πω(t(x))||)J(t)

πω(t)| ln |πω(t)||J ′(t)
,

M1(t) =
πω(t)I ′(t)

I(t)
,

M2(x, z1, z2) =

= | ln |Ψ0(x, z1, z2)Ψ1(x, z1, z2)||×

×R
′(| ln ||Ψ0(x, z1, z2)Ψ1(x, z1, z2)||)

R(| ln ||Ψ0(x, z1, z2)Ψ1(x, z1, z2)||)
,

M3(x, z1, z2) =

=
R(| ln ||Ψ0(x, z1, z2)Ψ1(x, z1, z2)||)
| ln ||Ψ0(x, z1, z2)Ψ1(x, z1, z2)||

×

× | ln |πω(t(x))||
R(| ln |πω(t(x))||)

,

H(x) =
I ′(t(x))J(t(x))

I(t(x))J ′(t(x))
,

K(x) = H(t(x))
J ′′(t(x))J(t(x))

(J ′(t(x)))2
.

Внаслiдок умови (4)

lim
t↑ω

M(t) = 0,

а внаслiдок третьої iз умов (5)

lim
t↑ω

M1(t) = 1− σ1.

Позначимо

η1(t, z1) = c1J(t)[1 + z1],

η2(t, z2) = c2
J(t)

J ′(t)
· [1 + z2].

Розглянемо вираз

J(t)(Ψ0(x(t), z1, z2))
′
t

J ′(t)Ψ0(x(t), z1, z2)
=

=
η1(t, z1)

∂F−1
0

∂w0
(η1(t, z1), η2(t, z2))

F−1k (η1(t, z1), η2(t, z2))
+

+
η2(t, z2)

∂F−1
0

∂w1
(η0(t, z1), η1(t, z2))

F−1k (η0(t, z1), η1(t, z2))
×

×J(t)J ′′(t)

(J ′(t))2
. (25)

Так само, як при доведеннi достатностi в
теоремi 1 iз [5], з урахуванням (25), отримає-
мо, що при побудовi множин ∆̃Y0 , ∆̃Y1 число
ζ може бути вибране настiльки малим, щоб
iснували такi константи ζ1, ζ2 ∈ R, що

ζ1 <
J(t)(Ψ0(x(t), ξ1, ξ2))

′
t

J ′(t)Ψ0(x(t), ξ1, ξ2)
< ζ2,

∀(ξ1, ξ2) ∈
]
−1

2
,
1

2

[
×
]
−1

2
,
1

2

[
i signζ1 = signζ2 = sign 1−σ1

1−σ0−σ1 . Тому

lim
x→∞

Ψ0(x, z1, z2) = Y0 (26)

рiвномiрно по z1, z2 : |zj| < 1
2
, j = 1, 2.

Аналогiчно, з урахуванням вигляду фун-
кцiї Ψ1 маємо, що при побудовi множин
∆̃Y0 , ∆̃Y1 число ζ може бути вибране на-
стiльки малим, щоб iснували такi константи
ζ3, ζ4 ∈ R, що

ζ3 <
πω(t)(Ψ1(x(t), ξ1, ξ2))

′

Ψ1(x(t), ξ1, ξ2)
< ζ4,

signζ3 = signζ4 = −1. Тому

lim
x→∞

Ψ1(x, z1, z2) = Y1.

Звiдси, з урахуванням четвертої з умов (5),
маємо

lim
t↑ω

πω(t)(Ψ0(x(t), ξ1, ξ2)Ψ1(x(t), ξ1, ξ2))
′
t

Ψ0(x(t), ξ1, ξ2)Ψ1(x(t), ξ1, ξ2)
= −1

рiвномiрно по (ξ1, ξ2) ∈
]
− 1

2,

1

2

[
×
]
− 1

2,

1

2

[
.

Тому функцiя Ψ0(x(t), ξ1, ξ2)Ψ1(x(t), ξ1, ξ2)
є правильно змiнною функцiю порядку (−1)
при t ↑ ω. Отримаємо, що

lim
x→+∞

M3(x, z1, z2) = 1 рiвномiрно по z1, z2.

З урахування вигляду функцiй Ψ0, Ψ1 маємо

lim
x→+∞

Ψ0(x, z1, z2)Ψ1(x, z1, z2) =
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=

{
∞, якщо Y1 =∞,
0, якщо Y1 = 0

рiвномiрно по z1, z2 : |z1| < 1
2
, |z2| < 1

2
.

Тому

lim
x→+∞

ln |Ψ0(x, z1, z2)Ψ1(x, z1, z2)| =∞.

Таким чином, оскiльки R — правильно змi-
на функцiя при прямуваннi аргументу до∞
порядку µ, то

lim
x→+∞

M2(x, z1, z2) = µ.

Згiдно з (26) i (16) маємо

lim
vi→Yi
vi∈∆Yi

vi
∂g
∂vi

(v0, v1)

g(v0, v1)
= 0,

рiвномiрно по vj ∈ ∆Yj , i ̸= j, i, j = 0, 1.
Крiм того, маємо, що

lim
x→∞

Φi(x, z1, z2) = 0 (i = 0, 1) (27)

рiвномiрно по z1, z2 : |zj| < 1
2
, j = 1, 2. Так

само, як при доведеннi достатностi в теоремi
1 iз [5], з (5), (6), (18) — (20) випливає, що
можна вибрати число t0 ∈ [a, ω[ так, щоб для
будь-яких |zj| ≤ 1

2
, j = 1, 2

c1J(t)[1 + z1]

c2
J(t)

J ′(t)
· [1 + z2]

 ∈ F (∆̃Y0 × ∆̃Y1)

при t ∈ [t0, ω[.
Тепер розглянемо систему диференцiаль-

них рiвнянь (24) на множинi

Ω = [x0,+∞[×D, где x0 = β ln |I(t2)|,

D = {(z1, z2) : |zi| ≤
1

2
, i = 1, 2}.

Перепишемо систему (24) у виглядi z′1 = (A11z1 + A12z2 +R1(x, z1, z2)+
+R2(z1, z2))H(t(x)),
z′2 = A21z1 + A22z2 +R3(x) +R4(z1, z2),

(28)
де

A11 = 0, A12 = β, A21 = β,

A22 = β

(
K(t)−H(t)− 2− σ1

1− σ1

)
,

R1(x, z1, z2) = −β[1 + z1]×

×
(
M(t)M1(t)M2(x, z1, z2)M3(x, z1, z2)

(1− σ1)2
×

×|1 + z2|1−σ1
|1 + z1|1−σ1

+
|1 + z2|−1

1− σ0 − σ1
×(

M3(x, z1, z2)
R(| ln |πω(t)||)
| ln |πω(t)||

+

+
φ′0(Ψ0(x, z1, z2))Ψ0(x, z1, z2)

φ0(Ψ0(x, z1, z2))
− σ0

))
,

R2(z1, z2) = β[1 + z1]

(
1− σ1

1− σ0 − σ1
−

− σ0
1− σ0 − σ1

(
|1 + z2|−1 + z2

)
− 1

)
+

+βz1z2,

R3(x) = β

(
K(t(x))− 1

1− σ1

)
,

R4(z1, z2) = β
1

1− σ1

(
|1 + z2|2−σ1
|1 + z1|1−σ1

−

−(2− σ1)z2 + (1− σ1)z1 − 1) .

Внаслiдок умови (5)

lim
x→∞

H(x) = 0, (29)

а звiдси

lim
x→∞

K(x) =
1

1− σ1
.

Отже, з урахуванням (24)

lim
x→+∞

Ri(x, z1, z2) = 0 (i = 1, 3)

рiвномiрно по z1, z2 : (z1, z2) ∈ D,

lim
|z1|+|z2|→0

Rj(z1, z2) = 0 (j = 2, 4)

рiвномiрно по x : x ∈]x0,+∞[.
Застосуємо до (28) перетворення

z2 = w2 z1 = w1 +
1

1− σ1
h(x)w2, (30)

де w1, w2 - новi невiдомi функцiї,
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h(x) =
πω(t(x))J ′(t(x))

J(t(x))
. (31)

З урахуванням (5) та (29) отримаємо

lim
x→+∞

h(x) = 0, lim
x→+∞

h(x)

H(x)
= σ1 − 1,

lim
x→+∞

h′(x)

H(x)
= lim

x→+∞
β×

×
(

1 +
piω(t(x))J ′′(t(x))

J ′(t(x))
− h(x)

)
= 0.

(32)
У результатi перетворення (30) отримає-

мо систему рiвнянь

w′1 = H(x)

(
h(x)A21

(1− σ1)H(x)
w1+

+

(
h(x)A22

(1− σ1)H(x)
− A12

)
w2

)
+

+H(x)Q1(x,w1, w2),

w2 = A21w1 +

(
A22 +

1

1− σ1

)
w2+

+Q2(x,w1, w2),

(33)

де
Q1(x,w1, w2) =

=
h′(x)

(1− σ1)H(x)
w2 +

h2(x)

(1− σ1)H(x)
+

+
h(x)

1− σ1
Q2(x,w1, w2)−

−
2∑
i=1

Ri

(
x,w1 +

1

1− σ1
h(x)w2, w2

)
,

Q2(x,w1, w2) =

=
4∑
i=3

Ri

(
x,w1 +

1

1− σ1
h(x)w2, w2

)
.

Враховуючи (31) та (32), а також власти-
востi функцiй Ri(i = 1, 4) отримаємо, що
для системи (33) виконано усi умови теоре-
ми 2.8 з [4], а також ця система має хоча б
один розв’язок {z∗i }2i=1 : [x1,+∞[→ R2(x1 ≥
x0), що прямує до нуля при x→ +∞. Йому,
внаслiдок (23) та (30), вiдповiдає розв’язок y

рiвняння (1), що допускає при t ↑ ω асимпто-
тичнi зображення (7). Отже y є Pω(Y0, Y1, 0)-
розв’язком. Теорему доведено

Висновок. У данiй роботi отрима-
но необхiднi i достатнi умови iснування
Pω(Y0, Y1, λ0)-розв’язкiв у особливому ви-
падку λ0 = 0 для класiв суттєво нелiнiй-
них диференцiальних рiвнянь вигляду (1),
а також асимптотичнi зображення таких
розв’язкiв та їх похiдних першого порядку.
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