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ПЕРЕТВОРЕННЯ БЕССЕЛЛЯ У ПРОСТОРАХ ТИПУ
◦
S

Доведено аналог загальної теореми про перетворення Фур’є просторiв типу S у випадку
iнтегрального перетворення Бесселя, визначеного на парних функцiях з просторiв типу

◦
S. Як

наслiдок отримано твердження про перетворення Бесселя узагальнених просторiв типу
◦
S.

An analogue of a general theorem on the Fourier transform of S type spaces in the case of the
Bessel integral transform defined on the pair functions in

◦
S type spaces is proved. As a consequence,

the proposition on the Bessel transform of generalized
◦
S type spaces is obtained.

Вступ. Одним iз важливих i ефектив-
них методiв вивчення задачi Кошi, крайо-
вих та мiшаних задач для диференцiаль-
них рiвнянь з частинними похiдними є ме-
тод iнтегральних перетворень (Фур’є, Бессе-
ля, Фур’є-Бесселя, Лежандра, Лапласа, Ве-
бера, Ганкеля та iн.), який дає можливiсть
будувати в аналiтичному виглядi розв’язки
тих чи iнших задач через їх iнтегральне зо-
браження.

I.М. Гельфанд та Г.Є. Шилов довели [1],
що в просторах нескiнченно диференцiйов-
них функцiй, заданих на R (просторах типу
S), якi задовольняють умову

∃C = C(φ)>0 ∃A = A(φ)>0 ∃B = B(φ)>0

∀x ∈ R ∀{k, q} ⊂ Z+ :

|xkφ(q)(x)| ≤ CAkBqmk,q,

за певних обмежень на послiдовнiсть {mk,q}
оператори множення на x та диференцiюва-
ння комутують мiж собою. Звiдси вже ви-
пливає, що перетворення Фур’є вiдображає
зазначенi простори у простори такого ж ти-
пу, при цьому

∃C1 = C1(φ) > 0 ∃A1 = A1(φ) > 0 ∃B1 =

= B1(φ) > 0 ∀x ∈ R ∀{k, q} ⊂ Z+ :

|σkψ(q)(σ)| ≤ C1A
q
1B

k
1mq,k,

де ψ = F [φ], F – перетворення Фур’є.
При дослiдженнi сингулярних параболi-

чних рiвнянь, еволюцiйних рiвнянь з псевдо-
беселевими операторами та iнших рiвнянь,

що вироджуються на межi, використовує-
ться перетворення Бесселя. У цiй роботi до-
ведено аналог загальної теореми з [1] про
перетворення Фур’є просторiв типу S у ви-
падку iнтегрального перетворення Бесселя,
визначеного на парних функцiях з просто-
рiв типу S (простори типу

◦
S). Як наслi-

док, отримано твердження про перетворе-
ння Бесселя узагальнених просторiв типу
◦
S, побудованих за послiдовностями вигля-
ду mk,q = akbq, {k, q} ⊂ Z+, зокрема, якщо
ak = kkα, bq = qqβ, де α > 0, β > 0 – фi-
ксованi параметри. Простори, якi вiдповiда-
ють таким послiдовностям, позначають сим-

волами
◦
Sα,

◦
Sβ,

◦
Sβα. На теперешнiй час бу-

ли дослiдженi властивостi iнтегрального пе-
ретворення Бесселя просторiв типу

◦
S з па-

раметрами {α, β} ⊂ (0, 1) [2], у цьому ви-
падку елементами таких просторiв є фун-
кцiї, якi допускають аналiтичне продовжен-
ня у всю комплексну площину i задовольня-

ють певнi оцiнки. Наприклад, якщо φ ∈
◦
Sβα,

{α, β} ⊂ (0, 1), то правильною є нерiвнiсть

|φ(x+ iy)| ≤ c exp {−a|x|1/α + b|y|1/(1−β)},

c > 0, a > 0, b > 0, {x, y} ⊂ R.

В.В. Крехiвський у 1981 роцi [3], вико-
ристовуючи властивостi цiлих функцiй до-
вiв, що простори типу

◦
W, якi складаються

з парних функцiй з просторiв типу W, вве-
дених Б.Л. Гуревичем [4, 5], перетворенням
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Бесселя вiдображаються у простори тако-
го ж типу. Функцiї з просторiв типу W мо-
жна охарактеризувати в термiнах послiдов-
ностей [6], здiйснивши оцiнки похiдних фун-
кцiй з таких просторiв на дiйснiй вiсi. Отже,
простори типу

◦
W утворюють певний пiд-

клас просторiв
◦
Sa2k ,

◦
S
b2q

,
◦
S
b2q

a2k
при вiдповiд-

ному пiдборi послiдовностей {a2k}, {b2q}.
Сукупнiсть

◦
Sm2k,2q

. Нехай числа m2k,2q,
{k, q} ⊂ Z+, такi, що виконуються умови:

1) ∃γ > 0 ∀{k, q} ⊂ N :

m2k−2,2q−2

m2k,2q

≤ γ2
(
k + q

kq

)2

; (1)

m2k−2,2q

m2k,2q

≤ γ

(
k + q

kq

)
або
m2k,2q−2

m2k,2q

≤ γ

(
k + q

kq

)
; (2)

2) ∀ε > 0 ∃µε > 0 ∀{k, q} ⊂ N :

m2k+2,2q

m2k,2q

≤ µε(1 + ε)2k+2q

або
m2k,2q+2

m2k,2q

≤ µε(1 + ε)2k+2q. (3)

Сукупнiсть парних нескiнченно диферен-
цiйовних функцiй φ = φ(x), x ∈ R, для яких
виконується умова

∃C = C(φ)>0 ∃A = A(φ)>0 ∃B = B(φ)>0

∀x ∈ [0; +∞) ∀{k, q} ⊂ Z+ :

|x2kφ(2q)(x)| ≤ CA2kB2qm2k,2q, (4)

позначатимемо символом
◦
Sm2k,2q

.
Умови (1)–(3) гарантують визначення у

◦
Sm2k,2q

операцiй множення на x2,
d2

dx2
i

1

x

d

dx
.

Для функцiї φ ∈
◦
Sm2k,2q

також справджу-
ється умова

∃C0 = C0(φ) > 0 ∃A0 = A0(φ) > 0 ∃B0 =

= B0(φ) > 0 ∀x ∈ [0; +∞) ∀{k, q} ⊂ Z+ :

|(x2kφ(x))(2q)| ≤ C0A
2k
0 B

2q
0 m2k,2q. (5)

Справдi, згiдно з формулою Лейбнiца [7]

(x2kφ(x))(2q) =

2q∑
i=0

Ci
2q(x

2k)(i)φ(2q−i)(x). (6)

Зауважимо, що для φ, крiм умови (4), ви-
конуються також нерiвностi:

∃C1 = C1(φ) > 0 ∃A1 = A1(φ) > 0 ∃B1 =

= B1(φ) > 0 ∀x ∈ [0; +∞) ∀{l, n} ⊂ Z+ :

|x2l−1φ(2n−1)(x)| = |x2l−2(xφ(2n−1)(x))| ≤

≤ C1A
2(l−1)
1 B2n

1 m2(l−1),2n. (7)

Подамо праву частину (6) у виглядi суми
двох доданкiв

I2i ≡
2q∑
i=0

C2i
2q(x

2k)(2i)φ(2q−2i)(x),

I2i−1 ≡
2q∑
i=1

C2i−1
2q (x2k)(2i−1)φ(2q−2i+1)(x).

Нехай виконується, наприклад, перша умо-
ва з (2). Враховуючи (4) i (7), маємо

|I2i| ≤ CA2kB2qm2k,2q×

×

(
1 +

1

2!

1∏
i=0

(2k − i)(2q − i)

(AB)2
m2k−2,2q−2

m2k,2q

+

+
1

4!

3∏
i=0

(2k − i)(2q − i)

(AB)4
m2k−4,2q−4

m2k,2q

+ . . .

)
≤

≤ CA2kB2qm2k,2q×

×

(
1+

(4γ(2k + 2q))2

2!(AB)2
+(

(4γ(2k + 2q))4

4!(AB)4
+. . .

)
≤

≤ CA2kB2qm2k,2q ch

(
4γ(k + q)

AB

)
i

|I2i−1| ≤ C1A
2k
1 B

2q
1 m2k,2q×

×

(
1

1!

0∏
i=0

(2k − i)(2q − i)

A2
1B

0
1

m2k−2,2q

m2k,2q

+
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+
1

3!

2∏
i=0

(2k − i)(2q − i)

A4
1B

2
1

m2k−4,2q−2

m2k,2q

+ . . .

)
≤

≤ C1
B1

A1

A2k
1 B

2q
1 m2k,2q×

×

(
4γ(k + q)

1!(A1B1)
+

(4γ(2k + 2q))3

3!(A1B1)3
+ . . .

)
≤

≤
(
C1
B1

A1

)
A2k

1 B
2q
1 m2k,2q sh

(
4γ(k + q)

A1B1

)
.

Тодi
|I2i|+ |I2i−1| ≤

≤ C̃0Ã
2k
0 B̃

2q
0 m2k,2q exp

(
4γ

d
(k + q)

)
,

де C̃0 = max
{
C,C1

B1

A1

}
, Ã0 = max{A,A1},

B̃0 = max{B,B1}, d = min{AB,A1B1}.
Отже, виконується умова (5) зi сталими

A0 = Ã0 exp{2γ/d}, B0 = B̃0 exp{2γ/d}, C0 =
= C̃0.

Аналогiчно доводимо нерiвнiсть (5),
якщо виконується друга умова з (2).

Розглянемо оператор Бесселя

Bp :=
d2

dx2
+

2p+ 1

x

d

dx
,

p > −1

2
−фiксований параметр.

Для нескiнченно диференцiйовної парної
функцiї φ = φ(x), x ∈ R, правильна рiвнiсть

Bq
pφ(x) =

q∑
i=0

Ci(p)
φ(2q−i)(x)

xi
, q ∈ Z+,

де Ci(p) – коефiцiєнти, залежнi вiд пара-

метра p, при цьому функцiї
φ(2q−i)(x)

xi
, i ∈

∈ {0, 1, . . . , q}, належать до
◦
Sm2k,2q

. Тому,
якщо φ задовольняє умову (4), то

∃C̃ = C̃(φ, p) > 0 ∃Ã = Ã(φ, p) > 0 ∃B̃ =

= B̃(φ, p) > 0 ∀x ∈ [0; +∞) ∀{k, q} ⊂ Z+ :

|x2kBq
pφ(x)| ≤ C̃Ã2kB̃2qm2k,2q, (8)

i навпаки.

Для функцiї x2kφ(x), x ∈ R, справджує-
ться спiввiдношення

Bp(x
2kφ(x)) = (x2kφ(x))(2)+

+(2p+ 1)(2kx2k−2φ(x) + x2k−2(xφ(1)(x)).

Згiдно з (4) i (7) отримуємо, що

∃C ′ = C ′(φ) > 0 ∃A′ = A′(φ) > 0 ∃B′ =

= B′(φ) > 0 ∀x ∈ [0; +∞) ∀{k, q} ⊂ Z+ :

|Bp(x
2kφ(x))| ≤ C ′A′2kB′2m2k,2(1 + (2p+ 1)).

Методом математичної iндукцiї встановлю-
ємо оцiнку

∃C̃ ′ = C̃ ′(φ, p) > 0 ∃Ã′ = Ã′(φ, p) > 0 ∃B̃′ =

= B̃′(φ, p) > 0 ∀x ∈ [0; +∞) ∀{k, q} ⊂ Z+ :

|Bq
p(x

2kφ(x))| ≤ C̃ ′Ã′2kB̃′2qm2k,2q. (9)

Перетворення Бесселя. Пряме i обер-
нене перетворення Бесселя визначаються за
допомогою формул [8]

ψ(σ) ≡ FBp [φ](σ) =

=
+∞∫
0

φ(x)jp(σx)x2p+1dx, σ ∈ R, φ ∈
◦
S(R),

φ(x) ≡ F−1Bp
[ψ](x) =

= 1
22pΓ2(p+1)

+∞∫
0

ψ(σ)jp(σx)σ2p+1dσ, x ∈ R.

(10)
де функцiя jp є розв’язком задачi [8, 9]{

Bpu = σ2u,
u(0) = 1, u′(0) = 0,

◦
S(R) – сукупнiсть парних функцiй з просто-
ру S(R) Л. Шварца [1].

Лема. Для функцiї φ ∈
◦
Sm2k,2q

правиль-
на рiвнiсть

σ2qBk
p,σψ(σ) =

+∞∫
0

Bq
p,x

(
x2kφ(x)

)
jp(σx)x2p+1dx.

( Тут Bq
p,x – q-ий степiнь оператора Бессе-

ля порядку p, який дiє за змiнною x. )
Доведення. Застосуємо формально Bk

p

до ψ = FBp [φ]. Маємо
+∞∫
0

φ(x)Bk
p,σ (jp(σx))x2p+1dx =
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=

+∞∫
0

φ(x)x2kjp(σx)x2p+1dx.

Iнтеграл у правiй частинi рiвностi iснує та
збiжний рiвномiрно, а тому правильною є
рiвнiсть

σ2qBk
p,σψ(σ) =

+∞∫
0

φ(x)x2kσ2qjp(σx)x2p+1dx =

=

+∞∫
0

φ(x)x2kBq
p,xjp(σx)x2p+1dx.

Подамо останнiй iнтеграл як суму двох
iнтегралiв

I+II ≡
+∞∫
0

φ(x)x2k
d2

dx2
(
Bq−1
p,x jp(σx)

)
x2p+1dx+

+

+∞∫
0

φ(x)x2k
2p+ 1

x

d

dx

(
Bq−1
p,x jp(σx)

)
x2p+1dx.

Кожний iнтеграл проiнтегруємо частинами.
Враховуючи властивостi функцiї φ, отриму-
ємо

I ≡
+∞∫
0

(φ(x)x2k)
d2

dx2
(
Bq−1
p,x jp(σx)

)
x2p+1dx =

= −
+∞∫
0

d

dx

(
φ(x)x2k

) d
dx

(
Bq−1
p,x jp(σx)

)
x2p+1dx−

−
+∞∫
0

2p+ 1

x
(φ(x)x2k)

d

dx

(
Bq−1
p,x jp(σx)

)
x2p+1dx,

II ≡

≡
+∞∫
0

(φ(x)x2k)
2p+ 1

x

d

dx

(
Bq−1
p,x jp(σx)

)
x2p+1dx=

= −
+∞∫
0

d

dx

(
φ(x)x2k

) d

dx

(
Bq−1
p,x jp(σx)

)
x2p+1dx−

−
+∞∫
0

(φ(x)x2k)
d2

dx2
(
Bq−1
p,x jp(σx)

)
x2p+1dx.

Отже,

I + II = −
+∞∫
0

(φ(x)x2k)Bq
p,xjp(σx)x2p+1dx−

−2

+∞∫
0

d

dx

(
φ(x)x2k

) d

dx

(
Bq−1
p,x jp(σx)

)
x2p+1dx.

Звiдки
σ2qBk

p,σψ(σ) =

= −
+∞∫
0

d

dx

(
φ(x)x2k

) d

dx

(
Bq−1
p,x jp(σx)

)
x2p+1dx.

Проiнтегрувавши iнтеграл справа частина-
ми, прийдемо до спiввiдношення

σ2qBk
p,σψ(σ) =

=

+∞∫
0

Bp,x(φ(x)x2k)Bq−1
p,x jp(σx)x2p+1dx.

Застосувавши вищенаведений алгоритм
q − 1 разiв, отримаємо, що

σ2qBk
p,σψ(σ) =

+∞∫
0

Bq
p,x(φ(x)x2k)jp(σx)x2p+1dx.

Отже,

σ2qBk
p,σψ(σ) = FBp [B

q
p,x(φ(x)x2k)](σ).

Теорема 1. Правильною є формула

FBp [
◦
Sm2k,2q

] =
◦
Sm2q,2k

.

Доведення. Очевидно, що ψ = FBp [φ],
яка визначається формулою (10), – парна i
нескiнченно диференцiйовна функцiя.

Врахувавши (1)–(3), (9), а також оцiнку
|jp(σx)| ≤ Cjp , {σ, x} ⊂ R, прийдемо до не-
рiвностей

|σ2qBk
p,σψ(σ)| ≤

≤
+∞∫
0

|Bq
p,x(x

2kφ(x))||jp(σx)|x2p+1dx ≤

≤ CjpC̃
′Ã′2kB̃′2m2k,2q

1∫
0

x2p+1dx+
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+(CjpÃ
′[2p+1]+δC̃ ′)Ã′2kB̃′′2qm2k,2q×

×
+∞∫
1

x2p+1

x[2p+1]+δ
dx
m2k+[2p+1]+δ,2q

m2k,2q

,

де δ > 0 – таке, що [2p+ 1] + δ > 0 – пар-
не число i δ − {2p + 1} > 1. (Тут [a], {a} –
вiдповiдно цiла i дробова частини числа a).

Оскiльки, згiдно з умовами на числа
m2k,2q, {k, q} ⊂ Z+,

m2k+[2p+1]+δ,2q

m2k,2q

=
m2k+[2p+1]+δ,2q

m2k+[2p+1]+δ−2,2q
. . .

. . .
m2k−2,2q

m2k,2q

≤ (µε(1 + ε)2k+2q)[2p+1]+δ,

то

|σ2qBk
pψ(σ)| ≤ CjpC̃0Ã

2k
0 B̃

2q
0 m2k,2q×

×

(
1

2p+ 2
+

Ã′[2p+1]+δ

δ − 1− {2p+ 1}

)
×

×(µε(1 + ε)2k+2q)[2p+1]+δ.

Тому

|σ2qBk
pψ(σ)| ≤ C̃Ã2kB̃2qm2k,2q, (11)

де сталi C̃, Ã i B̃ залежнi вiд p.
Отже, ψ ∈

◦
Sm2q,2k

i FBp [
◦
Sm2k,2q

] ⊂
◦
Sm2q,2k

.
Також правильне вкладення

FBp [
◦
Sm2q,2k

] ⊂
◦
Sm2k,2q

. Застосовуючи ще
раз перетворення Бесселя i вищенаведенi
вкладення, отримуємо FBp [

◦
Sm2k,2q

] =
◦
Sm2q,2k

.

Розглянемо простори
◦
Sa2k ,

◦
S
b2q

,
◦
S
b2q

a2k
, якi

складаються з парних функцiй вiдповiдно з
просторiв Sak , Sbq , S

bq
ak з тiєю самою тополо-

гiєю [1].
Теорема 2. Якщо числа a2k, b2q, {k, q} ⊂

Z+, такi, що:

∃Ca > 0 ∃Cb > 0 ∃C̃ > 0 ∃A0 > 0 ∀{k, q}⊂N :

a2k−2
a2k

≤ Cak
−2(1−µ),

b2q−2
b2q
≤ Cbq

−2(1−λ),

λ ≥ 0, µ ≥ 0, µ+λ ≤ 1,
a2k+2

a2k
≤ C̃A2k

0 , (12)

то FBp [
◦
Sa2k ] =

◦
S
a2q

, FBp [
◦
S
b2q

] =
◦
Sb2k ,

FBp [
◦
S
b2q

a2k
] =

◦
S
a2q

b2k
.

Доведення. Розглянемо насампе-

ред простiр
◦
S
b2q

a2k
. Тодi m2k,2q = a2kb2q,

{k, q} ⊂ Z+.
Перевiримо виконання умов (1)–(3).
Справдi, врахувавши першi двi умови з

(12), маємо

m2k−2,2q−2

m2k,2q

=
a2k−2
a2k
· b2q−2
b2q
≤ CaCb

(
kµqλ

kq

)2

≤

≤ CaCb

(
(max{k, q})µ+λ

kq

)2

≤

≤ CaCb

(
(k + q)µ+λ

kq

)2

.

Тодi

m2k−2,2q−2

m2k,2q

≤ CaCb

(
k + q

kq

)2

.

Нехай µ ≤ λ. Перевiримо виконання пер-
шої умови з (2). Згiдно з першою нерiвнiстю
з (12) маємо

m2k−2,2q

m2k,2q

=
a2k−2
a2k

≤ Cak
2(µ−1) ≤ Ca

k2µ−1q

kq
≤

≤ Ca
(max{k, q})2µ

kq
≤ Ca

(k + q)2µ

kq
≤

≤ Ca
(k + q)µ+λ

kq
=≤ Ca

(k + q)

kq
.

Якщо ж µ ≥ λ, то аналогiчно перевi-
ряється виконання другої умови з (2). От-
же, умови (1)–(2) виконуються зi сталою
γ = max{Ca,

√
CaCb}.

Виконання перших двох умов з (12) для
m2k,2q = a2kb2q, {k, q} ⊂ Z+, гарантує вико-
нання оцiнки (4). А виконання третьої умови
з (12) гарантує виконання оцiнки (11). От-

же, правильна рiвнiсть FBp [
◦
S
b2q

a2k
] =

◦
S
a2q

b2k
.

Аналогiчно встановлюються рiвностi

FBp [
◦
Sa2k ] =

◦
S
a2q

i FBp [
◦
S
b2q

] =
◦
Sb2k .

Частинним випадком просторiв
◦
Sa2k ,

◦
S
b2q

,
◦
S
b2q

a2k
є простори

◦
Sα,

◦
Sβ,

◦
Sβα, якi складаються

з парних функцiй вiдповiдно з просторiв Sα,
Sβ, Sβα з тiєю самою топологiєю [1].
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Наслiдок. FBp [
◦
Sα] =

◦
Sα, FBp [

◦
Sβ] =

◦
Sβ,

FBp [
◦
Sβα] =

◦
Sαβ , α > 0, β > 0.

Доведення. Перевiримо виконання умов
(12) теореми 2. Маємо, що

a2k−2
a2k

=
(2k − 2)(2k−2)α

(2k)2kα
=

=
1

(2k − 2)2α

(
k − 1

k

)2kα

=

=
1

22α

1

k2α

(
1 +

1

k − 1

)2α(
k − 1

k

)2kα

≤

≤ e−2α
1

k2α
,

оскiльки
(

1 +
1

k − 1

)2α

≤ 22α, k ≥ 2,

lim
k→∞

(
1− 1

k

)αk
= e−α.

Аналогiчно встановлюємо нерiвностi
b2q−2
b2q
≤ e−2β

1

q2β
. Крiм того,

a2k+2

a2k
=

(2k + 2)(2k+2)α

(2k)2kα
=

= (2k + 2)2α
(
k + 1

k

)2kα

≤

≤ Cα22α(k + 1)2αe2α ≤ Cα22α2(k+1)2αe2α,

оскiльки lim
k→∞

(
1 + 1

k

)αk
= eα, (k + 1)2α ≤

C2(k+1)2α, k ∈ N.
Отже,

a2k+2

a2k
≤ C̃A2k

0 ,

де C̃ = CCα24α, A0 = 2α.

Зауваження. Для просторiв
◦
Sα,

◦
Sβ,

◦
Sβα

виконуються й оцiнки (1)–(3), оскiльки

∀ε > 0 ∃µε > 0 ∀k ∈ N :

(k + 1)2α ≤ µε(1 + ε)2k.
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