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ФРАКТАЛЬНI ВЛАСТИВОСТI ОПЕРАТОРIВ, ВИЗНАЧЕНИХ В
ТЕРМIНАХ QS-ЗОБРАЖЕННЯ ДРОБОВОЇ ЧАСТИНИ ДIЙСНОГО

ЧИСЛА
Для заданого Qs-зображення чисел x ∈ [0; 1], яке є узагальненням класичного трiйко-

вого зображення, i визначається параметрами q0, q1, q2, ...qs−1 (qi > 0,
s−1∑
i=0

qi = 1) та наступною

рiвнiстю

x = βα1(x) +

∞∑
k=2

βαk(x) k−1∏
j=1

qαj(x)

 ≡ ∆Qs
α1(x)α2(x)...αn(x)...

,

де αk(x) ∈ As ≡ {0, 1, 2, ..., s− 1}, β0 = 0, βi =
i−1∑
j=0

qj , вивчаються функцiї

ωn(∆Qs
α1α2...αn...) = ∆Qs

α1α2...αn−2αn−1αn+1αn+2...

та
fni(∆

Qs
α1α2...αn...) = ∆Qs

α1α2...αn−1iαnαn+1...
, деn, i ∈ N.

Доведено, що всi функцiї є кусково-неперервними та мають скiнченну кiлькiсть точок розриву
першого роду, знайдено їх аналiтичний вираз. Розлянуто застосування у метричних задачах.

Ключовi слова: Qs-зображення дробової частини дiйсного числа, кусково-неперервна
функцiя, кусково-монотонна функцiя, оператори лiвостороннього та правостороннього зсуву
цифр.

Qs-representation of numbers x ∈ [0, 1] is a generalization of classic ternary representation and

is determined by the parameters q0, q1, q2, ...qs−1 (qi > 0,
s−1∑
i=0

qi = 1) and the following equality

x = βα1(x) +
∞∑
k=2

βαk(x) k−1∏
j=1

qαj(x)

 = ∆Qs
α1(x)α2(x)...αn(x)...

,

where αk(x) ∈ As ≡ {0, 1, 2, ..., s− 1}, β0 = 0, βi =
i−1∑
j=0

qj . For a given Qs-representation, we study

functions
ωn(∆Qs

α1α2...αn...) = ∆Qs
α1α2...αn−2αn−1αn+1αn+2...

and
fni(∆

Qs
α1α2...αn...) = ∆Qs

α1α2...αn−1iαnαn+1...
, wheren, i ∈ N.

We prove that all functions are piecewise continuous and have a finite number of points of
discontinuity of the first kind. Their analytic expression is found. The Gauss-Kuzmin problem is
also solved.

Keywords: Qs-representation digits of real number, piecewise continuous, piecewise
monotonic, left-shift and right-shift digit operators.

Вступ

На сьогоднiшнiй день iснує ряд проблем,
пов’язаних з функцiями, що мають всю-
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ди щiльну множину особливостей (сингу-
лярнiсть, недиференцiйовнiсть, нiде не мо-
нотоннiсть i т.д.), однiєю з яких є про-
блема ефективних способiв їх задання та
дослiдження. Для цього використовують
геометрично-описовий метод, метод згуще-
ння особливостей, задання їх за допомогою
систем функцiональних рiвнянь, а в остан-
нiй час з цiєю метою широко використову-
ються рiзнi системи зображення дiйсних чи-
сел як зi скiнченним [7, 9], так i нескiнчен-
ним [8, 11] алфавiтом, який спорiднений з
останнiм. Oднiєю з таких є Q-зображення
дiйсних чисел, вперше введене у 1986 ро-
цi. Воно використовувалось в рiзних цiлях.
Ми ж використовуємо Q-зображення чисел
для задання та дослiдження функцiй i тут
значною мiрою допомогає знання геометрiї
цього зображення, а саме: геометричного
змiсту цифр зображення, властивостей ци-
лiндричних, напiвцилiндричних i хвостових
множин, метричних вiдношень породжених
цим зображенням тощо.

Нагадаємо основнi поняття [7].
Нехай Qs = {q0, q1, q2, ..., qs−1} — впоряд-

кована множина додатних дiйсних чисел,

таких, що qi > 0,
s−1∑
i=0

qi = 1; βk =
k−1∑
i=0

qi.

Вiдомо, що для будь-якого x ∈ [0, 1] iснує
послiдовнiсть (αn) ∈ Ls = As×As× ...×As×
..., αn ∈ {0, 1, 2, ..., s− 1} ≡ As така, що

x = βα1 +
∞∑
k=2

[
βαk

k−1∏
j=1

qαj

]
= ∆Qs

α1α2...αn...
. (1)

Розклад числа x у ряд (1) називається йо-
го Qs-представленням, а скорочений (фор-
мальний) запис

x = ∆Qs
α1α2...αk...

(2)

– Qs-зображенням. При цьому αk називає-
ться k-тим Qs-символом зображення числа
x.

Взагалi кажучи, поняття k-ого Qs-
символа числа є некоректно визначеним,
оскiльки можна довести, що

∆Qs
c1...cm−1cm(0) = ∆Qs

c1...cm−1[cm−1](s−1),

де (i)– перiод в зображеннi числа з одно-
го символа (цифри) i. Тi числа, що
мають два рiзнi зображення, називаю-
ться Qs-рацiональними, а решта – Qs-
iррацiональними.

Означення 1. Нехай (c1, c2, . . . , ck)
– фiксований впорядкований набiр чисел з
{0, 1, 2, ..., s − 1}. Цилiндром рангу k з
основою c1c2 . . . ck називається множина
∆Qs
c1c2...ck

всiх чисел x ∈ [0, 1], якi мають на-
ступне Qs-зображення

x = ∆Qs
c1c2...ckαk+1...αk+m...

, αk+i ∈ As.

Цилiндр ∆Qs
c1c2...ck

є вiдрiзком з кiнцями
a = ∆Qs

c1c2...ck(0) i b = ∆Qs
c1c2...ck(s−1), тобто

∆Qs
c1c2...ck

= [a; b]. Його внутрiшнiсть позна-
чатимемо через ∇Qs

c1c2...ck
i називатимемо ци-

лiндричним iнтервалом, тобто ∇Qs
c1c2...ck

=

int∆Qs
c1c2...ck

= (a, b).
Цилiндричнi множини або цилiндри ма-

ють наступнi властивостi:
1)∆Qs

c1c2...ck
=
⋃
t∈As

∆Qs
c1c2...ckt

;

2)[0, 1] =
s−1⋃
i1=0

s−1⋃
i2=0

. . .
s−1⋃
in=0

∆Qs
i1i2...in

;

3)max∆Qs
c1c2...cki

= min∆Qs
c1c2...ck(i+1);

4)|∆Qs
c1c2...ck

| =
k∏
i=1

qci → 0 (k →∞);

5)
∞⋂
k=1

∆Qs
c1c2...ck

= x ≡ ∆Qs
c1c2...ck...

для довiль-

ної послiдовностi (ck), ck ∈ As.
В ергодичнiй теорiї важливу роль вiдiгра-

ють оператори лiвостороннього зсуву цифр
зображення дiйсного числа (s-кового, лан-
цюгового i т.д.). Вони використовуються в
математицi (фрактальному аналiзi та геоме-
трiї, теорiї функцiй та теорiї ймовiрностей)
в рiзних цiлях, зокрема для опису цiкавих
груп перетворень простору [0; 1] .

На сьогоднiшнiй день дослiджувались
оператори зсуву цифр для n = 1 у рiзних
кодуваннях (зображеннях) дiйсних чисел зi
скiнченним та нескiнченним [8, 10] алфавi-
том. Хоча вони широко застосовуються i
вiдiграють важливу роль у теорiї динамi-
чних систем, зокрема фiгурують у працях
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F. Schweiger [3], А. Я. Хiнчина [12], Р. О. Нi-
кiфорова i Г. М. Торбiна. Крiм того, вони
мають застосування й в iнших дослiджен-
нях, наприклад, у роботi [4] оператор зсу-
ву (n = 1) використовують для побудови
базису лiнiйного простору узагальнених по-
слiдовностей Фiбоначчi з фiксованими пара-
метрами p та s та знаходження координат
довiльного вектора в даному базисi, а у ро-
ботi [8] для доведення теореми, яка ствер-
джує, що неперервна випадкова величина ξ,
2∞-символи якої є незалежними, має або чи-
сто абсолютно неперервний, або чисто син-
гулярно неперервний розподiл. В роботi [9]
вони використовувалися для встановлення
функцiональних спiввiдношень.

Цi оператори викликають iнтерес ще й
тому, що тiсно пов’язанi з перетвореннями
та функцiями, що зберiгають частоти цифр
та множинами, що мають властивiсть зберi-
гати «хвости» (хвостовi множини) у рiзних
зображеннях, зокрема у такому аспектi це
висвiтлено у роботах Р. Ю. Осауленка [6] та
С. О. Климчук [5].

Дана робота присвячена вивченню опера-
торiв Qs-цифр дiйсного числа, а саме:

ωn(∆Qs
α1α2...αn...

) = ∆Qs
α1α2...αn−2αn−1αn+1αn+2...

,

δin(∆Qs
α1α2...αn...

) = ∆Qs
α1α2...αn−1iαnαn+1...

,

де i ∈ {0, 1, 2, ..., s− 1}, n ∈ N .

1. Оператор лiвостороннього
зсуву цифр

У множинi всiх Qs-зображень дiйсних
чисел з вiдрiзка [0; 1] розглянемо опе-
ратор ω̂1 зсуву цифр, який послiдов-
ностi (α1, α2, . . . , αn, . . .) ставить у вiд-
повiднiсть (вiдображає) послiдовнiсть
(α2, α3, . . . , αn, . . .).

Пiсля домовленостi не використовувати
Qs – зображення дiйсних чисел iз [0; 1) з пе-
рiодом (s − 1) оператор ω̂1 породжує фун-
кцiю, означену рiвнiстю

ω1(∆Qs
α1α2...αn...

) = ∆Qs
α2α3...αn...

.

Оператор ω̂1 i функцiю ω1 називають oпе-
ратором лiвостороннього зсуву цифр Qs –
зображення дiйсного числа.

Очевидно, що даний оператор має рiв-
но s iнварiантних точок: ∆Qs

(0), ∆Qs
(1),

∆Qs
(2),...,∆

Qs
(s−1). Вiн володiє властивiстю

сюр’єктивностi, але не є iн’єктивним, бо
прообразом точки, що має зображення
∆Qs
c1c2...cn...

є s точок ∆Qs
0c1c2...cn...

, ∆Qs
1c1c2...cn...

,
∆Qs

2c1c2...cn...
,...,∆Qs

[s−1]c1c2...cn...
.

Теорема 1. Функцiя ω1(x):
1) є кусково-лiнiйною, причому лiнiйною

на цилiндричних iнтервалах першого рангу:

ω1(x) =



x

q0

при 0 ≤ x < q0,

x− q0

q1

при q0 ≤ x < q0 + q1,

x−q0−q1

q2

при q0+q1≤ x<q0+q1+q2;

...............................................
x−(1−qs−1)

qs−1

при 1− qs−1≤ x< 1;

2) в точках x = q0 i x = q0 + q1,...,
x = 1 − qs−1 має розриви першого роду
зi стрибком 1, причому lim

x→q0−0
ω1(x) = 1 i

lim
x→q0+q1−0

ω1(x) = 1,..., lim
x→1−qs−1−0

ω1(x) = 1.

Доведення. Очевидно, що

ω1(q0) = ω1(∆Qs
1(0)) = ∆Qs

(0) = 0 = ω1(0).

Нехай x ∈ ∆Qs
i , тобто

x = ∆Qs
iα2α3...αn...

=

= βi+βα2qi+βα3qiqα2+. . .+βαnqi

n−1∏
j=2

qαj+. . . =

= βi+qi

(
βα2 + βα3qα2 + ...+βαn

n−1∏
j=2

qαj+...

)
.

Тодi x = βi + qiω1(x).
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Звiдки

ω1(x) =
x− βi
qi

=



x

q0

, якщо i = 0,

x− q0

q1

, якщо i = 1,

x−q0 −q1

q2

, якщо i = 2,

.......................................
x−(1−q0)

qs−1

, якщо i=s−1.

Дослiдимо поведiнку функцiї ω1(x) в лi-
вому ε-пiвоколi точки x = q0. Якщо чи-
сло x ∈ (q0 − ε; q0), то вiдповiдно отримаємо
x = ∆Qs

0 [s−1] . . . [s−1]︸ ︷︷ ︸
k

αk+2αk+3...αk+n...
i ω1(x) =

∆Qs

[s−1] . . . [s−1]︸ ︷︷ ︸
k

αk+2αk+3...αk+n...
. Умова x →

q0 − 0 рiвносильна умовi k → ∞, тому
lim

x→q0−0
ω1(x) = ∆Qs

[s−1] [s−1] [s−1]...[s−1]... = 1.

Аналогiчно доводиться твердження для
iнший точок.

Пiсля n-кратного застосування операто-
ра зсуву цифр, отримаємо

ω
(n)
1 (∆Qs

α1α2...αnαn+1αn+2...
) = ∆Qs

αn+1αn+2...αn+k...
.

Оскiльки

x = βα1 + βα2qα1 + . . .+ βαn

n−1∏
j=1

qαj+

+
n∏
j=1

qαj
(
βαn+1 + βαn+2qαn+1 + . . .

)
=

= βα1+βα2qα1+. . .+βαn

n−1∏
j=1

qαj+ω
(n)
1 (x)

n∏
j=1

qαj .

Отже,

ω
(n)
1 (x)=

x−

(
βα1 + βα2qα1 + ...+βαn

n−1∏
j=1

qαj

)
n∏
j=1

qαj

.

2. Оператор лiквiдацiї n-ої ци-
фри Qs– зображення дiйсного
числа

У просторi послiдовностей Ls розгля-
дається оператор ω̂n, який послiдовно-
стi (α1, α2, . . . , αn−1, αn, αn+1, . . .) ставить у
вiдповiднiсть (вiдображає) послiдовнiсть
(α1, α2, . . . , αn−1, αn+1, . . .).

Пiсля домовленостi не використовувати
Qs – зображення дiйсних чисел iз [0; 1) з пе-
рiодом (s − 1) оператор ω̂n породжує фун-
кцiю, визначену рiвнiстю

ωn(∆Qs
α1α2...αn...

) = ∆Qs
α1α2...αn−2αn−1αn+1αn+2...

.

Оператор ω̂n i функцiю ωn називатимемо
оператором лiквiдацiї цифри Qs – зображе-
ння дiйсного числа.

Очевидно, що ω1(x) є оператором
лiквiдацiї першої Qs – цифри. Та-
кож очевидно, що оператор ωn(x) лi-
квiдацiї цифр має sn iнварiантних то-
чок. Це точки виду: ∆Qs

c1c2...cn−1(0),
∆Qs
c1c2...cn−1(1), ∆Qs

c1c2...cn−1(2),...,∆
Qs
c1c2...cn−1(s−1)

де (c1, c2, . . . , cn−1) ∈ An−1
s .

Число x та значення функцiї ωn(x) пода-
мо у виглядi

x = A+ βαn

n−1∏
i=1

qαi + βαn+1

n∏
i=1

qαi + ...,

ωn(x) = A+βαn+1

n−1∏
i=1

qαi +βαn+2qαn+1

n−1∏
i=1

qαi+

+βαn+3qαn+1qαn+2

n−1∏
i=1

qαi + . . . ,

де A = βα1 + βα2qα1 + . . .+ βαn−1

n−2∏
i=1

qαi .

Рiзниця ωn(x)− x має вигляд:

ωn(x)− x =

= [−βαn + βαn+1(1− qαn)+

+ βαn+2qαn+1(1− qαn) + ...]
n−1∏
j=1

qαi(x).
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Звiдки

ωn(x) = x+ (1− qαn)
n−1∏
j=1

qαi(x)×

× (βαn+1 − qαn +
∞∑
k=2

βαn+k

k−1∏
j=1

qαn+j) =

= x+ [(1− qαn)ωn1 (x)− βαn(x)]
n−1∏
j=1

qαj(x).

Перепишемо число x у виглядi

x = A+ βαn

n−1∏
i=1

qαi+

+qαn

βαn+1

n−1∏
i=1

qαi+βαn+2qαn+1

n−1∏
i=1

qαi+ ...︸ ︷︷ ︸
B

 =

= A+ βαn

n−1∏
i=1

qαi + qαnB.

Останню рiвнiсть подiлимо на qαn та до-
дамо до лiвої i правої частини число A, отри-
маємо

x

qαn
+ A =

A+ βαn
n−1∏
i=1

qαi

qαn
+B + A.

Очевидно, що ωn(x) = A+B. Тому

ωn(x) =

x− A− βαn
n−1∏
i=1

qαi

qαn
+ A. (3)

Останню рiвнiсть можна переписати у ви-
глядi

ωn(x) =
1

qαn
x+ b(x),

де b(x) = A−
A+ βαn

n−1∏
i=1

qαi

qαn
.

Розглянемо цилiндри n-го рангу i Qs –
рацiональнi точки, тобто точки виду x =
∆Qs
α1α2...αn−1αn(0) ≡ ∆Qs

α1α2...αn−1[αn−1](s−1) = x∗,
αn 6= 0.

Тодi рiзниця

ωn(x∗)− ωn(x) =

= ∆Qs
α1α2...αn−1(s−1) −∆Qs

α1α2...αn−1(0) =
n−1∏
i=1

qαi .

Тобто, функцiя ωn(x) має розриви першого
роду.

З вище сказаного випливає наступне
твердження.

Теорема 2. Функцiя ωn(x):
1) є кусково-лiнiйною на цилiндричних

iнтервалах n-го рангу i

ωn(x) =
1

qαn
x+ b(x),

де b(x) = A−
A+ βαn

n−1∏
i=1

qαi

qαn
,

A = βα1 + βα2qα1 + . . .+ βαn−1

n−2∏
i=1

qαi;

2) має (s−1)·sn−1 розривiв першого роду в
точках x = ∆Qs

c1c2...cn−11(0), x = ∆Qs
c1c2...cn−12(0),

..., x = ∆Qs
c1c2...cn−1[s−1](0), де ci ∈ As, зi стриб-

ком
n−1∏
i=1

qci на вiдповiдному цилiндричному

iнтервалi.
Лема 1.Функцiя ϕin, означена на [0;1]

рiвнiстю

ϕin(∆Qs
α1α2...αnαn+1...

) = ∆Qs
α1...αn−1iαn+1...

,

має вираз

ϕin(x) = x+ (
n−1∏
j=1

qαj)[βi− βαn + ωn1 (qi− qαn)].

(4)
Доведення. Використовуючи вирази

ϕin(x) = A+ (
n−1∏
j=1

qαj)[βi + qiω
n
1 ],

x = A+ (
n−1∏
j=1

qαj)[βαn + qαnω
n
1 ],

знайдемо рiзницю

ϕin(x)− x = (
n−1∏
j=1

qαj)×

× [[βi − βαn + ωn1 (qi − qαn)].
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Звiдки й отримуємо (4).
Наслiдок 1. Функцiя ϕin є кусково-

лiнiйною, причому лiнiйною на кожному з
цилiндричних вiдрiзкiв (n− 1)-го рангу.

3. Оператор вклеювання цифри
Qs – зображення дiйсного числа

Нехай задано: елемент i алфавiту As =
{0, 1, . . . , s− 1} та натуральне число n.

У просторi послiдовностей L(s) роз-
глядається оператор δ̂in, який послiдов-
ностi (α1, α2, . . . , αn−1, αn, αn+1, . . .) ставить
у вiдповiднiсть (вiдображає) послiдовнiсть
(α1, α2, . . . , αn−1, i, αn, αn+1, . . .).

Пiсля домовленостi не використовувати
Qs – зображення дiйсних чисел iз [0; 1) з пе-
рiодом (s − 1) оператор δ̂in породжує фун-
кцiю

δin(∆Qs
α1α2...αn...

) = ∆Qs
α1α2...αn−1iαnαn+1...

.

Оператор δ̂in i функцiю δin називатимемо
оператором вклеювання цифри Qs – зобра-
ження дiйсного числа.

Очевидно, що δin має sn−1 iнварiантних
точок i це точки виду: ∆Qs

c1c2...cn−1(i). Також
очевидно, що мають мiсце спiввiдношення

ωn(δin(x)) = x i δαn(x)(ωn(x)) = x.

Лема 2. Функцiя δi1(x) має вираз

δi1(x) = βi + qix,

є лiнiйною i набуває значень з [βi; βi+1).
Доведення. Дiйсно,

δi1(x)=βi+βα1(x)qi+...+βαn(x)qi

n−1∏
j=1

qαj(x)+...=

= βi + qi(βα1(x) + βα2(x)qα1(x) + . . .) = βi + qix.

Оскiльки x пробiгає промiжок [0; 1), то
оператор δi1(x) набуває значень з [βi; βi+1).

Наслiдок 2. Оператор δi1(x) є стиску-
ючим вiдображенням з коефiцiєнтом qi.

Теорема 3. При n > 1 функцiя δin(x):

1) є кусково-лiнiйною, причому лiнiйною
на цилiндричних iнтервалах (n−1)-го рангу
i

δin(x) = x+ βi

n−1∏
j=1

qαj−

−(1− qi)
n−1∏
j=1

qαj(βαn + βαn+1qαn + . . .),

або

δin(x) = qix+ C(1− qi) + βi

n−1∏
j=1

qαj ,

δin(x) = C + βi

n−1∏
j=1

qαj + qiω
(n−1)(x)

n−1∏
j=1

qαj ,

де C = βα1 + . . .+ βαn−1

n−2∏
j=1

qαj ;

2) має (s − 1) · sn−2 розривiв першого
роду в точках виду x = ∆Qs

c1c2...cn−21(0), ...,
x = ∆Qs

c1c2...cn−2[s−1](0), де ci ∈ As, зi стриб-
ком
n−2∏
j=1

qαj
(
βαn−1−β[αn−1−1]+βi(qαn−1−q[αn−1−1])−q[αn−1−1]qi

)
на вiдповiдному цилiндричному iнтервалi.

Доведення. Знайдемо вираз функцiї

δin(∆Qs
α1α2...αn...

) = ∆Qs
α1α2...αn−1iαn...

=

= βα1 + βα2qα1 + . . .+ βi

n−1∏
j=1

qαj+

+βαnqi

n−1∏
j=1

qαj + βαn+1qi

n∏
j=1

qαj + . . . =

=

(
βα1 + . . .+ βαn−1

n−2∏
j=1

qαj

)
︸ ︷︷ ︸

C

+βi

n−1∏
j=1

qαj+

+qi

(
βαn

n−1∏
j=1

qαj + βαn+1

n∏
j=1

qαj + . . .

)
︸ ︷︷ ︸

D

=

= C + βi

n−1∏
j=1

qαj + qiD.
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Очевидно, що x = C +D. Тому

δin(x) = C +D + βi

n−1∏
j=1

qαj + qiD −D =

= x+ βi

n−1∏
j=1

qαj −D(1− qi).

З iншого боку,

δin(x) = C + βi

n−1∏
j=1

qαj+

+qi

n−1∏
j=1

qαj
(
βαn + βαn+1qαn + . . .

)
=

= C + βi

n−1∏
j=1

qαj + qiω
(n−1)(x)

n−1∏
j=1

qαj .

Використовуючи вираз для оператора лi-
востороннього зсуву цифр (n− 1) раз, отри-
маємо

δin(x) = C + βi

n−1∏
j=1

qαj + qi

n−1∏
j=1

qαj
x− C
n−1∏
j=1

qαj

=

= qix+ C(1− qi) + βi

n−1∏
j=1

qαj .

З останнього виразу очевидно, що опера-
тор δin(x) при n > 1 є кусково-лiнiйною фун-
кцiєю.

Нехай αn−1 6= 0. Розглянемо двi
точки x1 = ∆Qs

α1α2...αn−2αn−1(0) i x2 =

∆Qs
α1α2...αn−2[αn−1−1](s−1) та їх образи δin(x1) i

δin(x2). Тодi

δin(x1)− δin(x2) =

= ∆Qs
α1α2...αn−2αn−1i(0) −∆Qs

α1α2...αn−2[αn−1−1]i(2) =

=
n−2∏
j=1

qαj
(
βαn−1 +βiqαn−1 + β0qαn−1qi+ ...

)
−

−
n−2∏
j=1

qαj
(
β[αn−1−1] + βiq[αn−1−1] + ...

)
=

=
n−2∏
j=1

qαj
(
βαn−1 − β[αn−1−1]

)
+

+
n−2∏
j=1

qαj
(
βi(qαn−1 − q[αn−1−1])− q[αn−1−1]qi

)
.

Отже, на цилiнричних iнтервалах (n−1)-
го рангу в Qs – рацiональних точках фун-
кцiя δin(x) є розривною.

Якщо оператором δin(x) вклеювання
цифр Qs – зображення дiйсного числа по-
дiяти k разiв, то отримаємо

δ
(k)
in (x) = δin(δin(. . . (x))) =

= ∆Qs

α1α2...αn−1 i . . . i︸ ︷︷ ︸
k

αnαn+1...
.

δ
(k)
in (x) =

(
βα1 + . . .+ βαn−1

n−2∏
j=1

qαj

)
︸ ︷︷ ︸

C

+

+
n−1∏
j=1

qαj(βi + βiqi + . . .+ βiq
k−1
i )+

+qki

n−1∏
j=1

qαj(βαn + βαn+1qαn + . . .)︸ ︷︷ ︸
D

=

= x−D(1−qki )+
n−1∏
j=1

qαj(βi+βiqi+. . .+βiq
k−1
i ).

Крiм того,

δ
(k)
in (x) = C + ω

(n−1)
1 (x)qki

n−1∏
j=1

qαj+

+
n−1∏
j=1

qαj(βi + βiqi + . . .+ βiq
k−1
i )

або
δ

(k)
in (x) = qki x+ C(1− qki )+

+
n−1∏
j=1

qαj(βi + βiqi + . . .+ βiq
k−1
i ).
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4. Використання оператора лiво-
стороннього зсуву у метричних
задачах

Нехай u = ∆Qs
α1α2...αk...

— Qs-зображення чи-
сла u, ωn1 (u) = ∆Qs

αn+1αn+2...αn+k...
. Розглянемо

множину

Dn(x) = {u : u ∈ [0; 1], ωn1 (u) < x}.

Нехай λ[Dn(x)] мiра Лебега множини
Dn(x). Знайдемо границю lim

n→∞
λ[Dn(x)].

Аналогiчну задачу поставив Гаусс для
ланцюгових дробiв, а повнiстю її розв’язав у
1928 роцi Р.О. Кузьмiн. Дана задача вияви-
лася не такою простою iз-за геометрiї лан-
цюгових дробiв, у нашому ж випадку вона
розв’язується значно простiше.

Розв’язок аналогу задачi Гаусса-
Кузьмiна для Qs-зображення чисел дає
наступна лема.

Теорема 4. Мiра Лебега множини
Dn(x) рiвна x, тобто

λ[Dn(x)] = x.

Доведення. При n = 0 множина
D0(x) складається з точок u < x i очеви-
дно, що λ[D0(x)] = x. Належнiсть u ∈
D0(x) означає, що нескiнченний набiр знакiв
(α1(u), α2(u), . . . , αk(u), . . .) володiє певною
властивiстю, яка легко виписується у вигля-
дi спiввiдношень мiж знаками Qs-зображень
чисел u та x.

Очевидно, що при u ∈ D0(x), тобто u < x,
то

vi = ∆Qs
iα1(u)α2(u)...αn(u)... ∈ D1(x), i ∈ As.

Бiльше того, при vi ∈ D1(x) маємо

∆Qs
α2(v)α3(v)...αk(v)... = ω1

1(v) ∈ D0(x).

Тому

D1(x) = E0

⋃
E1

⋃
...
⋃

Es−1,

де D0(x)
qi∼ Ei, i = 0, 1, ..., s− 1 а отже,

λ[D1(x)] =
s−1∑
i=0

qiλ[Ei] =

= (q0 + q1 + ...+ qs−1)λ[D0(x)] = x.

Аналогiчно мiркуючи,

D2(x) =
s−1⋃
i2=0

s−1⋃
i1=0

[Ei1i2 ],

де D0(x)
qi1qi2∼ Ei1i2 , тодi

λ[D2(x)] =
s−1∑
i2=0

s−1∑
i1=0

qi1qi2λ[D0(x)] = x.

Аналогiчно для довiльного n ∈ N , отри-
маємо

Dn(x) =
s−1⋃
in=0

. . .
s−1⋃
i1=0

[Ei1i2...in ],

де D0(x)
t∼ Ei1i2...in та t =

n∏
j=1

qij .

Тодi

λ[Dn(x)] = λ[D0(x)]
s−1∑
in=0

. . .
s−1∑
i1=0

n∏
j=1

qij .

Оскiльки
n∏
j=1

qαj визначає довжину вiд-

рiзка n-го рангу, тобто |∆Qs
α1...αn

| =
n∏
j=1

qαj .

А пiдсумовування добуткiв ведеться по
всеможливих наборах (α1, . . . , αn), αk ∈
{0, 1, ..., s − 1}, тобто по всеможливих вiд-
рiзках n-го рангу, то згiдно iз заданням Qs-

зображення,
∑

(α1,...,αn)
αk∈{0,1,...,s−1}

n∏
j=1

qαj = 1. Таким

чином

λ[Dn(x)] = λ[D0(x)] = x.

Лема 3. Розв’язком рiвняння

ωk(x) = δin(x)

є множина точок

W = {x : x = ∆Qs
α1...αt−1(i), деαj, i ∈ As,

причому t = n при k ≥ n або t = k при
k < n.
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Доведення. Згiдно з означеннями вка-
заних функцiй, рiвнiсть ωk(x) = δin(x) пере-
пишеться у виглядi

∆Qs
α1α2...αk−2αk−1αk+1αk+2...

= ∆Qs
α1α2...αn−1iαnαn+1...

.

Якщо k < n, то очевидно, що множи-
ною розв’язкiв даного рiвняння будуть всi
числа у яких починаючи з k-го номеру всi
Qs-цифри дорiвнюють i, тобто

W = {x : x = ∆Qs
α1...αk−1(i), деαj, i ∈ As}.

Якщо ж k ≥ n, тодi

W = {x : x = ∆Qs
α1...αn−1(i), деαj, i ∈ As}.
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