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ПРО НАБЛИЖЕННЯ В СЕРЕДНЬОМУ ФУНКЦIЙ КЛАСУ ГЕЛЬДЕРА
ЇХ УЗАГАЛЬНЕНИМИ IНТЕГРАЛАМИ ПУАССОНА

Отримано повнi асимптотичнi розклади точних верхнiх меж вiдхилень узагальненого
iнтеграла Пуассона вiд функцiй класу Гельдера в iнтегральнiй метрицi.
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We obtain complete asymptotic expansion of the exact upper bounds of a generalized Poisson
integral of deviations from the Hölder class functions in the integral metric.
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Нехай C — простiр 2π-перiодичних непе-
рервних функцiй, у якому норма задається
за допомогою рiвностi

‖f‖C = max
t
|f(t)|;

L — простiр 2π-перiодичних сумовних на пе-
рiодi функцiй, в якому норма задається рiв-
нiстю

‖f‖L = ‖f‖1 =

π∫
−π

|f(t)|dt.

Множину функцiй f ∈ L , якi задоволь-
няють умову

‖f(x+ t)− f(x)‖1 ≤ |t|,

будемо позначати черезH1
1 , а множину фун-

кцiй f ∈ C, для яких виконується умова

‖f(x+ t)− f(x)‖C ≤ |t|,

позначатимемо через H1 . Класи H1
1 та H1

називають класами Гельдера.
Розглянемо крайову задачу (в одинично-

му крузi) для рiвняння

4u = 0, (1)

де 4 — оператор Лапласа в полярних коор-
динатах. Тобто рiвняння (1) запишеться у
виглядi

∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+
∂2u

∂x2
= 0 , (0 ≤ r < 1,−π ≤ x ≤ π).

(2)

Розв’язок рiвняння (2), що задовольняє гра-
ничну умову

u(r, x)|r=1 = f(x), − π ≤ x ≤ π, (3)

де f(x) — сумовна 2π-перiодична функцiя,
можемо записати у виглядi

A(r, f, x) =

=
1

π

π∫
−π

f(t+x)
{1

2
+
∞∑
k=1

rk cos kt
}
dt, 0 ≤ r < 1.

(4)
Функцiю (4) прийнято називати iнтегралом
Абеля-Пуассона функцiї f (див., напр., [1,
2]), а величину

K1(r, t) =
1

2
+
∞∑
k=1

rk cos kt =

=
1− r2

2(1− 2r cos t+ r2)

називають ядром Абеля-Пуассона.
Розглянемо тепер крайову задачу (в оди-

ничному крузi) для рiвняння

∆(∆u) = 0. (5)

Розв’язок рiвняння (5), що задовольняє гра-
ничнi умови

u(r, x)|r=1 = f(x),
∂u(r, x)

∂r
|r=1= 0,
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−π ≤ x ≤ π,

можемо записати у виглядi

B(r, f, x) =
1

π

π∫
−π

f(x+ t)

{
1

2
+

+
∞∑
k=1

[
1 +

k

2
(1− r2)

]
rk cos kt

}
dt, 0 ≤ r < 1.

(6)
Функцiю (6) прийнято називати бiгар-

монiчним iнтегралом Пуассона функцiї f
(див., напр., [3, 4]), а величину

K2(r, t) =
1

2
+
∞∑
k=1

[
1 +

k

2
(1− r2)

]
rk cos kt =

=
(1− r2)2(1− r cos t)

2(1− 2r cos t+ r2)2

— бiгармонiчним ядром Пуассона.
В роботi будемо розглядати деяке уза-

гальнення iнтеграла Абеля-Пуассона i бiгар-
монiчного iнтеграла Пуассона, а саме iнте-
грал виду

Ps,q(r, f, x) =
1

π

π∫
−π

f(x+ t)K(r, t)dt, (7)

який прийнято називати узагальненим iнте-
гралом Пуассона [5], де

K(r, t) =
1

2
+

+
∞∑
k=1

[1 + sk(1 + r)(1− r)q] rk cos kt (8)

— ядро узагальненого iнтеграла Пуассона i

0 ≤ s ≤ 1

2
, q ≥ 1, 0 ≤ r < 1, − π ≤ x ≤ π.

Вiдмiтимо, що у випадку s = 0 з (7) отри-
маємо iнтеграл Абеля-Пуассона A(r), а у ви-
падку s = 1

2
, q = 1, з (7) отримаємо бiгармо-

нiйний iнтеграл Пуассона B(r).
Позначимо

E(H1;Ps,q(r))C := sup
f∈H1

‖Ps,q(r, f, ·)− f(·)‖C ,

(9)

E(H1
1 ;Ps,q(r))1 := sup

f∈H1
1

‖Ps,q(r, f, ·)− f(·)‖1.

(10)
Означення 1. [6, с. 198] Задачу про

вiдшукання асимптотичних рiвностей для
величин (9) i (10), згiдно з О.I. Степанцем,
називатимемо задачею Колмогорова-
Нiкольського для узагальненого iнтеграла
Пуассона Ps,q(r) вiдповiдно на класах
H1 i H1

1 в рiвномiрнiй та iнтегральнiй
метриках.

Означення 2. [7] Формальний ряд
∞∑
n=0

gn(r) називається повним асимптоти-

чним розкладом або повною асимптотикою
функцiї f(r) при r → 1−, якщо для всiх
n ∈ N

|gn+1(r)| = o(|gn(r)|)
i при будь-якому m ∈ N

f(r) =
m∑
n=0

gn(r) + o(gm(r)), r → 1− .

Коротко будемо записувати цей факт на-
ступним чином

f(r) ∼=
∞∑
n=0

gn(r).

Апроксимативнi властивостi iнтегралiв
Абеля-Пуассона та бiгармонiйних iнтегралiв
Пуассона на класах Гельдера достатньо до-
бре вивченi.

Першi резутати, пов’язанi з дослiдже-
нням величин E(H1;A(r))C були отри-
манi I. П. Натансоном [8]. Зокрема,
ним була розв’язана задача Колмогорова-
Нiкольського на класах H1 для iнтеграла
Абеля-Пуассона, а саме встановлена асим-
птотична рiвнiсть при r → 1−

E(H1;A(r))C =
2

π
(1− r)| ln(1− r)|+O(1− r).

О.П. Тiман [9] отримав точнi зна-
чення апроксимативних характеристик
E(H1;A(r))C :

E(H1;A(r))C =
2

π
(1−r)ln 1

1− r
+εr, 0 < r < 1,

εr =
2

π

1−r∫
0

{
1

1− t
ln

2− t
tt

+ 1

}
dt.
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В роботi Е.Л. Штарка [10] був знайдений
повний асимптотичний розклад для верх-
ньої межi вiдхилення функцiї з класу H1 вiд
iнтегралiв Пуассона виду

E(H1;A(r))C ∼=
2

π

∞∑
k=1

{
1

k
(1− r)k ln

1

1− r
+

+γk(1− r)k
}
, r → 1−,

γk =
1

k

(
1

k
+ ln 2−

k−1∑
i=1

2−i

i

)
.

В.А.Баскаков [1] записав аналогiчний
асимптотичний розклад, але за степенями 1

δ(
δ = − 1

ln r

)
при δ →∞ :

E(H1;A(δ))C =
2

π

1

δ
ln δ+

+
1

δ

2 lnπ

π
+

2

π

∞∫
π

(t)2π

t2
dt

+

+
2

πδ

∞∑
k=1

(−1)k

 ∞∫
π

(t)π
t2(k+1)

dt− 1

2kπ2k

 1

δ2k
.

Апроксимативнi властивостi iнтегралiв
Пуассона на iнших фунцiональних класах
вивчались у роботах [11–12].

Що ж стосується питання апроксиматив-
них властивостей бiгармонiчних iнтегралiв
Пуассона, то тут потрiбно вiдмiтити, що
С. Канiєв [3] знайшов асимптотичну рiвнiсть
при r → 1−

E(H1;B(r))C =
2

π
(1− r) +

εr
π
,

εr = o(1− r).

Пiзнiше, P. Pych [13] уточнила результат
С.Канiєва, знайшовши бiльш точний поря-
док залишкового члена:

E(H1;B(r))C =
2

π
(1− r)+

+O

(
(1− r)2 ln

1

1− r

)
, r → 1− .

Л.П.Фалалеев [14] знайшов повний асим-
птотичний розклад при r → 1− :

E(H1;B(r))C =
2

π

{
(1−r)+(1−r2) ln

1

1− r
+

+
(

ln 2 +
1

2

)
(1− r)2+

+
∞∑
k=3

(
1

k
(1− r)k ln

1

1− r
+ νk(1− r)k

)}
.

де

νk =
1

k

(
ln 2 +

1

k
−

k−1∑
i=1

1

i2i
−

− 1

(k − 2)(k − 1)2k−2
− 1

(k − 1)2k−1

)
.

Зазначимо також, що апроксимативнi вла-
стивостi бiгармонiчних iнтегралiв Пуассона
на рiзних функцiональних класах вивчались
у роботах [15–20].

Головною метою даної роботи є знахо-
дження повного асимптотичного розкладу
для величини (10) при r → 1−, якi дозво-
лять виписувати константи Колмогорова-
Нiкольського довiльного порядку малостi.

Теорема. При r → 1− має мiсце пов-
ний асимптотичний розклад

E(H1
1 ;Ps,q(r))1 =

2s

π
(1− r)q

(
ln

1

4
+

+(1 + ln 2)(1− r) + (1− r) ln
1

1− r
+

+ ln(1− r)2 −
∞∑
k=2

(1− r)k

k(k − 1)2k−1

)
+

+
2

π

∞∑
k=1

{
1

k
(1− r)k ln

1

1− r
+ γk(1− r)k

}
,

(11)

де γk = 1
k

(
ln 2 + 1

k
−

k−1∑
j=1

2−j

j

)
, k = 1, 2, ...

Доведення. Для доведення теореми по-
кажемо, що матиме мiсце рiвнiсть

E
(
H1

1 ;Ps,q(r)
)

1
= E

(
H1;Ps,q(r)

)
C
. (12)

Оскiльки 1
π

π∫
−π
K(r, t)dt = 1, то

Ps,q(r, f, x)− f(x) =
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=
1

π

π∫
−π

(f(t+ x)− f(x))K(r, t)dt. (13)

Звiдси, в силу того, що f ∈ H1, а
K(r, t) > 0, t ∈ [−π, π], отримуємо

E
(
H1;Ps,q(r)

)
C
≤ 1

π

π∫
−π

|t|K(r, t)dt. (14)

З iншого боку, функцiя f ∗1 , яка є 2π-
перiодичним продовженням функцiї f1(t) =
|t|, t ∈ [−π, π), належить до множини H1 i

E
(
H1;Ps,q(r)

)
C
≥ ‖Ps,q(r, f ∗1 , ·)− f ∗1 (·)‖C ≥

≥ |Ps,q(r, f ∗1 , 0)− f ∗1 (0)| =

=
1

π

π∫
−π

|t|K(r, t)dt. (15)

Об’єднуючи (14) i (15), маємо

E
(
H1;Ps,q(r)

)
C

=
1

π

π∫
−π

|t|K(r, t)dt =

=
2

π

π∫
0

tK(r, t)dt =
2

π

π∫
0

t
(1

2
+

+
∞∑
k=1

(1 + sk(1 + r)(1− r)q)rk cos kt
)
dt.

Оскiльки функцiї

(1 + sk(1 + r)(1− r)q)rk cos kt

неперерервнi при t ∈ [0, π], 0 ≤ r < 1,
k = 1, 2, . . . , та ряд

∞∑
k=1

(1 + sk(1 + r)(1− r)q)rk cos kt

є рiвномiрно збiжний, то його можна по-
членно iнтегрувати, тому

E
(
H1;Ps,q(r)

)
C

=

=
2

π

(1

2

π∫
0

tdt+
∞∑
k=1

(1 + sk(1 + r)(1− r)q)rk×

×
π∫

0

t cos ktdt
)

=
4

π

(π2

8
−

−
∞∑
k=0

(1 + s(2k + 1)(1 + r)(1− r)q)r2k+1

(2k + 1)2

)
=

=
4

π

∞∑
k=0

1−(1 + s(2k + 1)(1 + r)(1− r)q)r2k+1

(2k + 1)2
.

(16)
Отже, зрозумiло, що для встановлення

спiввiдношення (12) достатньо показати, що
E (H1

1 ;Ps,q(r))1 спiвпадає з правою частиною
(16).

Оскiльки функцiя (f(x+ t)− f(x))K(r, t)
вимiрна на множинi [−π; π]× [−π; π] та

π∫
−π

dx

π∫
−π

|(f(x+ t)− f(x))K(r, t)| dt < +∞,

то використовуючи наслiдок до теореми Фу-
бiнi (див., наприклад, [21, с. 331 ]) пiсля пiд-
становки правої частини рiвностi (13) в (10),
а також, враховуючи, що для f ∈ H1

1

π∫
−π

|f(x+ t)− f(x)|dx ≤ |t|,

при 0 ≤ r < 1, −π ≤ x < π, отримаємо

E
(
H1

1 ;Ps,q(r)
)

1
≤ 2

π

π∫
0

tK(r, t)dt =

=
4

π

∞∑
k=0

1−(1 + s(2k + 1)(1 + r)(1− r)q)r2k+1

(2k + 1)2
.

(17)
З iншого боку, згiдно леми з роботи [22,

с. 63],
E
(
H1

1 ;Ps,q(r)
)

1
≥

≥ sup
f∈T 1

π∫
−π

|f(x)− Ps,q(r, f, x)| dx ≥

≥ 4

π

∞∑
k=0

1−(1 + s(2k + 1)(1 + r)(1− r)q)r2k+1

(2k + 1)2
,

(18)
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де T n — клас усiх тригонометричних полi-
номiв g, для яких має мiсце спiввiдношення
π∫
−π

∣∣g(n)(x)
∣∣ dx ≤ 1.

Iз нерiвностей (17) та (18) отримуємо

E
(
H1

1 ;Ps,q(r)
)

1
=

=
4

π

∞∑
k=0

1−(1 + s(2k + 1)(1 + r)(1− r)q)r2k+1

(2k + 1)2
.

(19)
Iз (16) та (16) слiдує справедливiсть рiвностi
(12).

Враховуючи далi теорему з роботи [5],
рiвнiсть (12), а також той факт, що клас
квазiгладких функцiй H2 спiвпадає з кла-
сом H1, отримаємо розклад (11). Теорему
доведено.
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