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ПРО РОЗРИВИ НАРIЗНО НЕПЕРЕРВНИХ ФУНКЦIЙ
НА КРИВИХ У ПЛОЩИНI ЗОРҐЕНФРЕЯ

Доведено, що для кожної неперервної функцiї g : L → L, де L – пряма Зорґенфрея, iснує
таке нарiзно неперервне вiдображення f : L2 → B зi значеннями в площинi Бiнґа, у якого
множина D(f) точок розриву збiгається з графiком Grg.

Ключовi слова: нарiзно неперервнi функцiї; множина точок розриву; площина Бiнґа; пло-
щина Зорґенфрея.

It is proved that for each continuous function g : L→ L, where L is the Sorgenfrey line, there
exists the separately continuous mapping f : L2 → B with values in the Bing plane, such that it’s
set of discontinuity points D(f) coinsides with the graph Grg of g.
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1. Вступ. В останнє тридцятилiття
ведуться активнi дослiження нарiзно непе-
рервних функцiй та їх аналогiв зi значен-
нями в неметризовних просторах (див. [1]
i вказану там лiтературу). У зв’язку з ви-
вченням нарiзно неперервних вiдображень
зi значеннями в σ-метризовних просторах
виникла задача про опис множини D(f) то-
чок розриву нарiзно неперервних вiдобра-
жень f : L2 → B площини Зорґенфрея у
площину Бiнґа. Дослiдженню цього пита-
ння присвяченi роботи [2-5]. Зокрема, бу-
ло встановлено, що множина Lc(f) точок
локальної сталостi нарiзно неперервних вiд-
ображень f : L2 → B вiдкрита i всюди щiль-
на в L2 i разом з тим, iснують нарiзно не-
перервнi вiдображення f : L2 → B, у яких
множина D(f) точок розриву збiгається з
довiльною горизонтальною прямою L × {b}
на площинi L2.

Розглянемо довiльне вiдображення
g : L→ L i його графiк

Γg = Grg = {(x, g(x)) : x ∈ L}.

Виникає питання: за яких умов на функцiю
g iснує таке нарiзно неперервне вiдображе-
ння f : L2 → B, що D(f) = Γg? Тут ми
встановлюємо, що коли функцiя g : L → L
неперервна, то D(f) = Γg для деякого нарi-
зно неперервного вiдображення f : L2 → B.

Разом з тим, невiдомо, чи iснує таке вiдобра-
ження для скрiзь розривної функцiї g0 : L→
L, g0(x) = −x.

2. Допомiжнi функцiї на L2. Нага-
даємо, що пряма Зорґенфрея L – це число-
ва пряма R з топологiчною структурою, в
якiй околом точки x називається така мно-
жина U , що [x, x + ε) ⊆ U ⊆ R для деякого
ε > 0 [6, с. 47]. Квадрат L2 прямої Зор-
ґенфрея з топологiєю добутку називається
площиною Зорґенфрея. Невиродженi напiв-
вiдкритi прямокутники P = [a, b)× [c, d) – це
вiдкрито-замкненi множини в площинi Зор-
ґенфрея L2. У цьому пунктi ми введемо пев-
нi функцiї ϕ, що пов’язанi з прямокутником
P , якi будуть основою нашої побудови.

Нехай P = [a, b) × [c, d) – невироджений
прямокутник в L2, Z – довiльний топологi-
чний простiр, z0 ∈ Z i ζ = (zn)∞n=1 – послi-
довнiсть точок zn простору Z, яка збiгається
в Z до точки z0. Розглянемо для кожно-
го номера n = 1, 2, ... числа bn = a + b−a

n
i

прямокутники Pn = [bn+1, bn) × [c, d). Долу-
чимо до них ще й вироджений прямокутник
P0 = {a} × [c, d). Ясно, що Pn ∩ Pm = Ø при

m 6= n i P =
∞⋃
n=0

Pn. Визначимо функцiю

ϕ = ϕP,ζ,z0 : L2 → Z, у якої ϕ(p) = zn, якщо
p ∈ Pn для деякого n = 0, 1, ..., i ϕ(p) = z0,
якщо p ∈ L2 \ P .
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Лема 1. Функцiя ϕ = ϕP,ζ,z0 : L2 → Z
неперервна.

Доведення. Множини P , L2 \P i Pn при
n = 1, 2, ..., – це вiдкрито-замкненi пiдмно-
жини площини Зорґенфрея L2 i звуження
функцiї ϕ на цi множини сталi. Тому в то-
чках з цих множин функцiя ϕ неперервна.
Залишається довести неперервнiсть ϕ у то-
чках з множини P0.

Нехай p0 ∈ P0 iW – довiльний окiл точки
z0 у просторi Z. Оскiльки zn → z0 у просторi
Z, то iснує такий номер N , що zn ∈ W , як
тiльки n ≥ N . Множина O = [a, bN) × [c, d)
– це окiл точки p0 в L2. Зрозумiло, що O =

(
∞⊔
n=N

Pn)
⊔
P0. Нехай p ∈ O. Тодi iснує такий

номер n, що n = 0 або n ≥ N i p ∈ Pn. При
цьому ϕ(p) = zn, де n = 0 або n ≥ N , отже,
ϕ(p) ∈ W . Таким чином, ϕ(O) ⊆ W , що i
дає нам неперервнiсть ϕ у точцi p0. �

3. Криволiнiйнi смуги в L2. Розгля-
немо проекцiю pr1 : L2 → L, pr1(x, y) = x.

Лема 2. Нехай g : L → L – неперервна
функцiя i η > 0. Тодi множина G = Gg,η =
{(x, y) ∈ L2 : g(x) < y < g(x) + η} вiдкрита
в L2 i pr1(G) = L.

Доведення. Нехай p0 = (x0, y0) ∈ G. То-
дi g(x0) < y0 < g(x0) + η. Вiзьмемо таке
ε > 0, що g(x0) + ε < y0 i y0 + ε < g(x0) + η.
Оскiльки функцiя g неперервна в точцi x0,
то iснує таке δ > 0, що g(x0) ≤ g(x) <
g(x0) + ε, як тiльки x0 ≤ x < x0 + δ. В
такому разi для x ∈ [x0, x0 + δ) будемо мати,
що

g(x) < g(x0) + ε < y0

i
g(x) + η ≥ g(x0) + η > y0 + ε.

Розглянемо окiл O = [x0, x0 + δ)× [y0, y0 + ε)
точки p0 в L2. Нехай p = (x, y) ∈ O. Тодi
x0 ≤ x < x0 + δ i y0 ≤ y < y0 + ε, отже,
g(x) < y0 ≤ y < y0 + ε < g(x) + η, а значить,
g(x) < y < g(x) + η, тобто p ∈ G. Таким
чином, O ⊆ G, що й доводить вiдкритiсть
множини G.

Далi, ясно, що для кожної точки x ∈ L
точка p = (x, g(x) + η

2
) належить до G i

pr1(p) = x, отже, pr1(G) = L. �

4. Площина Бiнґа. Нагадаємо, що пло-
щина Бiнґа[7] – це топологiчний простiр B,
що складається з точок добутку Q × Q+,
де Q – це множина рацiональних чисел, а
Q+ = {y ∈ Q : y ≥ 0}, топологiчна стру-
ктура на якому вводиться так: околами то-
чки p0 = (x0, y0) з B будуть такi пiдмно-
жини W множини B, якi для y0 = 0 мi-
стять множину Wε(p0) = Uε(x0) × {0}, де
Uε(x0) = {x ∈ Q, x0 − ε < x < x0 + ε} для
деякого ε > 0, а при y0 > 0 мiстять мно-
жину Wε(p0) = {p0} ∪ Wε(p1) ∪ Wε(p2), де
p1 = (x1, 0) i p2 = (x2, 0) – такi точки, що
трикутник p1pp2 – рiвностороннiй (див. [6,
c. 518], [8]). Вiдомо, що площина Бiнґа B
– це злiченний зв’язний гаусдорфовий i не
регулярний простiр з першою аксiомою злi-
ченностi.

Лема 3. Iснують точка z0 ∈ B, її окiл
W в B i спадна послiдовнiсть околiв Wn то-
чки z0 в B, такi, що {Wn : n ∈ N} – це база
околiв точки z0 в B, i W n 6⊆ W для кожного
n.

Доведення. Оскiльки простiр B не регу-
лярний, то iснують точка z0 ∈ B i ї ї окiл W
в B, такi, що W не мiстить жодного замкне-
ного околу точки z0 в B. З того, що B за-
довольняє першу аксiому злiченностi випли-
ває, що точка z0 має таку базу {Wn : n ∈ N},
що Wn ⊇ Wn+1 для кожного n. Оскiльки
W n – це замкнений окiл точки z0 в B, то
W n 6⊆ W для кожного n. �

5. Основний результат. Тут ми уза-
гальнимо побудову з [4, 5], розглянувши за-
мiсть горизонтальної прямої y = b графiк
неперервної функцiї y = g(x).

Теорема 1. Нехай g : L→ L – неперерв-
на функцiя i Γg = {(x, g(x)) : x ∈ L} – її
графiк. Тодi iснує таке нарiзно неперервне
вiдображення f : L2 → B, що D(f) = Γg.

Доведення. За лемою 3 в B iснує точка
z0, її окiл W i спадна послiдовнiсть околiв
Wn, що утворюють базу околiв точки z0 в B,
такi, що W n 6⊆ W для кожного n. Вiзьмемо
для кожного n точку zn ∈ W n \W i послi-
довнiсть ζn = (zn,k)

∞
k=1 точок zn,k ∈ Wn, таку,

що zn,k → zn при k →∞.
Нехай Q = {rn : n ∈ N} – довiльна пе-

ренумерацiя множини рацiональних чисел у
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послiдовнiсть з рiзних чисел. Для кожного
номера n утворимо множини

Gn =

{
(x, y) ∈ L2 : g(x) +

1

n+ 1
< y <

< g(x) +
1

n

}
= Gg+ 1

n+1
, 1
n(n+1)

.

За лемою 2 – це вiдкритi в L2 множини,
для яких pr1(Gn) = L. Тому для кожно-
го n ∈ N iснує такий прямокутник Pn =
[rn, rn + δn)× [sn, sn + εn), що Pn ⊆ Gn. Роз-
глянемо функцiї ϕn = ϕPn,ζn,z0 : L2 → B,
якi за лемою 1 будуть неперервними. Нехай

S =
∞⋃
n=1

Pn i H = L2\S. Визначимо функцiю

f : L2 → B, покладаючи f(p) = ϕn(p), якщо
p ∈ Pn при n = 1, 2, ..., i f(p) = z0, якщо
p ∈ H, i доведемо, що функцiя f шукана.

Легко перевiрити, що множини G+ =
{(x, y) ∈ L2 : y > g(x)} i G− = {(x, y) ∈
L2 : y < g(x)} вiдкритi в L2. Оскiльки зву-
ження f |G− стале, то функцiя f неперервна
у всiх точках з множини G−. Покажемо, що
функцiя f неперервна i у всiх точках з мно-
жини G+. Нехай p0 ∈ G+. Якщо p0 ∈ Pn
для деякого n, то Pn – це окiл точки p0 i
f(p) = ϕn(p) на Pn. Тому неперервнiсть f
у точцi p0 випливає з неперервностi функцiї
ϕn. Нехай p0 ∈ H. З побудови ясно, що
Pn ⊆ Gn для кожного n. При цьому послi-
довнiсть множин Pn локально скiнченна у
множинi G+. Справдi, для довiльної точки
p ∈ G+ можливi два випадки: або p ∈ S,
або p ∈ H+ = G+ ∩ H. Якщо p ∈ S, то
p ∈ Pn для деякого n, Pn – це окiл точки p
i Pn ∩ Pm = Ø при n 6= m, адже Pn ⊆ Gn,
Pm ⊆ Gm i Gn ∩ Gm = Ø при n 6= m. Нехай
p ∈ H+. Розглянемо множини

Hn =

{
(x, y) ∈ L2 : g(x) +

1

n+ 1
< y <

< g(x) +
1

n− 1

}
, при n = 2, 3, ...

i H1 =

{
(x, y) ∈ L2 : y > g(x) +

1

2

}
.

Ясно, що
∞⋃
n=1

Hn = G+ ⊇ H+. Тому iснує

таке n ∈ N, що p ∈ Hn. При n = 1 мно-

жина H1 \ P1 буде околом точки p, що не
перетинається з множинами P2, P3, ..., а при
n > 1 множина Hn \ (Pn−1 ∪Pn) буде околом
точки p, що не перетинається з множинами
Pm при довiльних m. З того, що послiдов-
нiсть множин Pn локально скiнченна в G+

випливає, що множина S замкнена в G+, а
тодi множина H+ = G+ \ S вiдкрита в G+,
а значить, i в L2. Оскiльки звуження f |H+

стале, то функцiя f неперервна в точцi p i в
цьому випадку.

Доведемо, що f нарiзно неперервне у ко-
жнiй точцi p0 = (x0, y0) ∈ Γg. Розгляне-
мо спочатку функцiю fy0 : L → B. З не-
перервностi функцiї g у точцi x0 випливає,
що iснує таке δ > 0, що y0 = g(x0) ≤ g(x),
як тiльки x0 ≤ x < x0 + δ. В такому разi
fy0(x) = f(x, y0) = z0 при x0 ≤ x < x0 + δ,
звiдки випливає, що функцiя fy0 : L → B
неперервна у точцi x0.

Доведемо тепер неперервнiсть функцiї
fx0 : L → B. Нехай x0 = rn0 для деяко-
го n0. Тодi на промiжку [y0, y0 + 1

n0
) фун-

кцiя fx0 може набувати лише значень zn,k
з n > n0 або z0, звiдки легко вивести, що
fx0(y) → fx0(y0) = z0 при y → y0 в L, адже
zn,k ∈ Wn i z0 ∈ Wn для довiльних n i k. Так
само мiркуємо i при x0 ∈ L \Q.

Нарештi встановимо, що f розривне у до-
вiльнiй точцi p0 = (x0, y0) ∈ L. Розглянемо
базисний окiл O = [x0, x0 + δ) × [y0, y0 + δ)
цiєї точки. З неперервностi g у точцi x0 ви-
пливає, що iснує таке δ0 ∈ (0, δ), що

y0 ≤ g(x) < y0 +
δ

2
при x ∈ [x0, x0 + δ0).

Вiзьмемо такий номер N , що 1
N
< δ

2
. Мно-

жина Q\{r1, ..., rN−1} щiльна в L, тому iснує
таке n ≥ N , що rn ∈ [x0, x0 + δ0). Для будь-
якого y ∈ [sn, sn+εn) будемо мати, що точка
pn = (rn, y) належить до околу O, адже для
неї x0 ≤ rn < x0 + δ0 < x0 + δ i

y0 ≤ g(rn) < g(rn) +
1

n+ 1
< sn ≤ y <

< sn + εn < g(rn) +
1

n
< y0 +

δ

2
+

1

N
< y0 + δ.

Але f(pn) = ϕn(pn) = zn 6∈ W . Отже,
f(O) 6⊆ W , що i дає розривнiсть f у точцi
p0. �
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