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МЕТОД НЬЮТОНА-КАНТОРОВИЧА У ТЕОРIЇ НЕЛIНIЙНИХ
IНТЕГРАЛЬНО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ

Знайдено конструктивнi умови iснування розв’язку нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної
крайової задачi. Для знаходження розв’язку нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної крайо-
вої задачi на основi модифiкацiї метода Ньютона-Канторовича побудовано iтерацiйну схему
iз квадратичною збiжнiстю. Задля обгрунтування квадратичної збiжностi модифiкованого
методу Ньютона-Канторовича у випадку недовизначеної системи запропоновано оригiнальнi
умови збiжностi.

Structural conditions for the existence of a nonlinear integral-differential boundary value problem
are found. An iterative scheme with quadratic convergence is constructed to find the soluti-
on of a nonlinear integral-differential boundary value problem based on the modification of the
Newton-Kantorovich method. In order to justify the quadratic convergence of the modified Newton-
Kantorovich method in the case of an undefined system, the original conditions of convergence are
proposed.

1. Постановка задачi. Дослiджуємо
задачу про побудову розв’язку [1, 2]

y(t) ∈ D2[a; b], y′(t) ∈ L2[a; b]

нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної си-
стеми

y′(t) = A(t)y(t)+Φ(t)

∫ b

a

F (y(s), y′(s), s) ds+f(t),

(1)
пiдпорядкованого крайовiй умовi

`y(·) = α, α ∈ Rp. (2)

Розв’язок крайової задачi (1), (2) шукаємо в
околi розв’язку

y0(t) ∈ D2[a; b], y′0(t) ∈ L2[a; b]

породжуючої нетерової n 6= p крайової зада-
чi

y′0(t) = A(t)y0(t) + f(t), `y0(·) = α. (3)

Тут

A(t) ∈ L2
n×n[a; b] := L2[a; b]⊗ Rn×n,

Φ(t) ∈ L2
n×m[a; b], f(t) ∈ L2[a; b];

`y(·) : D2[a; b] → Rp — лiнiйний обмеже-
ний векторний функцiонал, визначений на

просторi D2[a; b] n-вимiрних абсолютно не-
перервних на вiдрiзку [a, b] функцiй. Не-
лiнiйна вектор-функцiя F (y(t), y′(t), t) двiчi
неперервно диференцiовна в околi розв’язку
y0(t) породжуючої крайової задачi (3) та йо-
го похiдної y′0(t), а також неперервна за тре-
тiм аргументом на вiдрiзку [a; b].

Поставлена задача продовжує дослiдже-
ння лiнiйної iнтегрально-диференцiальної
крайової задачi [2] на випадок нелiнiйної пi-
дiнтегральної вектор-функцiї F (y, y′, t).

2. Модифiкацiя метода Ньютона.
Розглянемо задачу про побудову розв’язкiв
нелiнiйного рiвняння

ϕ(z) = 0. (4)

Функцiю

ϕ(z) : Rn → Rm, m 6= n

вважаємо двiчi неперервно диференцiйов-
ною по z у деякiй областi Ω ⊆ Rn. Для
знаходження розв’язку z̃ ∈ Rn нелiнiйного
рiвняння (4) побудуємо модифiкацiю класи-
чного методу Ньютона [3–5]. Припустимо,
що знайдено наближення zk, досить близь-
ке до точного розв’язку z̃ ∈ Rn рiвняння
(4). Розвинемо функцiю ϕ(z) в околi точно-
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го розв’язку

ϕ(z̃) = ϕ(zk)+ϕ′(zk, ε)(z̃−zk)+R(ξk, z̃−zk),
(5)

де

R(ξk, z̃ − zk) :=

∫ 1

0

(1− s) d2ϕ(ξk ; z̃ − zk) ds;

тут ξk− точка, розташована мiж точками z̃
та zk. У малому околi точного розв’язку має
мiсце наближена рiвнiсть

ϕ(zk) + ϕ′(zk)(z̃ − zk) ≈ 0,

тому для знаходження наступного наближе-
ння zk+1 до точного розв’язку природно по-
класти

ϕ(zk) + ϕ′(zk)(zk+1 − zk) = 0, (6)

звiдки, за умови

PJ∗k = 0, Jk := ϕ′(zk) ∈ Rm×n, (7)

знаходимо

zk+1 = zk − J+
k ϕ(zk). (8)

Тут PJ∗k : Rm → N(J∗k ) — ортопроектор ма-
трицi J∗k ∈ Rn×m, J+

k — псевдообернена (за
Муром – Пенроузом) матриця [1]. Зазначи-
мо, що умова (7) рiвнозначна вимозi повноти
рангу матрицi Jk i виконується лише у ви-
падкуm ≤ n. Iтерацiйна схема (8) збiгається
до точного розв’язку z̃. Дiйсно, припустимо,
що в околi точного розв’язку z̃ мають мiсце
нерiвностi

||J+
k || ≤ σ1(k), k ∈ N

та

||d2ϕ(ξk ; z̃ − zk)|| ≤ σ2(k) · ||z̃ − zk||2.

Iз рiвностей (5) и (6) випливає, що

ϕ′(zk, ε)(z̃ − zk) = −R(ξk, z̃ − zk),

отже

||z̃ − zk+1|| ≤
σ1(k)σ2(k)

2
· ||z̃ − zk||2.

Припустимо, що iснує константа

θ := sup
k∈N

{
σ1(k)σ2(k)

2

}
.

За цiєї умови має мiсце оцiнка

|z̃ − zk+1| ≤ θ · |z̃ − zk|2,

яка свiдчить, що у випадку збiжностi iте-
рацiйної схеми (8) до точного розв’язку z̃
рiвняння (4), ця збiжнiсть — квадратична.
Знайдемо умову збiжностi iтерацiйної схеми
(8) до точного розв’язку z̃ рiвняння (4); для
цього зробимо наступнi оцiнки

|z̃−z1| ≤ θ ·|z̃−z0|2, |z̃−z2| ≤ θ1+2 ·|z̃−z0|2
2

,

|z̃− z3| ≤ θ · |z̃− z2|2 ≤ θ1+2+22 · |z̃− z0|2
3

, .... ,

|z̃ − zk| ≤ θ1+2+22+ ... +2k−1 · |z̃ − z0|2
k

, ... .

Таким чином, має мiсце нерiвнiсть [5]

|z̃− zk| ≤ θ
2k−1
2−1 · |z̃− z0|2

k

=
1

θ
· (θ · |z̃− z0|)2k ,

яка свiдчить про збiжнiсть iтерацiйної схеми
(8) до точного розв’язку z̃ рiвняння (4) за
умови

θ · |z̃ − z0| < 1. (9)

На практицi останню нерiвнiсть можна за-
мiнити наступною:

θ · |zk − z0| < 1.

Таким чином, доведено наступне тверджен-
ня.

Лема. Припустимо, що для рiвняння
(4) виконуються наступнi умови

1. Нелiнiйна вектор-функцiя ϕ(z) : Rn →
Rm, двiчi неперервно диференцiйовна по
z в областi Ω ⊆ Rn, в околi точки z0

має корiнь z∗.

2. В околi нульового наближення z0 ∈
Ω ⊆ Rn мають мiсце нерiвностi

||J+
k || ≤ σ1(k), ||d2ϕ(ξk ; z̃−zk)|| ≤ σ2(k)·||z̃−zk||.

3. Iснує константа

θ := sup
k∈N

{
σ1(k)σ2(k)

2

}
.
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Тодi за умов (7) та (9) для знаходження
розв’язку z∗ рiвняння (4) застосовна iтера-
цiйна схема (8), при цьому швидкiсть збi-
жностi послiдовностi {zk} до розв’язку z∗
рiвняння (4) квадратична.

Доведена лема узагальнює вiдповiднi ре-
зультати [4, 5] на випадок виродженої, або
прямокутної матрицi Jk i стане в нагодi у
теорiї нелiнiйних нетерових крайових задач
[1,6, 7].

3. Знаходження розв’язку
iнтегрально-диференцiальної кра-
йової задачi. Позначимо X(t) нормальну
(X(a) = In) фундаментальну матрицю
однорiдної частини породжуючої системи
(3). Як вiдомо [1], у критичному випадку

PQ∗ 6= 0, Q := `X(·) ∈ Rp×n

породжуюча крайова задача (3) розв’язна
тодi й тiльки тодi, коли виконується умова

PQ∗d

{
α− `K[f(s)](·)

}
= 0; (10)

при цьому r-параметрична сiм’я розв’язкiв
породжуючої задачi (3)

y0(t, cr) = Xr(t)cr +G[f(s);α](t), cr ∈ Rr

зображується за допомогою узагальненого
оператора Грiна

G[f(s);α](t) := X(t)Q+

{
α− `K[f(s)](·)

}
+

+K[f(s)](t).

Тут

K

[
f(s)

]
(t) := X(t)

∫ t

a

X−1(s)f(s) ds

— оператор Грiна задачi Кошi y0(a) = c для
породжуючої системи (3), Xr(t) — (n × r)
– вимiрна матриця, утворена з r-лiнiйно-
незалежних стовпцiв нормальної фундамен-
тальної матрицi X(t); матриця PQ∗d ∈ Rd×p,
утворена з d лiнiйно-незалежних рядкiв
матрицi-ортопроектора

PQ∗ : Rp → N(Q∗).

У критичному випадку розв’язок крайової
задачi (1), (1) шукаємо у виглядi

y(t) = y0(t, cr) + x(t).

Для знаходження вiдхилення

x(t) ∈ D2[a; b], x′(t) ∈ L2[a; b]

вiд породжуючого розв’язку y0(t, cr) отри-
муємо крайову задачу

x′(t) = A(t)x(t) + Φ(t)

∫ b

a

F (y(s), y′(s), s) ds,

(11)
`x(·) = 0. (12)

Вiдхилення

x(t) = X(t)v + Ψ(t)u

вiд породжуючого розв’язку y0(t, cr) визна-
чають невiдомi сталi

u :=

∫ b

a

F (y(s), y′(s), s) ds ∈ Rm, v ∈ Rm

та матриця

Ψ(t) := K[Φ(s)](t) ∈ D2
n×m[a; b].

Шуканий розв’язок

y(t) = y0(t, cr) + x(t), x(t) = X(t)v + Ψ(t)u

iнтегрально-диференцiальної системи (1)
задовольняє крайову умову (2) за умови

Qv +Ru = 0, R := `Ψ(·) ∈ Rp×m. (13)

Позначимо Pρ ∈ R(m+n)×ρ матрицю, утворе-
ну з ρ лiнiйно-незалежних стовпцiв ортопро-
ектора P0 матрицi

[Q; R ] ∈ Rp×(m+n).

Умову (13) задовольняють вектори

v = P1 cρ, u = P2 cρ, cρ ∈ Rρ;

тут

P0 := col (P1, P2 ), P1 ∈ Rn×ρ, P2 ∈ Rm×ρ.

Для знаходження вектора cρ, необхiдного
для визначення невiдомих u(cρ) та v(cρ)
отримуємо нелiнiйне рiвняння (4); тут

ϕ(cρ) := ϕ(u(cρ), v(cρ)) := u(cρ)−
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−
∫ b

a

F (X(s)v+Ψ(s)u,A(s)X(s)v+Φ(s)u, s) ds.

Якщо для отриманого рiвняння (4) справ-
джуються умови попередньої леми, знахо-
димо невiдомi u(cρ) та v(cρ). Таким чином,
доведена наступна теорема.

Теорема. У критичному випадку
(PQ∗ 6= 0) породжуюча крайова задача
(3) розв’язна тодi й тiльки тодi, ко-
ли виконується умова (10); при цьому r-
параметрична сiм’я розв’язкiв породжую-
чої задачi (3) має вигляд

y0(t, cr) = Xr(t)cr +G[f(s);α](t), cr ∈ Rr.

Шуканий розв’язок

y(t) = y0(t, cr) + x(t), x(t) = X(t)v+ Ψ(t)u,

v = P1 cρ, u = P2 cρ, cρ ∈ Rρ

нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної
крайової задачi (1), (2) визначає вектор cρ,
який задовольняє нелiнiйне рiвняння (4):
ϕ(cρ) = 0, умови розв’язностi якого ви-
значає попередня лема. Для знаходження
вектора cρ застосовна iтерацiйна схема
(8), при цьому швидкiсть збiжностi послi-
довностi наближень до розв’язку рiвняння
(4) квадратична.

У частинному випадку рiвняння (4) — лi-
нiйне:

ϕ(cρ) := B cρ + d, B ∈ Rm×ρ,

умова розв’язностi якого рiвнозначна вимозi

PB∗ = 0. (14)

Тут PB∗ : Rm → N(B∗) — ортопроектор ма-
трицi B∗. За умови (14) розв’язок лiнiйного
рiвняння (4) має вигляд

cρ = PJ cµ − J+d, cµ ∈ Rρ;

тут PJ : Rρ → N(J) — ортопроектор матри-
цi B.

Приклад 1. Вимогам доведеної
теореми задовольняє задача про побу-
дову 2π-перiодичних розв’язкiв нелiнiйної

iнтегрально-диференцiальної системи

y′ = A(t)y+Φ(t)

∫ 2π

0

F (y(s), y′(s), s) ds+f(t);

(15)
тут

A :=

(
0 1
−1 0

)
, f(t) :=

(
cos t
sin t

)
,

Φ(t) :=

(
cos3 t 0
cos3 t 0

)
,

крiм того

F (y(t), y′(t), t) := y(t)(1− y∗(t)y′(t)) cos t.

Для породжуючої перiодичної крайової
задачi у разi системи (15)

PQ = PQ∗ = I2 6= 0,

тому має мiсце критичний випадок, при-
чому виконується умова розв’язностi (10),
при цьому двопараметрична сiм’я розв’язкiв
породжуючої задачi

y0(t, cr) = Xr(t)cr +G[f(s)](t), cr ∈ R2

зображується за допомогою узагальненого
оператора Грiна

G[f(s)](t) =

(
sin t+ sin 3t
cos t− cos 3t

)
та нормальної фундаментальної матрицi
однорiдної частини породжуючої системи
(15)

X(t) = Xr(t) =

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
.

Оскiльки

Q = 0, R = −3π

4

(
1 0
1 0

)
,

отримуємо матрицi

P1 =

(
1 0 0
0 1 0

)
, P2 =

(
0 0 1

)
.

Перiодичний розв’язок

y(t) = y0(t, cr) + x(t), x(t) = X(t)v + Ψ(t)u,
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v = P1 cρ, u = P2 cρ, cρ ∈ R3

нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної си-
стеми (15) визначає вектор cρ, який задо-
вольняє лiнiйне рiвняння (4):

ϕ(cρ) := B cρ + d;

тут

B =
1

8

(
−8π 0 π
−π 8 −8π

)
,

крiм того

d(cr) =
π

32

(
1− 32 c1 + 4 c2

−4 (2 + c1 + 8 c2)

)
, cr :=

(
c1

c2

)
.

Останнє рiвняння розв’язне у наслiдок пов-
ноти рангу матрицi B. Покладемо cµ :=
0. Шуканий 2π-перiодичний розв’язок нелi-
нiйної iнтегрально-диференцiальної системи
(15) має вигляд

y(t) =

(
y1(t)
y2(t)

)
;

тут

y1(t) =
3 862 708 cos t

1 383 908 045
+

124 805 c1 cos t

89 428 786
+

+
12 394 757 c2 cos t

1 110 179 952
+

12 053 843 sin t

539 822 396
+

+
12 394 757 c1 sin t

1 110 179 952
+

11 712 929 c2 sin t

131 138 704
+

sin 3t

4
,

y2(t) =
12 053 843 cos t

539 822 396
+

12 394 757 c1 cos t

1 110 179 952
+

+
11 712 929 c2 cos t

131 138 704
− cos 3t

4
− 3 862 708 sin t

1 383 908 045
−

−124 805 c1 sin t

89 428 786
− 12 394 757 c2 sin t

1 110 179 952
.

У некритичному випадку (PQ∗ = 0) кра-
йова задача (1), (2) розв’язна для будь-яких
неоднорiдностей f(t) та α.

Наслiдок. У некритичному випадку
(PQ∗ = 0) r-параметрична сiм’я розв’язкiв
породжуючої задачi (3) має вигляд

y0(t, cr) = Xr(t)cr +G[f(s);α](t), cr ∈ Rr.

Шуканий розв’язок

y(t) = y0(t, cr) + x(t), x(t) = X(t)v+ Ψ(t)u,

v = P1 cρ, u = P2 cρ, cρ ∈ Rρ

нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної
крайової задачi (1), (2) визначає вектор cρ,
який задовольняє нелiнiйне рiвняння (4):
ϕ(cρ) = 0, умови розв’язностi якого ви-
значає попередня лема. Для знаходження
вектора cρ застосовна iтерацiйна схема
(8), при цьому швидкiсть збiжностi послi-
довностi наближень до розв’язку рiвняння
(4) квадратична.

Приклад 2. Вимогам доведено-
го наслiдку задовольняє задача про побу-
дову 2π-перiодичних розв’язкiв скалярної
iнтегрально-диференцiальної системи

y′ = y + Φ(t)

∫ 2π

0

F (y(s), y′(s), s) ds+ f(t);

(16)
тут

f(t) := sin t, Φ(t) := cos t,

крiм того

F (y(t), y′(t), t) := (1− y2(t))
(

1− y′2(t)
)
.

Для породжуючої крайової задачi у ра-
зi системи (16) має мiсце некритичний ви-
падок, при цьому єдиний розв’язок пород-
жуючої задачi

y0(t) = G[f(s)](t)

зображується за допомогою узагальненого
оператора Грiна

G[f(s)](t) = −sin t+ cos t

2
.

Перiодичний розв’язок

y(t) = y0(t) + x(t), x(t) = X(t)v + Ψ(t)u,

u = −2 v, v ∈ R1

нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної си-
стеми (16) визначає константа v, яка задо-
вольняє нелiнiйне рiвняння (4):

ϕ(v) = −2v − 17π

16
+

7 v2π

2
− πv4.
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Для знаходження константи v застосовна
iтерацiйна схема (8), дiйсно: за умови

v0 := −1

2
отримуємо

J0 = −2− 3π 6= 0, v1 = − 7 π

8 + 12 π
,

при цьому
J1 =

= −256 + 1152π + 2512π2 + 3216π3 + 1421π4

16 (2 + 3π)3
,

σ1(1) ≈ 0, 0 894 281,

крiм того

ϕ(v1) ≈ 0, 0894 281.

Аналогiчно

σ2(1) ≈ 13, 2612, θ1 ≈ 0, 285 343 < 1,

отже умову збiжностi iтерацiйної схеми (8)
до точного розв’язку рiвняння (4) на першо-
му кроцi виконано. На другому кроцi iтера-
цiйної схеми (8) отримуємо

v2 =
π

w
( 4352 + 26 112 π+

+69 728 π2 + 91 680 π3 + 39 525 π4),

при цьому

J2 ≈ −11, 1795 6= 0, σ1(2) ≈ 0, 0894 495.

крiм того

ϕ(v2) ≈ 2, 70 456× 10−7.

Тут

w := 16(2 + 3 π)(256 + 1152 π + 2512 π2+

+3216π3 + 1421π4).

Аналогiчно

σ2(2) ≈ 13, 2685, θ2 ≈ 0, 285 449 < 1,

отже умову збiжностi iтерацiйної схеми (8)
до точного розв’язку рiвняння (4) на пер-
шому кроцi виконано. На третьому кроцi
iтерацiйної схеми (8) отримуємо

v3 ≈ −
149 078 559

309 925 526
,

при цьому

σ1(3) ≈ 0, 0894 496, σ2(3) ≈ 13, 2685.

Оскiльки

θ3 ≈ 0, 285 449 < 1,

умову збiжностi iтерацiйної схеми (8) до то-
чного розв’язку рiвняння (4) на третьому
кроцi виконано; крiм того

ϕ(v3) ≈ 3, 99 680× 10−15.

Таким чином, отримано наближення до пе-
рiодичного розв’язку

y(t) ≈ −160 106 464 cos t

163 205 053
− 20 751 201 sin t

1 092 981 631

iнтегрально-диференцiальної системи (16).
Для оцiнки точностi знайденого наближен-
ня до перiодичного розв’язку iнтегрально-
диференцiальної системи (16) визначимо
нев’язку∣∣∣∣∣∣∣∣y′−y−Φ(t)

∫ 2π

0

F (y(s), y′(s), s) ds−f(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣
C[0;2π]

≈

≈ 3, 44 169× 10−15.

Крiм того, вiдзначимо перiодичнiсть отри-
маного наближення.

У випадку нерозв’язностi нелiнiйної
iнтегрально-диференцiальної крайової за-
дачi (1), (2) її можна регуляризовати
аналогiчно [13–15]. Зазначимо також, що
запропонована у статтi схема дослiдження
нелiнiйної iнтегрально-диференцiальної
крайової задачi (1), (2) може бути перенесе-
на на iнтегрально-диференцiальної крайової
задачi з запiзненням [1,16,17].
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