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ПРО НУЛI ГОЛОМОРФНИХ В ОДИНИЧНОМУ КРУЗI ФУНКЦIЙ З
КЛАСIВ, ВИЗНАЧЕНИХ МАЖОРАНТОЮ ДОВIЛЬНОГО ЗРОСТАННЯ

Методом коефiцiєнтiв Фур’є отримано необхiднi i достатнi умови, за яких довiльна по-
слiдовнiсть комплексних чисел (λν) є послiдовнiстю нулiв для деяких класiв голоморфних в
одиничному крузi функцiй, визначених мажорантою довiльного зростання.

Ключовi слова: одиничний круг, послiдовнiсть нулiв, голоморфна функцiя, коефiцiєнти
Фур’є.

By a Fourier coefficients method we established necessary and sufficient conditions, under which
the arbitrary sequence of complex numbers (λν) is a sequence zeros for some classes of holomorphic
in a unit disk functions, determined by an arbitrary growth majorant.

Keywords: unit disk, zeros sequence , holomorphic function, Fourier coefficients.

1. Вступ. Нехай η : [0; +∞) → [0; +∞)
– неперервна, зростаюча i необмежена фун-
кцiя, U(0;R) = {z : |z| < R}. У 1968 ро-
цi Л.Рубел i Б.Тейлор (див. [1], а також
[2]) отримали опис послiдовностей нулiв для
класу цiлих функцiй f , що задовольняють
умову

(∀z ∈ C) : |f(z)| 6 exp(Aη(B|z|)),

(A i B тут i далi - деякi додатнi сталi), на-
звавши його класом цiлих функцiй скiнчен-
ного η - типу. Зокрема, вони довели таке
твердження.

Теорема Р.- Т. Для того щоб (λν) -
послiдовнiсть вiдмiнних вiд нуля компле-
ксних чисел з єдиною точкою скупчення на
∞, була послiдовнiстю нулiв цiлої функцiї
скiнченного η - типу, необхiдно i досить,
щоб виконувалися умови

(∀r > 0) : N(r) 6 Aη(Br),

(∀r1 > 0)(∀r2 > 0)(∀k ∈ N) :∣∣∣∣∣∣1k
∑

r1<|λν |6r2

1

λkν

∣∣∣∣∣∣ 6 Aη(Br1)

rk1
+
Aη(Br2)

rk2
,

де

N(r) =

∫ r

0

n(t)

t
dt; n(t) =

∑
|λν |6t

1.

Задача. Отримати аналогiчний критерiй
для голоморфних в одиничному крузi U(0; 1)
функцiй скiнченного η - типу, тобто для
функцiй, якi задовольняють умову

(∃A > 0)(∃B > 0)(∀z ∈ U(0; 1)) :

|f(z)| 6 exp

(
Aη

(
B

1− |z|

))
(1)

На це запитання намагалося вiдповiсти
багато дослiдникiв (див., наприклад, [3 -
5]). Але отримати критерiй без додаткових
обмежень на мажоруючу функцiю η не вда-
валося. Так в [3] та [5] в ролi мажоранти роз-
глядається функцiй η, яка задовольняє умо-
ву: (∀α ∈ R+)(∀t ∈ (0; 1)) : 1

(1−t)αη( A
1−t) 6

η( B
1−t). Стаття [4] стосується випадку скiн-

ченного порядку функцiї f
Метою даної статтi є отримання загаль-

ного результату без додаткових умов на зро-
стання функцiї η i якомога близького до
критерiального для подальшого його засто-
сування в теорiї iнтерполяцiї, до проблеми
базисностi та iнше.

2. Основнi результати. Нехай f – фун-
кцiя, голоморфна в крузi U(0; 1), яка має
нескiнченну множину нулiв, f(0) = 1, (λν)
- послiдовнiсть вiдмiнних вiд нуля компле-
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ксних чисел таких, що limν→∞ |λν | = 1,

ck(r; f) =
1

2π

2π∫
0

log
∣∣f(reiϕ)

∣∣ e−ikϕdϕ
– коефiцiєнти Фур’є функцiї f . Якщо (λν) є
послiдовнiстю нулiв функцiї f , то (див. [1],
[2])

ck(r; f) =
1

2
αkr

k+

+
1

2k

∑
|λν |6r

((
r

λν

)k
−
(
λν
r

)k)
,

c−k(r; f) = ck(r; f), c0(r; f) = N(r),

N(r) =
∑
|λν |6r

ln
r

|λν |
,

де αk знаходиться з розвинення

log f(z) =
∞∑
k=0

αkz
k.

Через Ai i Bi, позначаємо додатнi сталi. До-
ведемо такi основнi твердження

Теорема 1. Якщо (λν) є послiдовнiстю
нулiв голоморфної в одиничному крузi фун-
кцiї з класу (1), то

(∀r ∈ (0; 1)) : N(r) 6 A1η

(
B1

1− r

)
(2)

i для всiх k ∈ N, r1 ∈ (0; 1), r2 ∈ (r1; 1), σ ∈
(1; 1/r2)∣∣∣∣∣∣ 1

2k

∑
r1<|λν |6r2

1

λkν

∣∣∣∣∣∣ ≤ A2

rk1
η

(
B2

1− r1

)
+

+
A2

rk2
max

{
1;

1

k lnσ

}
η

(
B2

1− σr2

)
(3)

або ∣∣∣∣∣∣ 1

2k

∑
r1<|λν |6r2

1

λkν

∣∣∣∣∣∣ 6 A 2

rk1
η

(
B2

1− r1

)
+

+
A2

rk2
max

{
1;

1

k ln 1+r2
2r2

}
η

(
2B2

1− r2

)
. (3′)

Теорема 2. Якщо виконується умова
(2) i (3), то iснує голоморфна в одиничному
крузi U(0; 1) функцiя, яка задовольняє умо-
ву  1

2π

2π∫
0

∣∣log
∣∣f(reiϕ)

∣∣∣∣2 dϕ
1/2

≤

6 A3η

(
B3

1− σr

)(
1 +

6
√

ln 2√
lnσ

)
(4)

для всiх r ∈ (0; 1), σ ∈ (1; 1/r).

Зауваження 1. Умову (4) в теоремi 2
можна замiнити умовою 1

2π

2π∫
0

∣∣log
∣∣f(reiϕ)

∣∣∣∣2 dϕ
1/2

≤

6
A′3√
1− r

η

(
B′3

1− r

)
. (4′)

Теорема 3. Якщо виконуються умови
(2) i (3), то iснує голоморфна в одинично-
му крузi U(0; 1) функцiя η, яка задовольняє
умову

(∃A > 0)(∃B > 0)(∀z ∈ D) :

|f(z)| 6 exp

(
A

(1− |z|)3/2
η

(
B

1− |z|

))
. (5)

3. Допомiжнi твердження. Для дове-
дення теорем використаємо такi допомiжнi
твердження.

Лема 1. Якщо виконується (1), то

(∀r ∈ [0; 1))(∀k ∈ Z) :

|ck(r; f)| 6 Aη

(
B

1− r

)
.

Доведення. Справдi, згiдно з рiвнiстю
Iєнсена,

N(r) =
1

2π

2π∫
0

log
∣∣f(reiϕ)

∣∣ dϕ,
звiдки отримуємо (2). До того ж,

log
∣∣f(reiϕ)

∣∣ = log+
∣∣f(reiϕ)

∣∣− log+ 1

|f(reiϕ)|
,
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∣∣log
∣∣f(reiϕ)

∣∣∣∣ = log+
∣∣f(reiϕ)

∣∣+log+ 1

|f(reiϕ)|
.

Тому

2π∫
0

log+ 1

|f(reiϕ)|
dϕ 6 A η

(
B

1− r

)
,

|ck(r; f)| 6 1

2π

2π∫
0

log+
∣∣f(reiϕ)

∣∣ dϕ+

1

2π

2π∫
0

log+ 1

|f(reiϕ)|
dϕ 6 2Aη

(
B

1− r

)
.

Лему 1 доведено.

Лема 2. Для кожного r > 0 i будь-якого
σ ∈ (1; 1/r) виконується

n(r) 6
1

lnσ
N(σr). (6)

Доведення. Це випливає з таких мiр-

кувань N (σr) ≥
σr∫
r

n(t)
t
dt ≥ n(r) lnσ.

Лема 3. Якщо послiдовнiсть (λν) задо-
вольняє умови (2) i (3), то для неї iснує та-
ка послiдовнiсть коефiцiєнтiв Фур’є (ck(r)),
що для всiх k ∈ Z\{0}, σ ∈ (1; 1/r), r ∈ (0; 1)

|ck(r)| 6 A3 max

{
1;

1

k lnσ

}
η

(
B3

1− σr

)
(7)

або

|ck(r)| 6 A3 max

{
1;

1

k ln 1+r
2r

}
η

(
B′3

1− r

)
.

Доведення. Введемо позначення:

S(r; k) = 1
k

∑
|λν |6r

1
λkν
, S ′(r; k) = 1

k

∑
|λν |6r

(
λν
r

)k
.

Не зменшуючи загальностi, припустимо, що
iснує r0 ∈ (0; 1) таке, що функцiя η є ста-
лою на промiжку (0; r0). Далi використаємо
неспадну властивiсть функцiї η, оскiльки

∀k ∈ N : lim
r→1−

η
(

1
1−r

)
rk

= +∞,

то для кожного k ∈ N iснує rk ∈ (0; 1), що
для деякої сталої B > 0 i для кожного r ∈
(r0; 1) виконується

η
(

B
1−rk

)
rkk

6
2η
(
B

1−r

)
rk

. (8)

Виберемо послiдовнiсть αk = −S(rk; k) =
− 1
k

∑
|λν |6rk

1
λkν
. Тодi послiдовнiсть коефiцiєнтiв

Фур’є ck(r) задамо у виглядi

ck(r) =
rk

2
(S(r; k) + αk)−

1

2
S ′(r; k) =

=
rk

2k

∑
rk<|λν |6r

1

λkν
− 1

2k

∑
|λν |6r

(
λν
r

)k
, (9)

c0(r) = N(r),

c−k(r) = ck(r), k ∈ N.
Оцiнимо |ck(r)|. Оскiльки |S ′(r; k)| 6 1

k
n(r),

то звiдси та умов (2), (3), (6), (8) отримуємо

|ck(r)| 6
rk

2
|S(r; k)− S(rk; k)|+ 1

2
|S ′(r; k)| ≤

6
rkA2

2rkk
η

(
B2

1− rk

)
+
A2

2
max

{
1;

1

k lnσ

}
×

×η
(

B2

1− σr

)
+

A1

2k lnσ
η

(
B1

1− σr

)
6

6 A3 max

{
1;

1

k lnσ

}
η

(
B3

1− σr

)
.

Останнiй вираз рiвний
A3 max

{
1; 1

k ln 1+r
2r

}
η
(
B′3
1−r

)
, якщо σ = 1+r

2r
.

Лему 3 доведено.

Лема 4. Для послiдовностi ck(r) вигля-
ду (9), побудованої в лемi 3 виконується

|ck(r)| 6
1

σk
|ck(σr)|+

1

k

(
1− 1

σ2k

)
1

lnσ
N(σr)

(10)
для всiх k ≥ 1, r ∈ (0; 1), σ ∈ (1; 1/r).

Доведення. Справдi, (див. [6], с. 180),
отримуємо

ck(r)−
1

σk
ck(σr) =
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− 1

2k

∑
r<|λν |6σr

((
r

λν

)k
−
(
λν
σ2r

)k)
−

− 1

2k

∑
|λν |6r

(
λν
r

)k (
1− 1

σ2k

)
,

звiдки за лемою 2 випливає

|ck(r)| 6
1

σk
|ck(σr)|+

+
1

2k

∑
r<|λν |6σr

(∣∣∣∣ rλν
∣∣∣∣k +

∣∣∣∣ λνσ2r

∣∣∣∣k
)

+

+
1

2k

∑
|λν |6r

(
1− 1

σ2k

) ∣∣∣∣λνr
∣∣∣∣k ≤

6
1

σk
|ck(σr)|+

1

k

(
1− 1

σ2k

)
n(σr) ≤

6
1

σk
|ck(σr)|+

1

k

(
1− 1

σ2k

)
1

lnσ
N(σr).

Лему 4 доведено.

Лемa 5. Якщо послiдовнiсть ck(r) вигля-
ду (9) задовольняє (7), то(

+∞∑
k=−∞

|ck(r)|2
) 1

2

6 A3η

(
B3

1− σr

)
×

×

(
1 +

2√
σ2 − 1

+
4
√

ln 2√
lnσ

)
(11)

для всiх k ≥ 1, r ∈ (0; 1), σ ∈ (1; 1/r).
Доведення (див. [6]). Використаємо не-

рiвностi (7) та (10). Маємо

(
+∞∑

k=−∞

|ck(r)|2
) 1

2

6

c20(r) +
∑

0<|k|6[ 1
ln σ ]

|ck(r)|2+

∑
|k|≥[ 1

ln σ ]+1

|ck(r)|2


1
2

≤
(
A2

1η
2

(
B1

1− r

)
+

2A2
3

ln2 σ
×

×η2
(

B3

1− σr

) ∑
0<|k|≤[ 1

ln σ ]

1

k2
+ 2A2

3η
2

(
B3

1− σr

)
×

×
∑

|k|≥[ 1
ln σ ]+1

(
1

σk
+

1

k

(
1− 1

σ2k

)
1

lnσ

)2


1
2

≤

6 A3η

(
B3

1− σr

)
×

×

(
1 + 4

+∞∑
k=1

1

σ2k
+ +

4

ln2 σ

+∞∑
k=1

1

k2

(
1− 1

σ2k

)2
) 1

2

≤

6 A3η

(
B3

1− σr

)
×

×

(
1 +

4

σ2 − 1
+

4

ln2 σ

+∞∑
k=1

1

k2

(
1− 1

σ2k

)2
)1/2

≤

6 A3η

(
B3

1− σr

)(
1 +

2√
σ2 − 1

+
4

lnσ
ϕ1/2(σ−2)

)
6

6 A3η

(
B3

1− σr

)(
1 +

2√
σ2 − 1

+
4
√

ln 2√
lnσ

)
≤

6 A3η

(
B3

1− σr

)(
1 +

6
√

ln 2√
lnσ

)
,

де ϕ(x) =
∑+∞
m=1

(1−xm)2

m2 = 2
∫ 1

x
ln(1+t)

t dt, x ∈ (0; 1).

Лема 5 доведена.

Зауваження 2. Якщо вибрати σ = 1+r
2r , то

враховуючи, що ln 1+r
2r = ln

(
1 + 1−r

2r

)
≥ 1−r

2 , отри-
маємо таку оцiнку

(
+∞∑

k=−∞

|ck(r)|2
) 1

2

6 A3η

(
2B3

1− r

)
×

×

1 +
4√

1− r
+

4
√

ln 2√
ln 1+r

2r

 ≤
6

A′3√
1− r

η

(
B′3

1− r

)
. (12)

4. Доведення основних твердженнь.
Доведення теореми 1. Якщо виконую-
ться умови теореми 1, то

1

2k

∑
r1<|λν |6r2

1

λkν
=

1

rk2

 1

2k

∑
|λν |6r2

rk2
λkν

+
1

2
αkr

k
2

−

−

 1

2k

∑
|λν |6r1

1

λkν
+

1

2
αk

 =
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=
1

rk2

 1

2k

∑
|λν |6r2

(
rk2
λkν
−
(
λν
r2

)k)
+

1

2
αkr

k
2

−
−

 1

2k

∑
|λν |6r1

1

λkν
+

1

2
αk

+
1

2kr2k2

∑
|λν |6r2

λν
k

=

=
1

rk2

 1

2k

∑
|λν |6r2

(
rk2
λkν
−
(
λν
r2

)k)
+

1

2
αkr

k
2

−
−

 1

rk1

 1

2k

∑
|λν |6r1

(
rk2
λkν
−
(
λν
r1

)k)
+

1

2
αkr

k
1

+

+
1

2kr2k2

∑
|λν |6r2

λν
k−

− 1

2kr2k1

∑
|λν |6r1

λν
k

=
1

rk2
ck(r2; f)− 1

rk1
ck(r1; f)+

+
1

2kr2k2

∑
|λν |6r2

λν
k − 1

2kr2k1

∑
|λν |6r1

λν
k

=

=
1

rk2
ck(r2; f)− 1

rk1
ck(r1; f) +

1

2kr2k2

∑
r1<|λν |6r2

λν
k
+

+
1

2k

(
1

r2k2
− 1

r2k1

) ∑
|λν |6r1

λν
k

=

=
1

rk2
ck(r2; f)− 1

rk1
ck(r1; f) +

1

2kr2k2

∑
r1<|λν |6r2

λν
k−

− 1

2krk1

(
1− r2k1

r2k2

) ∑
|λν |6r1

λν
k

rk1
.

Тому∣∣∣∣∣∣ 1

2k

∑
r1<|λν |6r2

1

λkν

∣∣∣∣∣∣ 6 1

rk2
|ck(r2; f)|+ 1

rk1
|ck(r1; f)|+

+
1

2krk2

∑
r1<|λν |6r2

1 +
1

2krk1

(
1− r2k1

r2k2

) ∑
|λν |6r1

1 6

6
1

rk2
|ck(r2; f)|+ 1

rk1
|ck(r1; f)|+

+
1

2krk2
(n(r2)− n(r1)) +

1

2krk1

(
1− r2k1

r2k2

)
n(r1).

Але β := r1
r2
≥ r1, 1− r2k1

r2k2
= (1− β)(1 + β + β2 + ...+

β2k−1) 6 (1− β)2k 6 (1− r1)2k. Тому, за лемами 1 i
2 отримуємо∣∣∣∣∣∣ 1

2k

∑
r1<|λν |6r2

1

λkν

∣∣∣∣∣∣ 6 A 2

rk1
η

(
B2

1− r1

)
+

+
A2

rk2
max

{
1;

1

k lnσ

}
η

(
B2

1− σr2

)
6

6
A 2

rk1
η

(
B2

1− r1

)
+
A2

rk2
max

{
1;

1

k ln 1+r2
2r2

}
η

(
2B2

1− r2

)
,

якщо вибрати σ = r2+1
2r2

.

Теорема 1 доведена.

Доведення теореми 2. З леми 5 та те-
ореми Рiса-Фiшера (див. [2], с.27) випливає
iснування єдиної функцiї f ∈ L2[−π; π] та-
кої, що f(0) = 1 i ck(r) вигляду (9) є її коефi-
цiєнтами Фур’є. В теоремi 5.1 (див.[1, c.84],
а також [2, c. 28]) побудована така фун-
кцiя fρ, голоморфна в крузi {z : |z| < ρ},
для якої ck(r) є її коефiцiєнтами Фур’є i
(λν) є її послiдовнiстю нулiв. Будуючи го-
ломорфне продовження функцiї fρ в круг
D = {z : |z| < 1}, отримуємо функцiю f ,
для якої ck(r) є коефiцiєнтами Фур’є. Тобто
для довiльного k ∈ Z

ck(r) = ck(r; f) =
1

2π

2π∫
0

ln |f(reiϕ)|e−ikϕdϕ.

Тодi з допомогою рiвностi Парсеваля згiдно
лем 3 - 5 та нерiвностi (12) отримуємо 1

2π

2π∫
0

| ln |f(reiθ)||2dθ


1
2

=

(
+∞∑

k=−∞

|ck(r)|2
) 1

2

≤

6 A3 eta

(
B3

1− σr

)(
1 +

6
√

ln 2√
lnσ

)
≤ A′3√

1− r
η

(
B′3

1− r

)
,

що й потрiбно було довести.

Теорема 2 доведена.

Доведення теореми 3. З нерiвностi
Шварца та нерiвностi (12) маємо

1

2π

2π∫
0

| ln |f(reiϕ)||dϕ 6

 1

2π

2π∫
0

| ln |f(reiϕ)||2dϕ


1
2

≤

6
A′3

(1− r)1/2
η

(
B′3

1− r

)
.

Далi iз спiввiдношень (див. [3, c.24 - 27, 54])

T (r; f) = m(r; f) +N(r; f);
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m(r; f) =
1

2π

2π∫
0

ln+ |f(reiϕ)|dϕ;

N(r; f) =
1

2π

2π∫
0

ln+ |f(reiϕ)|dϕ−

− 1

2π

2π∫
0

ln+ 1

|f(reiϕ)|
dϕ+ ln |f(0)|;

lnMf (r) 6
R + r

R− r
T (R; f), 0 < r < R,

для R = r+1
2

отримуємо (див. дов. леми 1)

lnMf (r) 6
1

1− r
T

(
r + 1

2
; f

)
6

6
A4

(1− r)3/2
η

(
B4

1− r

)
,

що й потрiбно було довести.

5. Висновки. Отож, в данiй статтi
отриманi необхiднi (теорема 1) та достатнi
умови (теореми 2, 3) на нулi деяких кла-
сiв (1), (4), (5) голоморфних в одиничному
крузi функцiй, що визначаються довiльною
додатною, зростаючою, необмеженою мажо-
рантою η. Серед них i голоморфнi в U(0; 1)
функцiї скiнченного порядку. Але слiд за-
значити, що для нулiв функцiй з цього кла-
су умова (3) в достатнiй частинi є зайвою,
позаяк випливає з умови (2).

Справдi, якщо

N(r) = O

(
1

(1− r)ρ

)
, r > r0, (13)

то двiчi застосувавши iнтегрування части-
нами до iтегралу Стiльт’єса можна отрима-
ти оцiнку∣∣∣∣∣∣1k

∑
r1<|λν |6r2

1

λkν

∣∣∣∣∣∣ 6 1

k

r2∫
r1

dn(t)

tk+1
=

=
n(r2)

krk2
− n(r1)

krk1
+
N(t)

tk

∣∣∣∣r2
r1

+

r2∫
r1

N(t)dt

tk+1
6

6
c3

rk1(1− r1)ρ
+

c3

rk2(1− σr2)ρ
max

{
1;

1

k lnσ

}
,

де σ = 1+r2
2r2

.
Таким чином, якщо виконується (13), то

за теоремою 3 та (12) iснує голоморфна
в U(0; 1) функцiя f така, що ln |f(z)| =

O
(

1
(1−|z|)ρ+1/2

)
, |z| > |z0|. Цей результат

вiдрiзняється (на порядок 1/2) вiд резуль-
татiв М. Цудзi, А. Нафталевича, М. Джр-
башяна [8 - 10] в гiрший бiк, але покращує
результат В. Бека [3].
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