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Знайдено умови обмеженостi розв’язку нелокальної багатоточкової за часом задачi як
функцiї часової змiнної в околi точки t = 0.
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У працi [1] встановлено коректну
розв’язнiсть нелокальної багатоточкової за
часом задачi для еволюцiйного рiвняння з
оператором Бесселя нескiнченного порядку
в класi початкових умов, який складає-
ться з узагальнених функцiй нескiнченного
порядку. Розв’язок u(t, x) такої задачi
дається у виглядi згортки фундаменталь-
ного розв’язку з узагальненою початковою
функцiєю, при цьому u(t, ·) є елементом
основного простору при кожному t ∈ (0, T ].
У той же час, як це випливає з властиво-
стей фундаментального розв’язку, функцiя
u(t, x), як функцiя t при деяких значеннях
аргумента x, є необмеженою функцiєю в
околi точки t = 0 : lim

t→+0
u(t, x) = +∞ (див.

приклад далi). Природньо постає задача:
видiлити клас X ′ узагальнених функцiй
(початкових функцiй) та множини M ⊂ R
змiни аргумента x такi, що sup

t∈(0,T ]

|u(t, x)| ≤ c,

c = c(M) > 0. У данiй роботi знайдено клас
параболiчних сингулярних рiвнянь та клас
фiнiтних узагальнених функцiй, для яких
поставлена задача має позитивне рiшення.

1. Простори типу S та S ′. I.М. Гель-
фанд та Г.Є. Шилов в [2] запропонували ме-
тод побудови функцiональних просторiв не-
скiнченно диференцiйовних на R функцiй,
на якi накладаються певнi умови спадання
на нескiнченностi i якi задаються за допомо-
гою нерiвностей |xkϕ(n)(x)| ≤ ckn, {k, n} ⊂

Z+, де {ckn} – подвiйна послiдовнiсть дода-
тних чисел. Якщо цi числа змiнюються до-
вiльним чином, то маємо простiр S ≡ S(R)
Л. Шварца швидко спадних на R функцiй.
Якщо ckn = lkmn, то маємо простори, якi
називаються в [2] узагальненими простора-
ми типу S. У випадку, коли lk = kkα, α > 0,
mn = nnβ, β > 0; вiдповiднi простори на-
зиваються просторами типу S i позначаю-
ться символами Sα, Sβ, Sβα. Означимо деякi
з них.

Для довiльних α, β > 0 покладемо

Sβα(R) ≡ Sβα := {ϕ ∈ S | ∃c > 0∃A > 0∃B > 0

∀{k, n} ⊂ Z+ ∀x ∈ R :

|xkϕ(n)(x)| ≤ cAkBnkkαnnβ}.
Введенi простори можна охарактеризувати
так [2]. Простори Sβα нетривiальнi при α +
β ≥ 1 i утворюють щiльнi в L2(R) множи-
ни. Sβα складається з тих й лише тих не-
скiнченно диференцiйовних на R функцiй,
якi задовольняють нерiвностi |ϕ(n)(x)| ≤
cBnnnβ exp {−a|x|1/α}, n ∈ Z+, x ∈ R.

Простiр S1
α складається з функцiй ϕ, якi

допускають аналiтичне продовження в де-
яку смугу |Im z| < δ, δ > 0, z = x + iy,
залежну вiд ϕ i задовольняють нерiвнiсть
|ϕ(x + iy)| ≤ c exp(−a|x|1/α), c > 0, a > 0,
x ∈ R.

Якщо 0 < β < 1 i α ≥ β, то Sβα складає-
ться з тих i лише тих функцiй ϕ ∈ C∞(R),
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якi аналiтично продовжуються в компле-
ксну площину i задовольняють нерiвнiсть

|ϕ(x+ iy)| ≤ c exp{−a|x|1/α + b|y|1/(1−β)},

c, a, b > 0.
Топологiчна структура в просторi Sβα ви-

значається так. Символом Sβ,Bα,A , A,B > 0

позначимо сукупнiсть функцiй ϕ ∈ Sβα, якi
задовольняють умову:

∀δ > 0 ∀ρ > 0 ∃cδρ > 0 : |xkϕ(n)(x)| ≤

≤ cδρ(A+ δ)k(B + ρ)nkkαnnβ,

{k, n} ⊂ Z+, x ∈ R. Ця множина перетво-
рюється в повний злiченно-нормований про-
стiр, якщо норми в нiй ввести за допомогою
спiввiдношень

‖ϕ‖δρ = sup
x,k,n

|xkϕ(n)(x)|
(A+ δ)k(B + ρ)nkkαnnβ

,

{δ, ρ} ⊂ {1, 1
2
, 1

3
, . . .}.

Якщо A1 < A2, B1 < B2, то Sβ,B1

α,A1
непе-

рервно вкладається в Sβ,B2

α,A2
i Sβα =

⋃
A,B>0

Sβ,Bα,A .

Iз результатiв, наведених в [2] випливає,
що послiдовнiсть {ϕν , ν ≥ 1} ⊂ Sβα збiгає-
ться до нуля в цьому просторi, якщо фун-
кцiї ϕν та їхнi похiднi довiльного порядку
збiгаються до нуля рiвномiрно на кожному
вiдрiзку [a, b] ⊂ R i при цьому виконуються
нерiвностi

|xkϕ(n)(x)| ≤ cAkBnkkαnnβ, {k, n} ⊂ Z+, x ∈ R,

з деякими сталими c, A,B > 0 не залежними
вiд ν.

Функцiя g називається мультиплiкатором
в просторi Sβα, якщо gψ ∈ Sβα для довiль-
ної функцiї ψ ∈ Sβα i вiдображення ψ → gψ
є лiнiйним i неперервним оператором в Sβα.
Мультиплiкатором у просторi Sβα є кожна
функцiя g ∈ C∞(R), яка задовольняє умо-
ву ∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀m ∈ Z+ ∀x ∈ R :

|g(m)(x)| ≤ cεε
mmmβ exp{ε|x|1/α}.

Зауважимо, що кожна функцiя з вiдповiдно-
го простору Sβα задовольняє вказану умову
i тому в просторах Sβα операцiя множення

функцiй є визначеною i неперервною. При
β > 1 простiр Sβα мiстить фiнiтнi функцiї.

Простори типу S є також досконалими
[2], тобто просторами, всi обмеженi множи-
ни яких компактнi.

Символом
◦
Sβα позначимо сукупнiсть усiх

парних функцiй з простору Sβα. Оскiльки
◦
Sβα утворює пiдпростiр Sβα, то в

◦
Sβα приро-

дним способом вводиться топологiя. Цей
простiр з вiдповiдною топологiєю називати-
мемо основним простором, а його елементи
– основними функцiями. У просторi

◦
Sβα ви-

значенi й неперервнi оператори множення
на x2, d2

dx2
, 1
x
d
dx
, а також оператор Бесселя

Bν = d2

dx2
+ 2ν+1

x
d
dx
, ν > −1

2
– фiксований па-

раметр.
Iз результатiв, отриманих в [3] випливає,

що якщо парна нескiнченно диференцiйовна
на R функцiя задовольняє умову
∃ c, A,B > 0 ∀x ∈ R ∀{k, q} ⊂ Z+ :

|x2kϕ(2q)(x)| ≤ cAkBqk2kαq2qβ (А)
(сталi c, A,B > 0 залежать вiд функцiї ϕ),
то
∃ c1, A1, B1 > 0 ∀x ∈ R ∀{k, q} ⊂ Z+ :

|x2kBq
νϕ(x)| ≤ c1A

k
1B

q
1k

2kαq2qβ (Б)
i навпаки. Отже, кожна функцiя ϕ ∈

◦
Sβα

задовольняє умову (А) та умову (Б).
Прикладом мультиплiкатора у просторi

◦
Sβα може служити нормована функцiя Бес-
селя jν , ν > −1/2, яка є розв’язком задачi
Кошi Bνu + λu = 0, u(0) = 1, u′(0) = 0. У
просторах

◦
Sβα визначенi пряме та обернене

перетворення Бесселя [3]

ψ(σ) = FBν [ϕ](σ) =

∞∫
0

ϕ(x)jν(σx)x2ν+1dx,

σ ∈ R,

ϕ(x) = F−1
Bν

[ψ](x) = cν

∞∫
0

ψ(σ)jν(σx)σ2ν+1dσ,

x ∈ R, cν = 2−2νΓ−2(ν + 1),

при цьому має мiсце формула FBν
[ ◦
Sβα

]
=
◦
Sαβ

[3], оператор FBν є неперервним.
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Символом T ξx позначимо оператор уза-
гальненого зсуву, який вiдповiдає оператору
Бесселя [4]:

T ξxϕ(x) = bν

π∫
0

ϕ(
√
x2 + ξ2 − 2xξ cosω)·

· sin2ν ωdω, ϕ ∈
◦
S
β
α,

bν = Γ(ν + 1)/(Γ(1/2)Γ(ν + 1/2)). Опера-
цiя узагальненого зсуву ϕ → T ξxϕ визначе-
на i є диференцiйовною (навiть нескiнчен-
но диференцiйовною) в просторi

◦
Sβα у то-

му розумiннi, що граничнi спiввiдношення
1

∆ξ

[
T ξ+∆ξ
x ϕ− T ξxϕ

]
→ ∂

∂ξ
T ξxϕ, ∆ξ → 0, справ-

джуються в просторi
◦
Sβα [5].

Згортка двох функцiй з простору
◦
Sβα ви-

значається формулою

(ϕ ∗ ψ)(x) =

∞∫
0

T ξxϕ(x)ψ(ξ)ξ2ν+1dξ,

при цьому ϕ ∗ ψ ∈
◦
Sβα, FBν [ϕ ∗ ψ] = FBν [ϕ] ·

FBν [ψ], ∀{ϕ, ψ} ⊂
◦
Sβα (див. [5]).

Символом (
◦
Sβα)′ позначимо простiр усiх

лiнiйних неперервних функцiоналiв на вiд-
повiдному просторi основних функцiй зi
слабкою збiжнiстю. Регулярними узагаль-
неними функцiями або регулярними фун-
кцiоналами називатимемо лiнiйнi неперерв-
нi функцiонали, дiя яких на основнi функцiї
ϕ ∈

◦
Sβα визначається формулою

〈f, ϕ〉 =

∞∫
0

f(x)ϕ(x)x2ν+1dx.

Кожна локально iнтегровна з вагою x2ν+1

парна функцiя f : R → C породжує ре-
гулярну узагальнену функцiю Ff ∈ (

◦
Sβα)′:

〈Ff , ϕ〉 =
∞∫
0

f(x)ϕ(x)x2ν+1dx, ∀ϕ ∈
◦
Sβα.

Оскiльки в просторi
◦
Sβα визначена операцiя

узагальненого зсуву аргумента, то згортку
узагальненої функцiї f ∈ (

◦
Sβα)′ з основною

функцiєю задамо формулою

(f∗ϕ)(x) = 〈fξ, T ξxϕ(x)〉 = 〈fξ, T xξ ϕ(ξ)〉, ϕ ∈
◦
S
β
α

(iндекс ξ у fξ означає, що функцiонал f дiє
на основну функцiю T xξ ϕ(ξ) як функцiю ар-
гумента ξ).

Нехай f ∈ (
◦
Sβα)′. Якщо f ∗ ϕ ∈

◦
Sβα,

∀ϕ ∈
◦
Sβα i iз спiввiдношення ϕν → 0 при

ν → ∞ за топологiєю простору
◦
Sβα випли-

ває, що f ∗ ϕν → 0 при ν → ∞ за тополо-
гiєю простору

◦
Sβα, то функцiонал f називає-

ться згортувачем у просторi
◦
Sβα. Символом

(
◦
Sβα,∗ )′ позначатимемо сукупнiсть узагаль-
нених функцiй f ∈ (

◦
Sβα)′, якi є згортувачами

у просторi
◦
Sβα.

Перетворення Бесселя узагальненої фун-
кцiї f ∈ (

◦
Sβα)′ визначимо за допомогою спiв-

вiдношення

〈FBν [f ], ϕ〉 = 〈f, FBν [ϕ]〉, ∀ϕ ∈
◦
S
α
β .

Отже, перетворення Бесселя узагальненої
функцiї f , заданої на

◦
Sβα, є узагальненою

функцiєю на просторi
◦
Sαβ . Якщо узагаль-

нена функцiя f ∈ (
◦
Sβα)′ – згортувач у про-

сторi
◦
Sβα, то для довiльної функцiї ϕ ∈

◦
Sβα

правильною є формула [5]: FBν [f ∗ ϕ] =
FBν [f ]FBν [ϕ], при цьому FBν [f ] – мультиплi-
катор у просторi

◦
Sαβ .

2.Нелокальна за часом задача. Роз-
глянемо рiвняння

∂u(t, x)

dt
= (−1)b−1

(
∂2

∂x2
+

2ν + 1

x

∂

∂x

)b
u(t, x),

(t, x) ∈ (0, T ]× R+, (1)
де b ∈ N, ν ∈ {3/2, 5/2, 7/2, ...} – фiксова-
нi параметри. Для (1) поставимо задачу:
знайти розв’язок u ∈ C1((0, T ],

◦
Sβα) рiвнян-

ня (1), який задовольняє умову

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = f,

f ∈ (
◦
S
β
α,∗ )′, (2)
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де m ∈ N, {µ, µ1, ..., µm} ⊂ (0, T ],
{t1, ..., tm} ⊂ (0, T ] – фiксованi числа, причо-

му µ > m
m∑
k=1

µk, 0 < t1 < t2 < . . . < tm ≤ T .

Спiввiдношення (2) розглядається в просто-
рi (

◦
Sβα)′, тобто (2) трактується в тому сенсi,

що

µ lim
t→+0
〈u(t, ·), ϕ〉−

m∑
k=1

µk lim
t→tk
〈u(t, ·), ϕ〉 = 〈f, ϕ〉,

∀ϕ ∈
◦
Sβα (конкретнi значення параметрiв

α, β > 0 вкажемо пiзнiше). Зазначимо,
що задачу (1), (2) можна розумiти як
узагальнення задачi Кошi, коли початкова
умова u(t, ·)|t=0 = f замiнюються умовою
(2) (якщо µ = 1, µ1 = µ2 = ... = µm = 0, то,
маємо, очевидно, задачу Кошi). Задача (1),
(2) вiдноситься до нелокальних крайових
задач для рiвнянь з частинними похiдними
(див. [6-12]).

Iз результатiв, наведених в [1] випливає,
що символом оператора Aψ = (−1)b−1Bb

ν

в (1) є функцiя ψ(σ) = −σ2b, σ ∈ R;
задача (1), (2) коректно розв’язна (у вка-
заному сенсi) за умови, що f ∈ (

◦
WM

Ω )′,
M(x) = xp/p, Ω(y) = yq/q, p = 2b,
1/p + 1/q = 1. Простiр WM

Ω вiдноси-
ться до просторiв типу W , введених в [13],
при цьому

◦
W

xp/p
yq/q =

◦
S

1/p
1/q =

◦
S

1/p
1−1/p.

Розв’язок задачi (1), (2) дається
формулою u(t, x) = f ∗ G(t, x) =
〈fξ, T xξ G(t, ξ)〉, де G(t, ξ) = F−1

Bν
[Q(t, σ)](ξ),

Q(t, σ) = Q1(t, σ)Q2(σ), Q1(t, σ) = exp{−tσ2b},

Q2(σ) =

(
µ−

m∑
k=1

µk exp{−tkσ2b}
)−1

, σ ∈ R.

Q(t, ·) ∈
◦
W

yq/q
xp/p =

◦
S

1−1/p
1/p , p = 2b,

G(t, ·) ∈
◦
W

xp/p
yq/q =

◦
S

1/p
1−1/p, t ∈ (0, T ],

Q1(t, ·) ∈
◦
S

1−1/p
1/p при кожному t > 0.

Проаналiзувавши доведення теореми 3 з
[2, c. 259], безпосередньо переконуємося в
тому, що для функцiї Q1(t, σ) та її похiдних
(за змiнною σ) справджуються оцiнки

|Dq
σQ1(t, σ)| ≤ cBqtq/(2b)qq(1−1/(2b)) exp{−tσ2b},

q ∈ Z+, t ∈ (0, 1), (3)

де сталi c, B, > 0 не залежать вiд t. Оцi-

нимо, далi, похiднi функцiї Q2(σ). Оскiль-

ки µ >
m∑
k=1

µk, то 1
µ

m∑
k=1

µk exp{−tkσ2b} ≤

1
µ

m∑
k=1

µk < 1. Скориставшись полiномiаль-

ною формулою, знайдемо, що

Q2(σ) =
1

µ

∞∑
r=0

µ−r

(
m∑
k=1

µk exp{−tkσ2b}

)r

=

=
∞∑
r=0

µ−(r+1)
∑

r1+···+rm=r

r!

r1! . . . rm!
·

·
(
µ1 exp{−t1σ2b}

)r1
. . .
(
µm exp{−tmσ2b}

)rm
=

=
∞∑
r=0

µ−(r+1)
∑

r1+···+rm=r

r!

r1! . . . rm!
µr11 . . . µrmm ·

· exp{−ωσ2b},

де ω = t1r1 + · · ·+ tmrm. Тодi

Dq
σQ2(σ) =

∞∑
r=1

µ−(r+1)
∑

r1+...rm=r

r!

r1! . . . rm!
·

·µr11 . . . µrmm Dq
σe
−ωσ2b

.

З урахуванням (3)

|Dq
σe
−ωσ2b| ≤ c1B

q
1q
q(1−1/(2b))e−ωσ

2b

, c1, B1 > 0.

Зауважимо, що ω < tmr, ω > t1r. Оскiль-
ки 0 < t1 < 1, а r ≥ 1, то ω > t21. Отже,
правильною є нерiвнiсть

|Dq
σe
−ωσ2b| ≤ c1B

q
2q
q(1−1/(2b))rq exp{−t21σ2b},

q ∈ N, B2 = B1t
1/(2b)
m . Тодi

|Dq
σQ2(σ)| ≤ c1µ

−1Bq
2q
q(1−1/(2b))

∞∑
r=1

µ−rµr0r
q·

·
∑

r1+...rm=r

r!

r1! . . . rm!
exp{−t21σ2b},

де µ0 = max{µ1, ..., µm}. Скориставшись
формулою ∑

r1+...rm=r

r!

r1! . . . rm!
= mr,
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знайдемо, що

|Dq
σQ2(σ)| ≤ c1µ

−1Bq
2q
q(1−1/(2b))

∞∑
r=1

µ−rµr0r
q·

· exp{−t21σ2b}.
Оскiльки µ̃ = µ−1µ0m < 1, то звiдси випли-

ває збiжнiсть ряду
∞∑
r=1

µ̃rrq = α < +∞. От-
же,

|Dq
σQ2(σ)| ≤ c2B

q
2q
q(1−1/(2b)) exp{−t21σ2b},

c2 = c1µ
−1α, q ∈ N. (4)

Зауважимо, що сама функцiя Q2 є обмеже-

ною на R : |Q2(σ)| = Q2(σ) ≤ (µ−
m∑
k=1

µk)
−1.

Iз оцiнок (4) та обмеженостi функцiї
Q2 на R випливає, що Q2 – мульти-
плiкатор у просторi

◦
S

1−1/(2b)
1/(2b) . Введемо

позначення: ν = n + 1/2, n ∈ N i ско-
ристаємося зображенням бесселевих фун-
кцiй пiвцiлого порядка [14]: Jn+1/2(x) =√

2
πx

{
sin(x− nπ

2
)Pn( 1

x
) + cos(x− nπ

2
)Qn( 1

x
)
}
,

x > 0, де Pn( 1
x
) – многочлен степеня n

вiдносно 1
x
, Qn( 1

x
) – многочлен степеня

n − 1; при цьому Pn(0) = 1, Qn(0) = 0.
Наприклад,

J3/2(x) =

√
2

πx

{
sin(x− π

2
) +

1

x
cos(x− π

2
)

}
,

J5/2(x) =

√
2

πx
{(1− 3

x2
) sin(x− π)+

+
3

x
cos(x− π)}.

Оскiльки нормована функцiя Бесселя jν
пов’язана з функцiєю Бесселя Jν формулою
(див. [4]) jν(x) = 2νΓ(ν+1/2)

xν
Jν(x), x > 0, то

маємо таке зображення функцiї jn+1/2:

jn+1/2(x) =
αn

xn+1/2
{sin(x− nπ

2
)Pn(

1

x
)+

+ cos(x− nπ

2
)Qn(

1

x
)}, n ∈ N, x > 0.

Нехай Pn( 1
x
) =

n∑
k=0

bk
xk
, Qn( 1

x
) =

n−1∑
k=1

dk
xk
, x > 0,

G̃2s(t, x) = F−1
Bν

[σ2sQ1(t, σ)Q2(σ)] =

= cν

∞∫
0

σ2sQ1(t, σ)Q2(σ)jν(σx)σ2ν+1dσ =

= c̃ν

+∞∫
−∞

σ2sQ1(t, σ)Q2(σ)jν(σx)σ2ν+1dσ,

c̃ν = 1
2
cν , s ∈ Z – фiксоване. Урахував-

ши вигляд нормованої функцiї Бесселя jν ,
ν ∈ {3/2, 5/2, ...} знайдемо, що
G̃2s(t, x) = Ψ1(t, x) + Ψ2(t, x), x 6= 0, де

Ψ1(t, x) = α̃n

n∑
k=0

bk
xn+k+1

+∞∫
−∞

Q1(t, σ)Q2(σ)σn−k+1+2s·

· sin(xσ − nπ

2
)dσ, x 6= 0,

Ψ2(t, x) = α̃n

n−1∑
k=1

dk
xn+k+1

+∞∫
−∞

Q1(t, σ)Q2(σ)σn−k+1+2s·

· cos(xσ − nπ

2
)dσ, x 6= 0,

Ψ1(t, x) = α̃n

n∑
k=0

bk
xn+k+1

I1,k(t, x),

I1,k(t, x) =

+∞∫
−∞

Q1(t, σ)Q2(σ)σn−k+1+2s·

· sin(xσ − nπ

2
)dσ, x 6= 0,

Ψ2(t, x) = α̃n

n−1∑
k=1

dk
xn+k+1

I2,k(t, x),

I2,k(t, x) =

+∞∫
−∞

Q1(t, σ)Q2(σ)σn−k+1+2s·

· cos(xσ − nπ

2
)dσ, x 6= 0,

Оцiнимо I1,k(t, x), x 6= 0, зiнтегрувавши ча-
стинами q разiв вiдповiдний iнтеграл, де
q = n − k + 2 + 2s + p, p ∈ N – довiльно
фiксований параметр. У результатi прийде-
мо до нерiвностей

|I1,k(t, x)| ≤
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≤ 1

|x|q

+∞∫
−∞

|Dq
σ(Q1(t, σ)Q2(σ)σn−k+1+2s)|dσ ≤

≤ 1

|x|q
[

+∞∫
−∞

|Dq
σQ1(t, σ)||Q2(σ)σn−k+1+2s|dσ+...+

+C l
q

+∞∫
−∞

|Dq−l
σ Q1(t, σ)||Dl

σQ2(σ)σn−k+1+2s|dσ+...+

+

+∞∫
−∞

Q1(t, σ)| · |Dq
σQ2(σ)σn−k+1+2s|dσ].

Зауважимо, що позаiнтегральнi доданки
рiвнi нулевi, оскiльки функцiя Q1(t, σ) та всi
її похiднi (за змiнною σ) прямують до нуля
при x → ±∞ (див. [3]). Cкориставшись ще
один раз формулою диференцiювання добу-
тку двох функцiй та оцiнками (4), прийдемо
до нерiвностi

|Dl
σ(Q2(σ)σn−k+1+2s)| ≤

≤
l∑

ν=0

Cν
l |Dν

σQ2(σ)||Dl−ν
σ σn−k+1+2s| =

= Q2(σ)|Dl
σσ

n−k+1+2s|+
l∑

ν=1

Cν
l |Dν

σQ2(σ)|·

·|Dl−ν
σ σn−k+1+2s| ≤ Q2(σ)|Dl

σσ
n−k+1+2s|+

+c2

l∑
ν=1

Cν
l B

ν
2ν

ν(1−1/(2b))(n+ 1 + 2s)l−ν ·

· sup
|σ|

(
|σ|n−k+1+2s exp

{
−t

2
1

2
|σ|2b

})
·

· exp

{
−t

2
1

2
|σ|2b

}
.

Зауважимо, що

sup
|σ|

(
|σ|n−k+1+2s exp

{
−t

2
1

2
|σ|2b

})
≤

≤ Bn+1+2s
3 (n+1+2s)(n+1+2s)/(2b) ≤ B4B5s

2s/(2b),

B4 = B4(n) > 0, B5 = B5(n) > 0.

Отже,
|Dl

σ(Q2(σ)σn−k+1+2s)| ≤

(µ−
m∑
k=1

µk)
−1|Dl

σσ
n−k+1+2s)|+

+L1B
s
5s

2s/(2b)Ll2l
l(1−1/(2b)) exp{−t

2
1

2
|σ|2b}, (5)

де L1, B5, L2 – додатнi сталi. Для проведен-
ня подальших дослiджень оцiнимо iнтеграл
вигляду

∞∫
0

σje−tσ
2b

dσ =

∞∫
0

σje−
t
2
σ2b

e−
t
2
σ2b

dσ.

Зауважимо, що σj ≤ j!eσ, σ ≥ 0; σ ≤ εσ2b+c1

для довiльного ε > 0 i c1 > 1. Тодi

σje−
t
2
σ2b ≤ j!ec1eεσ

2b

e−
t
2
σ2b

= j!ec1e−
t
4
σ2b

,

якщо покласти ε = t/2. Далi скористаємося
формулою

e−
t
4
σ2b

= −
+∞∫
σ

(e−
t
4
y2b)′ydy =

=
tb

2

+∞∫
σ

y2b−1e−
t
4
y2bdy ≤ tb

2

+∞∫
0

y2b−1e−
t
4
σ2b

dy.

Маємо, що

y2b−1e−
t
4
y2b ≤ (2b− 1)!eye−

t
4
y2b ≤

≤ (2b− 1)!ec1eεy
2b− t

4
y2b = (2b− 1)!ec1e−

t
8
y2b ,

якщо покласти ε = t/8. Тодi

σje−
t
2
σ2b ≤ j!ec1

tb

2
(2b− 1)!ec1

∞∫
0

e−
t
8
y2bdy =

t1/(2b)y=z
=======

(2b)!

4
j!e2c1tt−1/(2b)·

·
∞∫

0

exp{−1

8
z2b}dz = αt1−1/(2b).

Отже,
∞∫

0

σje−tσ
2b

dσ ≤ αt1−1/(2b)

∞∫
0

e−
t
2
σ2b

dσ =

= α1t
1−1/(2b)t−1/(2b) = α1t

1−1/(2b) ≤ α1 (6)
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для t ∈ (0, 1) (1 − 1/(2b) ≥ 0, оскiльки b ≥
1). З урахуванням (3), (5), (6) прийдемо до
нерiвностей

+∞∫
−∞

|Dq−l
σ Q1(t, σ)| · |Dl

σ(Q2(σ)σn−k+1+2s)|dσ ≤

≤ α0L3t
1−1/(2b)Bs

5s
2s/(2b)Bq

6q
q(1−1/(2b))·

·
+∞∫
−∞

exp{−t
2
1

2
|σ|2b}dσ ≤

≤ α1B
s
5s

2s/(2b)Bq
6q
q(1−1/(2b))t1−1/(2b),

1 ≤ l ≤ q, t ∈ (0, 1). Окремо оцiнимо iнте-
грал

I :=

+∞∫
−∞

|Dq
σQ1(t, σ)||Q2(σ)σn−k+1+2s|dσ,

оскiльки в цьому випадку Q2(σ) є лише
обмеженою на R функцiєю. Для цього в
оцiнках (3) похiдних функцiї Q1(t, σ) враху-
ємо множник tq/(2b), оскiльки тут q ≥ 1. Тодi

I = c

(
µ−

m∑
k=1

µk

)−1

tq/(2b)qq(1−1/(2b))·

·
+∞∫
−∞

|σ|n−k+1+2s exp{−t|σ|2b} t1/(2b)σ=y
========

= c̃Bqtq/(2b)qq(1−1/(2b))t−1/(2b)t−(n−k+1+2s)/(2b)·

·
+∞∫
−∞

|y|n−k+1+2s exp{−|y|2b}dy.

Нагадаємо, що q = n− k + 2 + 2s+ p, p ∈ N,
тому tq/(2b)t−(n−k+2+2s)/(2b) = tp/(2b) ≤ 1, t ∈
(0, 1). Крiм того,

Λ :=

+∞∫
−∞

|y|n−k+1+2s exp{−|y|2b}dy ≤

≤ 2 sup
y≥0

(
yn−k+1+2s exp

{
−1

2
y2b

})
·

·
+∞∫
0

exp

{
−1

2
y2b

}
dy.

Урахувавши спiввiдношення
sup
y≥0

(
ym exp

{
−1

2
y2b
})

≤ (2m
b

)m/(2b)e−m/b,

m = n − k + 1 + 2s ≤ n + 1 + 2s, знайдемо,
що Λ ≤ F1F

s
2 s

2s/(2b), де F1 = F1(n) > 0, F2 =
F2(n) > 0. Тодi I ≤ F̃1F̃

s
2 s

2s/(2b)F q
3 q

q(1−1/(2b)).
Урахувавши всi цi нерiвностi, прийдемо до
оцiнки

|I1,k(t, x)| ≤ β1|x|−qβs2β
q
3s

2s/(2b)qq(1−1/(2b)),

t ∈ (0, 1), x 6= 0, (7)
q = n − k + 2 + 2s + p, p ∈ N – довiльно фi-
ксоване. Нерiвнiстю (7) скористаємося при
оцiнюваннi |Ψ1(t, x)| :

|Ψ1(t, x)| ≤ β̃1|x|−2(ν+1)−2s−pβ̃s2β̃
p
3 ·

·s2s/(2b)s2s/(1−1/(2b))pp(1−1/(2b)) =

= β̃1|x|−2(ν+1)−2s−pβ̃s2β̃
p
3s

2spp(1−1/(2b)),

t ∈ (0, 1), x 6= 0.

Функцiя Ψ2(t, x), x 6= 0, оцiнюється аналогi-
чно. Пiдсумуємо отриманi результати у ви-
глядi наступного твердження.

Лема 1. Функцiя G̃2s(t, x), x 6= 0, t ∈ (0, 1),
задовольняє нерiвнiсть

|G̃2s(t, x)| ≤M1|x|−2(ν+1)−2s−pM s
1M

p
2 ·

·s2spp(1−1/(2b)), s ∈ Z+ (8)
де сталi M1,M2,M3 > 0 не залежать вiд t,
p ∈ N – довiльно фiксований параметр.

Наслiдок 1. Якщо |x − ξ| ≥ a0 > 0, x ≥ 0,
ξ ≥ 0, то правильними є оцiнки

|Bs
ν,ξT

x
ξ G(t, ξ)| ≤ L0|x− ξ|−2(ν+1)−2s−pLs1L

p
2·

·s2spp(1−1/(2b)), t ∈ (0, 1), s ∈ Z+ (9)
де сталi L0, L1, L2 > 0 не залежать вiд t,
p ∈ N – довiльно фiксований параметр.

Доведення. Згiдно з властивостями
операторiв Бесселя та узагальненого зсуву
[15, 4] маємо

Bs
ν,ξT

x
ξ FBν [ϕ](ξ) = T xξ (

∞∫
0

ϕ(σ)(−σ2)s·
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·jν(σξ)σ2ν+1dσ) = (−1)sT xξ FBν [σ
2sϕ(σ)](ξ).

Тодi

Bs
ν,ξT

x
ξ G(t, ξ) = (−1)sT xξ F

−1
Bν

[σ2sQ(t, σ)] =

= (−1)sT xξ G̃2s(t, ξ), Q(t, σ) = Q1(t, σ)Q2(σ).

Зауважимо, що

T xξ G̃2s(t, ξ) = cνT
x
ξ (

∞∫
0

σ2sQ(t, σ)jν(σξ)·

·σ2ν+1dσ) = cνbν

π∫
0

(

∞∫
0

σ2sQ(t, σ)·

·jν(σ
√
x2 + ξ2 − 2xξ cosω)σ2ν+1dσ) sin2ν ωdω.

Оцiнку iнтеграла
∞∫

0

σ2sQ(t, σ)jν(σ
√
x2 + ξ2 − 2xξ cosω)σ2ν+1dσ

здiйснюємо за схемою оцiнювання фун-
кцiї F−1

Bν
[σ2sQ(t, σ)] = G̃2s(t, ξ), ξ 6= 0.

Урахувавши (8), а також нерiвнiсть√
x2 + ξ2 − 2xξ cosω ≥ |x − ξ|, x ≥ 0,

ξ ≥ 0, ω ∈ [0, π], прийдемо до оцiнки (9).

Зауваження 1. З наслiдку 1 та умов (А),
(Б) випливає, що правильною є нерiвнiсть

|D2s
ξ T

x
ξ G(t, ξ)| ≤

≤ L̃0|x−ξ|−2(ν+1)−2s−pL̃s1L̃
p
2s

2spp(1−1/(2b)) (10)

з деякими сталими L̃0, L̃1, L̃2 > 0, не зале-
жними вiд t, якщо |x−ξ| ≥ a0 > 0, де p ∈ N
– довiльно фiксований параметр.

Нехай узагальнена функцiя f в умо-
вi (2) є елементом простору (

◦
S
β
1−1/(2b))

′ ⊂
(S

1/(2b)
1−1/(2b))

′, β > 1. Оскiльки в основному
просторi Sβ1−1/(2b) при β > 1 є фiнiтнi функцiї
[2], то в просторi (Sβ1−1/(2b))

′, β > 1 є фiнiтнi
узагальненi функцiї, тобто функцiї, носiями
яких є обмеженi множини. Зазначимо, що
кожна фiнiтна узагальнена функцiя є згор-
тувачем у просторi

◦
S
β
1−1/(2b), β > 1. Ця вла-

стивiсть випливає iз загального результату,

який вiдноситься до теорiї досконалих про-
сторiв (див. [2]): якщо Φ – досконалий про-
стiр iз диференцiйовною операцiєю зсуву, то
кожний фiнiтний функцiонал є згортувачем
у просторi Φ. Вiдповiдно, якщо

◦
Φ – доскона-

лий простiр, який складається з парних не-
скiнченно диференцiйовних на R функцiй з
диференцiйовною операцiєю узагальненого
зсуву аргумента, то кожна фiнiтна узагаль-
нена функцiя з простору (

◦
Φ)′ є згортувачем

у просторi
◦
Φ. Фiнiтнi узагальненi функцiї

утворюють досить широкий клас; зокрема,
кожна обмежена замкнена множина F ⊂ R є
носiєм деякої узагальненої фiнiтної функцiї.

Теорема 1. Нехай u(t, x) – розв’язок за-
дачi (1), (2) з функцiєю f в умовi (2),
яка є елементом простору (

◦
S
β
1−1/(2b))

′ ⊂
(S

1/(2b)
1−1/(2b))

′, β > 1, suppf – обмежена мно-
жина в R, [c, d] ∩ suppf = ∅. Тодi

∃α > 0 : sup
t∈[0,T ]

|u(t, x)| ≤ α, α = α(c, d).

Доведення. Нехай [c, d] ⊂ [a1, b1] ⊂
(a, b), (a, b) ∩ supp f = ∅. Розглянемо фун-
кцiю ψ ∈

◦
S
β
1−1/(2b) таку, що ψ(x) = 1

для x ∈ [a1, b1], supp ψ ⊂ (a, b). Така
функцiя iснує, оскiльки простiр

◦
S
β
1−1/(2b) мi-

стить фiнiтнi функцiї при β > 1. Функцiї
ψ(ξ)T xξ G(t, ξ), (1−ψ(ξ))T xξ G(t, ξ), як функцiї

ξ, є елементами простору
◦
S
β
1−1/(2b) при ко-

жному t ∈ (0, T ] i x ∈ R, тому правильним є
спiввiдношення

u(t, x) = 〈fξ, ψ(ξ)T xξ G(t, ξ)〉+〈fξ, η(ξ)T xξ G(t, ξ)〉,

де η = 1 − ψ. Перший доданок
у цiй рiвностi рiвний нулю, оскiльки
supp f ∩ supp (ψ(ξ)T xξ G(t, ξ)) = ∅. Отже,
u(t, x) = 〈fξ, η(ξ)T xξ G(t, ξ)〉. Оскiльки f ∈
(
◦
S
β
1−1/(2b))

′ =
⋂

A,B>0

(
◦
S
β,B
1−1/(2b),A)′ i в просто-

рi
◦
S
β
1−1/(2b) виконується перша аксiома злi-

ченностi [2], то функцiонал f є неперерв-
ним тодi й лише тодi, коли вiн обмежений
на кожнiй обмеженiй множинi з простору
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◦
S
β
1−1/(2b). Отже, для доведення теореми до-

сить показати, що сiм’я функцiй Φt,x(ξ) =

η(ξ)T xξ G(t, x) обмежена в просторi
◦
S
β
1−1/(2b)

рiвномiрно по t, для досить малих значень
t, i x ∈ [c, d], тобто, що

|ξ2kD2s
ξ Φt,x(ξ)| ≤ cAkBsk2k(1−1/(2b))s2βs,

{k, s} ⊂ Z+, ξ ∈ R, (11)

де сталi c, A, B > 0 не залежать вiд t, x, ξ,
якi змiнюються вказаним способом. Оскiль-
ки Φt,x(ξ) = 0 для ξ ∈ [a1, b1], то оцiнку (11)
досить встановити для ξ ∈ R \ [a1, b1].

Функцiя ψ є елементом простору
◦
S
β
1−1/(2b).

Отже,

|ξ2kD2s
ξ ψ(ξ)| ≤ c1A

k
1B

s
1k

2k(1−1/(2b))s2βs,

ξ ∈ R, {k, s} ⊂ Z+. (12)

Скориставшись формулою диференцiюван-
ня добутку двох функцiй, знайдемо, що

|ξ2kD2s
ξ Φt,x(ξ)| = |ξ2k

2s∑
l=0

C l
2sD

l
ξη(ξ)D2s−l

ξ T xξ ·

·G(t, ξ)| ≤ Ψ1
t,x(ξ) + Ψ2

t,x(ξ),

де

Ψ1
t,x(ξ) =

2s∑
l=0

C l
2s|ξ2kDl

ξψ(ξ)| · |D2s−l
ξ T xξ G(t, ξ)|,

Ψ2
t,x(ξ) = |ξ2kD2s

ξ T
x
ξ G(t, ξ)|.

Оскiльки
◦
S
β
1−1/(2b) ⊂ Sβ1−1/(2b), то для функцiї

ψ ∈
◦
S
β
1−1/(2b) справджуються нерiвностi

|Dl
ξψ(x)| ≤ c2B

l
2l
lβ exp{−a|ξ|2b/(2b−1)}, l ∈ Z+,

з деякими додатними сталими c2, B2, a > 0.
Тодi

|ξ2kDl
ξψ(ξ)| ≤

≤ c2B
l
2l
lβ sup
|ξ|
{|ξ|2k exp{−a|ξ|2b/(2b−1)} ≤

≤ c3B
l
2l
lβAk2k

2k(1−1/(2b)) ≤ c3B
l
2l

2lβAk2k
2k(1−1/(2b)).

Оцiнимо Ψ1
t,x(ξ) скориставшись нерiвно-

стями (12) та нерiвностями (10), в яких по-
кладемо p = 1; врахуємо також те, що

|x− ξ| ≥ a0 > 0, де a0 = min{c− a1, b1 − a}.
Отже,

Ψ1
t,x(ξ) ≤ c3L̃0L̃2a

−2(ν+1)−1
0 Ak2k

2k(1−1/(2b))·

·
2s∑
l=0

C l
2sB

l
2l

2βla
−2(s−l)
0 L̃s−l1 (s− l)2(s−l) ≤

≤ L̃Ak2A
s
3k

2k(1−1/(2b))s2βs, (13)

де L̃ = c3L̃0L̃2a
−2(ν+1)−1
0 , A3 =

2 max{B2, L̃1a
−2
0 }, сталi L̃, A2, A3 > 0 не

залежать вiд t, x, ξ.
При оцiнцi Ψ2

t,x(ξ) врахуємо те, що

∃d > 0∀x ∈ [c, d]∀ξ ∈ R\[a1, b1] : |ξ|/|x−ξ| ≤ d.

Поклавши в (10) p = 2k, прийдемо до нерiв-
ностей

Ψ2
t,x ≤ L̃1|ξ|2k|x− ξ|−2(ν+1)−2s−2kL̃s1L̃

k
2·

·s2sk2k(1−1/(2b)) ≤ L̃1a
−2(ν+1)
0 a−2s

0 d2kL̃s1L̃
k
2·

·s2sk2k(1−1/(2b)) ≤ ˜̃L1A
k
4A

s
5k

2k(1−1/(2b))s2s ≤

≤ ˜̃L1A
k
4A

s
5k

2k(1−1/(2b))s2βs, (14)

де ˜̃L = L̃1a
−2(ν+1)
0 , A4 = d2L̃2, A5 = a−2

0 L̃1,

сталi ˜̃L,A4, A5 > 0 не залежать вiд t, x, ξ, якi
змiнюються вказаним способом. З нерiвно-
стей (13), (14) випливає нерiвнiсть (11). Те-
орема доведена.

Як приклад, розглянемо двоточкову за-
дачу (1), (2) (m = 1, µ > µ1, t1 = T ) для
рiвняння (1) з параметром b = 1 та f = δ (δ
– дельта-функцiя Дiрака) в умовi (2). В [1]
встановлено, що розв’язок u(t, x) такої зада-
чi подається у виглядi

u(t, x) = δ ∗G(t, x) = G(t, x) =

= 2−(2ν+1)µ−1Γ−1(ν + 1)[t−(ν+1) exp{−x
2

4t
}+

+
∞∑
r=1

(
µ1

µ
)r

1

(t+ rT )ν+1
exp{− x2

4(t+ rT )
}].

Тодi

u(t, 0) = 2−(2ν+1)µ−1Γ−1(ν + 1)[t−(ν+1)+

+
∞∑
r=1

(
µ1

µ
)r

1

(t+ rT )ν+1
].
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Звiдси дiстаємо, що u(t, 0) → +∞ при
t → +0. Оскiльки supp δ = {0} (δ –
функцiя – фiнiтний функцiонал), то, внаслi-
док доведеної теореми, наприклад, для всiх
x ∈ [c, d] ⊂ [a1, b1] ⊂ (0, b), знайдеться ста-
ла α = α(c, d) > 0 така, що справджується
нерiвнiсть sup

t∈[0,T ]

|u(t, x)| ≤ α. У даному ви-

падку в цьому можна переконатися безпосе-
редньо, оскiльки

sup
t∈[0,T ]

(t−(ν+1) exp{−x
2

4t
}) ≤ sup

t∈[0,T ]

(t−(ν+1)·

· exp{−c
2

4t
}) ≤ (

4(ν + 1)

c2
)ν+1, x ≥ c

(тут враховано, що lim
t→+0

t−(ν+1) exp{− c2

4t
} =

0). Отже, для всiх x ∈ [c, d] справджується
нерiвнiсть sup

t∈[0,T ]

|u(t, x)| ≤ α, де

α = 2−(2ν+1)µ−1Γ−1(ν + 1)((
4(ν + 1)

c2
)ν+1+

+
1

T ν+1

∞∑
r=1

(
µ1

µ
)r) = 2−(2ν+1)µ−1Γ−1(ν + 1)·

·((4(ν + 1)

c2
)ν+1 +

µ1

T ν+1(µ− µ1)
).

У даному випадку отриманий результат мо-
жна сформулювати ще й так: для довiль-
но фiксованого ε > 0 знайдеться стала
α = α(ε) > 0 така, що sup

t∈[0,T ]

|u(t, x)| ≤ α

для всiх x : |x| ≥ ε.
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