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ПРО МАТРИЦЮ ГРIНА ЗЛIЧЕННОЇ ЛIНIЙНОЇ МАЙЖЕ ТРИКУТНОЇ
СИСТЕМИ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Для злiченної лiнiйної системи диференцiальних рiвнянь, близької до трикутної, отримано
достатнi умови iснування нескiнченної матрицi Грiна, що задовольняє заданi умови.
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For the countable linear system of the differential equations, which close to triangular, the
conditions of the existence of the infinite Green-matrix, which satisfies given conditions, are obtai-
ned.
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Вступ. Злiченнi системи диференцiаль-
них рiвнянь займають помiтне мiсце в суча-
снiй теорiї диференцiальних рiвнянь, та їм
присвячено численнi дослiдження [1,2]. Як
вiдмiчається в монографiї [2], злiченнi си-
стеми диференцiальних рiвнянь, незважаю-
чи на те, що вони є частинним випадком
диференцiальних рiвнянь у банахових про-
сторах [3,4], мають низку спецiфiчних вла-
стивостей, що приводить до розробки тео-
рiї таких рiвнянь. В статтi дослiджуються
властивостi розв’язкiв злiченних лiнiйних,
близьких до трикутних, систем диференцi-
альних рiвнянь iз змiнними коефiцiєнтами.

Постановка задачi. Розглянемо злiчен-
ну лiнiйну однорiдну систему диференцiаль-
них рiвнянь

dx

dt
= P (t)x, (1)

x = col(x1, x2, . . .),
P (t) = (pjk(t))j,k=1,2,..., pjk : R→ R,
pjk(t) ∈ C(R).

Матрицею Грiна системи (1) назвемо ма-
трицю G(t, τ) = (gjk(t, τ))j,k=1,2,...,
gjk : R× R→ R, що задовольняє умови:
1) при t 6= τ :

∂G(t, τ)

∂t
= P (t)G(t, τ), (2)

∂G(t, τ)

∂τ
= − G(t, τ)P (τ); (3)

2)
G(τ + 0, τ)−G(τ − 0, τ) = E, (4)

G(t, t+ 0)−G(t, t− 0) = −E, (5)

де E = diag(1, 1, ...) – нескiнченна одинична
матриця. При t = τ матрицю G(t, τ) не ви-
значено.

Метою статтi є встановлення достатнiх
умов iснування матрицi Грiна системи ви-
гляду (1) та дослiдження її властивостей.

Основнi результати. Розглянемо злi-
ченну лiнiйну однорiдну трикутну систему
диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= A(t)x, (6)

x = col(x1, x2, . . .),
A(t) = (ajk(t))j,k=1,2,..., ajk : R→ R,
ajk(t) ∈ C(R), ajk(t) ≡ 0 (j < k).

Лема 1. Нехай система (6) задовольняє
наступнi умови:
1) inf

R
|ajj(t)| ≥ γ > 0 (j = 1, 2, ...);

2)
∞∑
j=2

Aj < + ∞,

де Aj = max
1≤k≤j−1

sup
R
|ajk(t)| (j = 2, 3, ...).

Тодi система (6) має матрицю Грiна
G∗(t, τ) = (g∗jk(t, τ))j,k=1,2,..., причому iсну-
ють δ ∈ (0, γ), Kj = Kj(δ) ∈ (0,+∞)
(j = 1, 2, ...), що не залежать вiд t, τ , i та-
кi, що

|g∗jk(t, τ)| ≤ Kj e
−(γ−δ)|t−τ |, j, k = 1, 2, ..., (7)
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K =
∞∑
j=1

Kj < + ∞. (8)

Доведення. За аналогiєю з [5, с. 192]
визначимо елементи матрицiG∗(t, τ) для t 6=
τ наступним чином:
якщо ajj(t) ≤ −γ < 0, то

g∗jj(t, τ) =

 exp
t∫
τ

ajj(s)ds, t > τ,

0, t < τ ;
(9)

якщо ajj(t) ≥ γ > 0, то

g∗jj(t, τ) =


0, t > τ,

− exp
t∫
τ

ajj(s)ds, t < τ ;
(10)

якщо j > k, то

g∗jk(t, τ) =

j−1∑
q=k

+∞∫
−∞

g∗jj(t, s)ajq(s)g
∗
qk(s, τ)ds,

(11)
якщо j < k, то g∗jk(t, τ) ≡ 0; j = 2, 3, . . ..

Внаслiдок умови 1) теореми i рiвностей
(9),(10) виконано:

|g∗jj(t, τ)| ≤ e−γ|t−τ |, j = 1, 2, .... (12)

З огляду на (11) розглянемо:

g∗j,j−1(t, τ) =

+∞∫
−∞

g∗jj(t, s)aj,j−1(s)g∗j−1,j−1(s, τ)ds.

Звiдси з урахуванням умови 2) теореми i не-
рiвностей (12) матимемо:

|g∗j,j−1(t, τ)| ≤ Aj

+∞∫
−∞

e−γ(|t−s|+|s−τ |)ds =

=
Aj
γ

(1 + γ|t− τ |) e−γ|t−τ |, j = 2, 3, ... (13)

Легко встановити, що ∀ δ ∈ (0, γ) ∃ M =
= M(δ) ∈ (0,+∞) таке, що

(1 + γ|t− τ |) e−γ|t−τ | ≤Me−(γ−δ)|t−τ |.

Дiйсно, достатньо покласти

M = sup
s>0

(1 + γs)e−δs =
γ

δe1− δ
γ

.

Оскiльки e1− δ
γ > 1, то з нерiвностi (13) тодi

маємо:

|g∗j,j−1(t, τ)| < Aj
δ
e−(γ−δ)|t−τ |, j = 2, 3, ... .

(14)
Далi для δ ∈ (0, γ) маємо:

+∞∫
−∞

e−γ|t−s|e−(γ−δ)|s−τ |ds =

=
2γ

δ(2γ − δ)
e−(γ−δ)|t−τ | − 2(γ − δ)

δ(2γ − δ)
e−γ|t−τ | <

<
2γ

δ(2γ − δ)
e−(γ−δ)|t−τ |. (15)

З урахуванням нерiвностей (14),(15),
спiввiдношень (11) i умови 2) теореми мето-
дом математичної iндукцiї легко встановити
оцiнки:

|g∗jk(t, τ)| ≤ Aj
δ

j−k−1∏
s=1

(
1 +

2γ

δ(2γ − δ)
Aj−s

)
×

× exp(−(γ−δ)|t−τ |), j = 2, 3, ...; k < j (16)

(тут покладено
∏0

s=1 = 1).
Внаслiдок умови 2) теореми нескiнчен-

ний добуток
∞∏
s=1

(
1 +

2γ

δ(2γ − δ)
As

)
збiжний, тому ∃ A∗ = A∗(δ) ∈ (0,+∞) таке,
що

|g∗jk(t, τ)| ≤ A∗Aje
−(γ−δ)|t−τ |, j = 2, 3, ...; k < j,

(17)
що з огляду знову ж таки на умову 2) i не-
рiвнiсть (12) й доводить твердження леми 1.

Розглянемо злiченну лiнiйну неоднорiдну
систему диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= A(t)x+ f(t), (18)

x = col(x1, x2, ...), матриця A(t) така ж сама,
як i в системi (6), f(t) = col(f1(t), f2(t), ...),
fj : R→ R,, fj(t) ∈ C(R), причому

∞∑
j=1

sup
R
|fj(t)| < + ∞. (19)
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Лема 2. Нехай злiченна трикутна
однорiдна система диференцiальних рiв-
нянь, що вiдповiдає системi (18), задоволь-
няє всi умови леми 1. Тодi система (18)
має єдиний розв’язок x(t) =
= col(x1(t), x2(t), ...) такий, що

∞∑
j=1

sup
R
|xj(t)| < + ∞. (20)

Доведення. Покажемо, що вектор-
функцiя

x(t) =

+∞∫
−∞

G∗(t, τ)f(τ)dτ , (21)

деG∗(t, τ) – матриця Грiна системи (6), iсну-
вання якої встановлено лемою 1, оскiльки
умови цiєї леми припускаються виконаними,
є розв’язком системи (18). Дiйсно, подамо
x(t) у виглядi:

x(t) =

t∫
−∞

G∗(t, τ)f(τ)dτ +

+∞∫
t

G∗(t, τ)f(τ)dτ .

Звiдси, використовуючи формулу [6, c. 667],
а також спiввiдношення (2) i (5), дiстанемо:

dx

dt
=

t∫
−∞

∂G∗(t, τ)

∂t
f(τ)dτ +G∗(t, t− 0)f(t)+

+

+∞∫
t

∂G∗(t, τ)

∂t
f(τ)dτ −G∗(t, t+ 0)f(t) =

= A(t)

+∞∫
−∞

G∗(t, τ)f(τ)dτ−

−(G∗(t, t+ 0)−G∗(t, t− 0))f(t) =

= A(t)x(t) + f(t).

В координатнiй формi рiвнiсть (21) набуває
вигляду:

xj(t) =

+∞∫
−∞

∞∑
k=1

g∗jk(t, τ)fk(τ)dτ , j = 1, 2, ....

(22)

З рiвностей (22), а також оцiнок (7) дiстане-
мо:

|xj(t)| ≤
∞∑
k=1

+∞∫
−∞

|g∗jk(t, τ)| · |fk(t)|dτ ≤

≤
∞∑
k=1

+∞∫
−∞

Kje
−(γ−δ)|t−τ | sup

R
|fk(τ)|dτ =

= Kj

∞∑
k=1

 +∞∫
−∞

e−(γ−δ)|t−τ |dτ

 sup
R
|fk(t)| =

= Kj

∞∑
k=1

2

γ − δ
sup
R
|fk(t)|, j = 1, 2, ....

З огляду на нерiвнiсть (8) i умову (19) звiд-
си маємо, що вказаний розв’язок задоволь-
няє умову (20). Єдинiсть розв’язку, що за-
довольняє цю умову, гарантується умовою
1) леми 1.

Розглянемо наступну злiченну лiнiйну
однорiдну систему диференцiальних рiв-
нянь

dx

dt
= (A(t) + µB(t))x, (23)

x = col(x1, x2, ...), матриця A(t) така ж сама,
як в системi (6), B(t) = (bjk(t))j,k=1,2,...,
bjk : R→ R, bjk(t) ∈ C(R) ( j, k = 1, 2, . . .),

M =
∞∑
j=1

max
k

sup
R
|bjk(t)| < + ∞, (24)

µ ∈ R+.
Теорема. Нехай для злiченної лiнiйної

трикутної системи (6) виконано всi умо-
ви леми 1. Тодi iснують ∆ ∈ (0, γ − δ) (δ
визначено в лемi 1 ), µ0 = µ0(δ,∆) такi, що
∀ µ ∈ (0, µ0) система (23) має матрицю
Грiна G(t, τ, µ) = (gjk(t, τ, µ))j,k=1,2,..., причо-
му iснують Hj = Hj(δ,∆, µ) ∈ (0,+∞), що
не залежать вiд t, τ , i такi, що

|gjk(t, τ, µ)| ≤ Hje
−(γ−δ−∆)|t−τ |, j, k = 1, 2, . . . ,

(25)∑∞
j=1Hj < + ∞.
Доведення. З огляду на лему 2 i рiв-

нiсть (21) визначимо матрицю Грiна систе-
ми (23) з матричного iнтегрального рiвнян-
ня:

G(t, τ, µ) =
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= G∗(t, τ) + µ

+∞∫
−∞

G∗(t, s)B(s)G(s, τ, µ)ds,

(26)
де G∗(t, τ) – матриця Грiна системи (6). В
координатнiй формi рiвнiсть (26) набуде ви-
гляду злiченної системи iнтегральних рiв-
нянь:

gjk(t, τ, µ) = g∗jk(t, τ) + µ

+∞∫
−∞

∞∑
m=1

[
g∗jm(t, s)×

×
∞∑
l=1

bml(s)glk(s, τ, µ)

]
ds, j, k = 1, 2, ... .

(27)
Розв’язок системи (27) шукатимемо мето-

дом послiдовних наближень, покладаючи:

gjk0(t, τ, µ) = g∗jk(t, τ),

gjkν(t, τ, µ) = g∗jk(t, τ) + µ

+∞∫
−∞

∞∑
m=1

[
g∗jm(t, s)×

×
∞∑
l=1

bml(s)glk,ν−1(s, τ, µ)

]
ds, j, k = 1, 2, ... .

(28)
ν = 1, 2, ....

З огляду на нерiвностi (7) матимемо:

|gjk1(t, τ, µ)− gjk0(t, τ, µ)| ≤

≤ µKj

∫ +∞

−∞

(
∞∑
m=1

max
l

sup
R
|bml(s)|

∞∑
l=1

Kl

)
×

×e−(γ−δ)(|t−s|+|s−τ |)ds =

= µMKKj

∫ +∞

−∞
e−(γ−δ)(|t−s|+|s−τ |)ds <

< µMKKj
1

∆
e−(γ−δ−∆)|t−τ |, j, k = 1, 2, ... ,

де ∆ ∈ (0, γ − δ).
Далi методом математичної iндукцiї не-

складно встановлюються оцiнки:

|gjkν(t, τ, µ)− gjk,ν−1(t, τ, µ)| <
(
µMK

∆

)ν
×

×
(

2(γ − δ)
2(γ − δ)−∆

)ν−1

Kje
−(γ−δ−∆)|t−τ |,

j, k = 1, 2, ...; ν = 2, 3, ... .
Звiдси випливає, що умова

µMK · 2(γ − δ)
∆(2(γ − δ)−∆)

< 1

гарантує збiжнiсть процесу (28) до функцiй
gjk(t, τ, µ) (j, k = 1, 2, ...), що задовольняють
нерiвностi (25), де покладено:

Hj =

(
1 +

µMK

∆− 2(γ−δ)µMK
2(γ−δ)−∆

)
Kj, j = 1, 2, ... .

Теорему доведено.
Висновки. Таким чином, для злiчен-

ної лiнiйної майже трикутної системи дифе-
ренцiальних рiвнянь вигляду (23) встанов-
лено достатнi ознаки iснування матрицi Грi-
на, що задовольняє умови (2) – (5).
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