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ОЦIНКИ ПОХИБОК НАБЛИЖЕНЬ ДЛЯ БАГАТОВИМIРНОГО S -ДРОБУ
З НЕРIВНОЗНАЧНИМИ ЗМIННИМИ

У роботi розглядається багатовимiрне узагальнення S -дробу — багатовимiрний S -дрiб з
нерiвнозначними змiнними. Цей гiллястий ланцюговий дрiб з нерiвнозначними змiнними є
ефективним iнструментом для наближення функцiй багатьох змiнних, заданих формальними
кратними степеневими рядами. Дослiджено збiжнiсть багатовимiрного S -дробу з нерiвнозна-
чними змiнними та встановлено оцiнки похибок наближень для цього гiллястого ланцюгового
дробу з нерiвнозначними змiнними в деяких областях простору CN .

Ключовi слова: багатовимiрний S -дрiб з нерiвнозначними змiнними, збiжнiсть.

In this paper, we consider the multidimensional generalization of S -fraction, namely the mul-
tidimensional S -fraction with independent variables. This branched continued fraction with
independent variables is an efficient tool for the approximation of multivariable functions, whi-
ch are represented by formal multiple power series. We have investigated the convergence of
multidimensional S -fraction with independent variables and have established the truncation error
bounds for this branched continued fraction with independent variables in some domains of the
space CN .

Keywords: multidimensional S -fraction with independent variables, convergence.

1. Вступ. Для наближення спецiаль-
них функцiй багатьох змiнних використо-
вуються функцiональнi гiллястi ланцюговi
дроби з нерiвнозначними змiнними [2, 4]. У
роботах [1, 2, 5, 6, 7] встановлено ознаки збi-
жностi для цих гiллястих ланцюгових дро-
бiв з нерiвнозначними змiнними.

Нехай N — фiксоване натуральне число,

Ik = {i(k) : i(k) = (i1, i2, . . . , ik),

1 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, i0 = N}

— множини мультиiндексiв, k ≥ 1.

Гiллястий ланцюговий дрiб з нерiвнозна-
чними змiнними вигляду

N∑
i1=1

ai(1)zi1
1 +

i1∑
i2=1

ai(2)zi2
1 +

+

i2∑
i3=1

ai(3)zi3
1 +

· · · , (1)

де ai(k), i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, — додатнi дiйснi
сталi, z = (z1, z2, . . . , zN) ∈ CN , називається
багатовимiрним S -дробом з нерiвнозначни-
ми змiнними.

У цiй статтi доведено, що багатовимiрний
S -дрiб з нерiвнозначними змiнними збiгає-
ться в областi

⋃
α∈(−π/2,π/2)

(
Pα,r

⋂
Qα,r

)
, (2)

де

Pα,r =

=

{
z ∈ CN :

N∑
k=1

|zk| − Re(zke
−2iα)

cos2 α
<
r

2

}
,

Qα,r =

z ∈ CN :

√√√√r
N∑
k=1

|zk| < cosα×

×

1

2
+

√√√√1

4
− r

N∑
k=1

|zk| − Re(zke−2iα)

2 cos2 α

 ,

i встановлено оцiнки похибок наближень
для цього гiллястого ланцюгового дро-
бу з нерiвнозначними змiнними в областi
Pα,r

⋂
Qα,r для кожного α ∈ (−π/2, π/2).
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2. Основний результат. Нехай

G
(n)
i(k)(z) = 1 +

ik∑
ik+1=1

ai(k+1)zik+1

1 +

+

ik+1∑
ik+2=1

ai(k+2)zik+2

1 +
· · ·

+

in−1∑
in=1

ai(n)zin
1

,

де i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n − 1, n ≥ 2. То-
дi, очевидно, виконуються такi рекурентнi
спiввiдношення

G
(n)
i(k)(z) = 1 +

ik∑
ik+1=1

ai(k+1)zik+1

G
(n)
i(k+1)(z)

, (3)

де i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n− 1, n ≥ 2, i
G

(n)
i(n)(z) ≡ 1, i(n) ∈ In, n ≥ 1. Таким чином,

пiдхiднi дроби багатовимiрного S -дробу з
нерiвнозначними змiнними (1) запишемо у
виглядi

fn(z) =
N∑
i1=1

ai(1)zi1

G
(n)
i(1)(z)

, n ≥ 1.

Терема. Багатовимiрний S-дрiб з не-
рiвнозначними змiнними (1), де

ai(k) ≤ r, i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, (4)

де r — додатне дiйсне число, збiгається до
функцiї f(z) в областi (2) i для кожного z ∈
Pα,r

⋂
Qα,r виконуються такi оцiнки

|f(z)− fn(z)| ≤

≤

1

2
+

√√√√1

4
−

N∑
k=1

|zk| − Re(zke
−2iα)

2r−1 cos2 α

−2n

×

×cos−2n α

[
r

N∑
k=1

|zik |

]n+1

, n ≥ 1, (5)

для кожного α ∈ (−π/2, π/2).

Доведення. Нехай α — довiльне число
з iнтервалу (−π/2, π/2) i нехай z — довiльна
фiксована точка iз Pα,r

⋂
Qα,r. Оцiнимо мо-

дуль рiзницi пiдхiдних дробiв |fm(z)− fn(z)|
багатовимiрного S -дробу з нерiвнозначними
змiнними (1) при m > n ≥ 1.

Для цього розглянемо перiодичний непе-
рервний дрiб

1− c1(z)

1 −
c2(z)

1 −
c3(z)

1 −
· · · , (6)

де

cn(z) =
N∑
k=1

|zk| − Re(zke
−2iα)

2r−1 cos2 α
, n ≥ 1. (7)

Нехай

Q
(n)
k (z) = 1− ck+1(z)

1 −
ck+2(z)

1 −
· · ·
−
cn(z)

1
,

де 1 ≤ k ≤ n− 1, n ≥ 2. Тодi, очевидно, ви-
конуються такi рекурентнi спiввiдношення

Q
(n)
k (z) = 1− ck+1(z)

Q
(n)
k+1(z)

, (8)

де 1 ≤ k ≤ n − 1, n ≥ 2, i Q(n)
n (z) = 1,

n ≥ 1. Таким чином, для кожного n ≥ 1 пiд-
хiдний дрiб перiодичного неперервного дро-
бу (6) запишемо у виглядi

gn(z) = 1− c1(z)

Q
(n)
1 (z)

.

Нехай n— довiльне натуральне число. За
iндукцiєю за k покажемо правильнiсть та-
ких нерiвностей

Q
(n)
k (z) > 1/2, 1 ≤ k ≤ n. (9)

При k = n нерiвностi (9) очевиднi. При-
пустимо, що нерiвностi (9) виконуються для
k = p+ 1, де p ≤ n− 1. Тодi, iз спiввiдноше-
ння (8) при k = p маємо

Q(n)
p (z) = 1− cp+1(z)

Q
(n)
p+1(z)

>

> 1−
N∑
k=1

|zk| − Re(zke
−2iα)

r−1 cos2 α
>

1

2
.

Нехай тепер n — довiльне натуральне чи-
сло таке, що n ≥ 2. За iндукцiєю за k по-
кажемо, що для довiльного мультиiндексу
i(k) ∈ Ik виконуються такi нерiвностi

Re(G
(n)
i(k)(z)e−iα) ≥ cosα

[
1− ck+1(z)

1 −

−
ck+2(z)

1 −
· · ·
−
cn(z)

1

]
, (10)
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де 1 ≤ k ≤ n− 1.

У доведеннi леми 4.41 [8] при x ≥ c > 0 i
v2 ≤ 4u+ 4 показано, що

min
−∞<y<+∞

Re
u+ iv

x+ iy
= −
√
u2 + v2 − u

2x
. (11)

Використовуючи спiввiдношення (3), (4),
(9) i (11), при k = n− 1 маємо

Re(G
(n)
i(n−1)(z)e−iα) =

= Re

[
e−iα +

in−1∑
in=1

ai(n)zine
−2iα

G
(n)
i(n)(z)e−iα

]
≥

≥ cosα−
in−1∑
in=1

r(|zin| − Re(zine
−2iα))

2Re(G
(n)
i(n)(z)e−iα)

≥

≥ cosα

[
1− r

in−1∑
in=1

|zin| − Re(zine
−2iα)

2 cos2 α

]
≥

≥ cosα

[
1− cn(z)

1

]
.

Нехай нерiвностi (10) виконуються для k =
p+ 1, де p ≤ n− 2. Тодi, при k = p i довiль-
ному мультиiндексу i(p) ∈ Ip отримуємо

Re(G
(n)
i(p)(z)e−iα) ≥ cosα−

−r
ip∑

ip+1=1

|zip+1 | − Re(zip+1e
−2iα)

2Re(G
(n)
i(p+1)(z)e−iα)

≥

≥ cosα− r

2 cosα
×

×
ip∑

ip+1=1

|zip+1| − Re(zip+1e
−2iα)

1 −
cp+2(z)

1 −

−
cp+3(z)

1 −
· · ·
−
cn(z)

1
≥ cosα×

×
[
1− cp+1(z)

1 −
cp+2(z)

1 −
· · ·
−
cn(z)

1

]
.

Iз нерiвностей (9) випливає, що Q(n)
k (z) 6=

0 для всiх n ≥ 1 i 1 ≤ k ≤ n. Застосовуючи
метод, запропонований в роботi [3], знахо-
димо формулу рiзницi мiж двома пiдхiдни-
ми дробами gm(z) − gn(z) для перiодичного

неперервного дробу (6) для m > n ≥ 1

gm(z)− gn(z) =

−
n+1∏
r=1

cr(z)

n+1∏
r=1

Q(m)
r (z)

n∏
r=1

Q(n)
r (z)

.

Звiдси та iз спiввiдношень (7) i (9) при m >
n ≥ 1 маємо gm(z) < gn(z), тобто послiдов-
нiсть {gn(z)} монотонно спадає. На пiдста-
вi теореми 3.2 [8] перiодичний неперервний
дрiб (6) збiгається i його значення дорiвнює

1

2
+

√√√√1

4
−

N∑
k=1

|zk| − Re(zke
−2iα)

2r−1 cos2 α
.

Таким чином, iз нерiвностей (10) отримуємо

Re(G
(n)
i(k)(z)e−iα) ≥ cosα×

×

1

2
+

√√√√1

4
−

N∑
k=1

|zk| − Re(zke−2iα)

2r−1 cos2 α

 , (12)

де i(k) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n− 1, n ≥ 2.

Далi, iз нерiвностей (12) випливає, що
G

(n)
i(k)(z) 6= 0 для всiх n ≥ 1 i i(k) ∈ Ik,

1 ≤ k ≤ n. Знову, застосовуючи метод, за-
пропонований в роботi [3] i спiввiдношення
(3), знаходимо формулу рiзницi мiж дво-
ма пiдхiдними дробами fm(z) − fn(z) для
багатовимiрного S -дробу з нерiвнозначними
змiнними (1) при m > n ≥ 1

fm(z)− fn(z) =

=
N∑
i1=1

i1∑
i2=1

. . .

in∑
in+1=1

(−1)n
n+1∏
r=1

ai(r)zir

n+1∏
r=1

G
(m)
i(r)(z)

n∏
r=1

G
(n)
i(r)(z)

.

Нехай m, n i k — довiльнi натуральнi чи-
сла такi, що m > n ≥ 2 i k ≤ n− 1. Тодi,
використовуючи (4) i (12), для довiльного

58 ISSN 2309-4001. Буковинський математичний журнал. 2018. – Т. 6, № 1–2.



мультиiндексу i(k) ∈ Ik отримуємо∣∣∣∣∣ ai(k)zik

G
(m)
i(k)(z)G

(n)
i(k)(z)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ r|zik | cos−2(α)1

2
+

√√√√1

4
−

N∑
k=1

|zk| − Re(zke
−2iα)

2r−1 cos2 α

2 .

Тому, враховуючи, що

G
(k)
i(k)(z) = 1, i(k) ∈ Ik, k ≥ 1,

при m > n ≥ 1 маємо

|fm(z)− fn(z)| ≤

≤

1

2
+

√√√√1

4
−

N∑
k=1

|zk| − Re(zke
−2iα)

2r−1 cos2 α

−2n

×

× cos−2n α

[
r

N∑
k=1

|zik |

]n+1

. (13)

Тепер, прямуючи в нерiвностi (13) до гра-
ницi при m→∞, отримуємо оцiнки (5) для
кожного z ∈ Pα,r ∩Qα,r. З огляду на областi
Pα,r i Qα,r робимо висновок, що вираз в пра-
вiй частинi нерiвностi (13) прямує до нуля
при n → ∞ i, отже, багатовимiрний S-дрiб
з нерiвнозначними змiнними (1) збiгається
в областi Pα,r

⋂
Qα,r. Нарештi, iз довiльно-

стi α випливає, що багатовимiрний S-дрiб з
нерiвнозначними змiнними (1) збiгається в
областi (2).

Теорему доведено.

Зауважимо, що iз встановлених оцiнок
швидкостi збiжностi гiллястого ланцюгово-
го дробу в теоремах 4.1 i 4.2 [2] маємо оцiнки
похибок наближень для багатовимiрного S-
дробу з нерiвнозначними змiнними (1) вiд-
повiдно за умов

ai(k)|zik | ≤
t(1− t)
ik−1

i ai(k)|zik | ≤
t(1− t)
N

,

де i(k) ∈ Ik, k ≥ 1, t — дiйсна стала така, що
0 ≤ t ≤ 1/2. З огляду на це, робимо висно-
вок, що отриманий у роботi результат дає

нам оцiнки похибок наближень для багато-
вимiрного S-дробу з нерiвнозначними змiн-
ними (1) за iнших умов на елементи цього
гiллястого ланцюгового дробу з нерiвнозна-
чними змiнними, зокрема, за таких

−1

4
<

ik−1∑
ik=1

ai(k)zik < 1, i(k) ∈ Ik, k ≥ 1.

де z ∈ RN .
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