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IСНУВАННЯ ТА СТIЙКIСТЬ БIЖУЧИХ ХВИЛЬ У ПАРАБОЛIЧНИХ
СИСТЕМАХ IЗ МАЛОЮ ДИФУЗIЄЮ

Доведено iснування перiодичних розв’язкiв автономної параболiчної системи диференцi-
альних рiвнянь з малою дифузiєю на колi. Вивчено питання iснування та стiйкостi бiжучих
хвиль рiвняння брюсселятора iз малою дифузiєю.
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хвиля.

We prove the existence of periodic solutions in autonomous parabolic system of differential
equations with weak diffusion on the circle. We consider the problem of existence and stability
of traveling waves in the Brusselator equations with weak diffusion. We study the existence and
stability of an arbitrarily large finite number of cycles for a parabolic system with weak diffusion.
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Для диференцiальних рiвнянь з частин-
ними похiдними можуть виникати складнi
просторовi структури. У системах парабо-
лiчних рiвнянь iз малою дифузiєю дослi-
джено iснування як завгодно великої кiль-
костi циклiв (феномен буферностi). Динамi-
ка таких процесiв дослiджувалася у роботах
А.Ю. Колєсова, Ю.С. Колєсова, Є.Ф. Мi-
щенка, М.Х. Розова, В.А. Садовнiчого, А.М.
Самойленка, Є.П. Бєлана та iнших. Такi ма-
тематичнi моделi описують складнi фiзичнi
явища.

Питання стiйкостi та бiфуркацiї розв’яз-
кiв диференцiально-функцiональних рiв-
нянь, параболiчних та гiперболiчних систем
з перетвореним аргументом розглядалися,
зокрема, в [1 – 10]. У цiй статтi дослiджено
iснування та стiйкiсть як завгодно великого
скiнченного числа циклiв параболiчної си-
стеми iз малою дифузiєю та рiвняння брюс-
селятора iз малою дифузiєю. Подiбнi задачi
для диференцiальних рiвнянь з частинними
похiдними вивчалися, наприклад, у працях
[1, 10 – 12].

1. Бiжучi хвилi параболiчних рiв-
нянь iз малою дифузiєю. Дослiдимо бi-
фуркацiю як завгодно великої кiлькостi ци-
клiв параболiчних систем iз малою дифузi-

єю. Розглянемо систему

∂u1
∂t

= εγ
∂2u1
∂x2

− εδ
∂2u2
∂x2

− ω0u2 + ε(αu1−

−βu2) + (d0u1 − c0u2)(u
2
1 + u22),

∂u2
∂t

= εγ
∂2u2
∂x2

+ εδ
∂2u1
∂x2

+ ω0u1 + ε(αu2+

+βu1) + (d0u2 + c0u1)(u
2
1 + u22) (1)

з перiодичною умовою

u1(t, x+2π) = u1(t, x), u2(t, x+2π) = u2(t, x),
(2)

де ε – малий додатний параметр, ω0 > 0,
α > 0, γ > 0, d0 < 0.

Перейшовши до комплексних змiнних
u = u1 + iu2, ū = u1 − iu2, одержимо рiв-
няння
∂u

∂t
= iω0u+ ε

[
(γ + iδ)

∂2u

∂x2
+ (α + iβ)u

]
+

+(d0 + ic0)u
2u. (3)

Дослiдимо iснування i стiйкiсть хвильо-
вих розв’язкiв задачi (1), (2). Розв’язок рiв-
няння (3) будемо шукати у виглядi бiжучої
хвилi u = θ(y), y = σt + x, де функцiя θ(y)
має перiод 2π. Тодi одержимо рiвняння

σ
dθ

dy
= iω0θ + ε

[
(γ + iδ)

d2θ

dy2
+ (α + iβ)θ

]
+

+(d0 + ic0)θ
2θ.
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Це рiвняння замiною
dθ

dy
= θ1 зведемо до ви-

гляду

dθ

dy
= θ1, σθ1 = iω0θ + ε

[
(γ + iδ)

dθ1
dy

+

+(α + iβ)θ

]
+ (d0 + ic0)θ

2θ. (4)

Iнтегральний многовид системи (4) мо-
жна зобразити у виглядi

θ1 =
iω0

σ
θ + ε

[
α + iβ

σ
θ − ω2

0

σ3
(γ + iδ)θ

]
+

+
d0 + ic0

σ
θ2θ̄ + . . . .

Тут у лiнiйних доданках збережено члени
порядку O(ε), а в нелiнiйних – O(1). Рiвня-
ння на цьому многовидi набере вигляду

dθ

dy
=
iω0

σ
θ + ε

[
α + iβ

σ
θ − ω2

0

σ3
(γ + iδ)θ

]
+

+
d0 + ic0

σ
θ2θ̄ + . . . . (5)

Перейшовши у рiвняннi (5) до полярних
координат, θ = r exp(iφ), одержимо рiвнян-
ня

dr

dy
= ε

(α
σ
− γ

σ3
ω2
0

)
r +

d0
σ
r3. (6)

Нехай d0 < 0 i виконується нерiвнiсть
α >

γ

σ2
ω2
0. Тодi рiвняння (6) має стацiонар-

ний розв’язок

r =
√
εR0, R0 =

√(
α− γ

σ2
ω2
0

)
|d0|−1,

отже, перiодичний розв’язок рiвняння (5)

має вигляд θ =
√
εR0 exp

(
iω0

σ
y

)
+ O(ε).

Враховуючи, що функцiя θ має перiод 2π,
одержуємо σ =

ω0

n
+ O(ε), n = ±1,±2, . . ..

Отже, перiодичний розв’язок рiвняння (3)
має вигляд

un = un(t, x) =
√
εrn exp(i(χn(ε)t+

+nx)) +O(ε), (7)

де rn =
√

(α− n2γ) |d0|−1, χn(ε) = ω0 + εβ +
εc0r

2
n−εδn2, n ∈ Z. Тодi перiодичний розв’я-

зок задачi (1), (2) має вигляд

u1 =
√
εrn cos(χn(ε)t+ nx),

u2 =
√
εrn sin(χn(ε)t+ nx), n ∈ Z. (8)

Тому правильне наступне твердження.
Теорема 1. Нехай ω0 > 0, α > 0, γ > 0,

d0 < 0 i для деякого цiлого n виконується
нерiвнiсть α > γn2. Тодi знайдеться таке
ε0 > 0, що при 0 < ε < ε0 задача (1), (2) має
перiодичнi вiдносно t розв’язки (8).

2. Стiйкiсть перiодичних розв’язкiв.
Рiвняння у варiацiях в околi розв’язку (7)

рiвняння (3) має вигляд

∂v

∂t
= iω0v + ε

[
(γ + iδ)

∂2v

∂x2
+ (α + iβ)v

]
+

+ε(d0 + ic0)(2r
2
nv + w2

nv̄), (9)

де wn = rn exp(i(χn(ε)t + nx)), χn(ε) = ω0 +
εβ + εc0r

2
n − εδn2. Зробивши в рiвняннi (9)

замiну v = w exp(iχn(ε)t), одержимо

∂w

∂t
= ε

[
(γ + iδ)

∂2w

∂x2
+ (α + iδn2 + d0r

2
n)w+

+(d0 + ic0)r
2
n(w + w exp(2inx))

]
. (10)

Розв’язок рiвняння (10) будемо шукати у
вигляду ряду Фур’є в комплекснiй формi

w(t, x) =
∞∑

k=−∞

yk(t) exp(ikx),

w(t, x) =
∞∑

k=−∞

vk(t) exp(ikx). (11)

Пiдставляючи (11) в (10) i зрiвнюючи кое-
фiцiєнти при exp(ikx), одержимо рiвняння
вiдносно коефiцiєнтiв ряду Фур’є
dyk+n
dt

= ε[(α+ iδn2 + d0r
2
n)yk+n− (γ+ iδ)(k+

+n)2yk+n + (d0 + ic0)r
2
n(yk+n + vk−n)]. (12)

Аналогiчно пiдставляючи (11) у спряже-
не до (10) рiвняння, одержимо
dvk−n
dt

= ε[(α− iδn2+ d0r
2
n)vk−n− (γ− iδ)(k−
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−n)2vk−n + (d0 − ic0)r
2
n(vk−n + yk+n)]. (13)

Стiйкiсть хвильових розв’язкiв задачi (1),
(2) визначається стiйкiстю системи (12), (13)
з параметром k ∈ Z. У системi (12), (13)
зробимо замiну yk+n = zk+n exp(−2iεδkn),
vk−n = wk−n exp(−2iεδkn). Тодi отримаємо
лiнiйну систему з матрицею

εA =

(
εa11 εa12
εa21 εa22

)
.

Оскiльки сума дiагональних елементiв ма-
трицi A вiд’ємна, a = a11 + a22 < 0, то
для орбiтальної експоненцiальної стiйкостi
хвильового розв’язку un(t, x) необхiдно i до-
сить, щоб при k ̸= 0 виконувалась умова
a2c > f 2, де c = Re(det(A)), f = Im(det(A)),
f = 4γkn(c0r

2
n − δk2), тобто

(d0r
2
n − γk2)2(γ2k2 + δ2k2 − 2γd0r

2
n − 4γ2n2−

−2δc0r
2
n) > 4γ2n2(c0r

2
n − δk2)2, (14)

де r2n = (γn2 − α)/d0.
Теорема 2. Бiжучi хвилi un(t, x) задачi

(1), (2) експоненцiально орбiтально стiйкi
тодi i тiльки тодi, коли виконується умо-
ва (14) при всiх k ∈ Z\{0}.

Як приклад розглянемо рiвняння (1), в
якому δ = 0, β = 0, c0 = 0. Тодi з теореми
1 випливає, що при d0 < 0, γn2 < α iснує
перiодичний розв’язок

un =
√
ε(α− γn2)|d0|−1

(
cos(ω0t+ nx)
sin(ω0t+ nx)

)
.

Згiдно з теоремою 2 бiжучi хвилi un(t, x) екс-
поненцiально орбiтально стiйкi тодi i тiльки

тодi, коли n2 <
1

6γ
(γ + 2α).

3. Дослiдження загальної параболi-
чної системи iз малою дифузiєю. Роз-
глянемо систему

∂u

∂t
= εD

∂2u

∂x2
+ A0u+ εA1u+ F (u) (15)

з перiодичною умовою

u(t, x+ 2π) = u(t, x), (16)

де ε – малий додатний параметр, u ∈ R2,
функцiя F (u, v) чотири рази неперервно

диференцiйовна вiдносно своїх аргументiв,
F (0, 0) = 0, причому F має в нулi порядок
малостi вище першого, A0a = iω0a, ω0 > 0,
A∗

0b = −iω0b, тут a i b – власнi вектори ма-
триць A0 i A∗

0 вiдповiдно, для яких (a, b) = 1,
(ā, b) = 0, матриця A0 + εA1 має пару вла-
сних значень вигляду τ(ε)± iω(ε), τ(0) = 0,
τ ′(0) > 0, ω(0) = ω0, D = diag(d1, d2), d1 > 0,
d2 > 0.

У системi (15) зробимо замiну u = av+ āv̄
i домножимо обидвi частини злiва на матри-

цю
(
b̄1 b̄2
b1 b2

)
, та враховуючи, що (a, b) = 1,

(ā, b) = 0, де b =
(
b1
b2

)
, одержимо

∂v

∂t
= iω0v + εb∗D

∂2(av + āv̄)

∂x2
+ εb∗A1(av+

+āv̄) + b∗F (av + āv̄). (17)

Нехай

b∗F (av + āv̄) =
∑

2≤i+j≤3

fij
viv̄j

i!j!
+O(|v|4).

У рiвняннi (17) зробимо замiну

v = ξ +
∑

2≤i+j≤3

χijξ
iξ̄j,

де χ21 = 0, так, щоб звести його до нормаль-
ної форми

∂ξ

∂t
= iω0ξ + εb∗D

∂2(aξ + āξ̄)

∂x2
+ εb∗A1(aξ+

+āξ̄) + c1ξ|ξ|2 . . . . (18)

Тут у лiнiйних доданках збережено члени
порядку O(ε), а в нелiнiйних – O(1). При
цьому для c1 одержимо вираз

c1 =
i

2ω0

(
f20f11 − 2|f11|2 −

1

3
|f02|2

)
+
f21
2
.

Дослiдимо iснування i стiйкiсть хвильо-
вих розв’язкiв задачi (15), (16). Розв’язок
рiвняння (18) будемо шукати у виглядi бi-
жучої хвилi ξ = θ(y), y = σt+ x, де функцiя
θ(y) має перiод 2π. Тодi одержимо рiвняння

σ
dθ

dy
= iω0θ + ε

[
b∗D

d2(aθ + āθ̄)

dy2
+ b∗A1(aθ+
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+āθ̄)

]
+ (d0 + ic0)θ

2θ . . . , (19)

де c1 = d0 + ic0, {d0, c0} ⊂ R. Це рiвняння

замiною
dθ

dy
= θ1 зведемо до вигляду

dθ

dy
= θ1, σ

dθ

dy
= iω0θ + ε

[
b∗D

d(aθ1 + āθ̄1)

dy
+

+b∗A1(aθ + āθ̄)

]
+ (d0 + ic0)θ

2θ . . . . (20)

Iнтегральний многовид системи (20) можна
зобразити у виглядi

θ1 =
iω0

σ
θ +

ε

σ

[
b∗A1(aθ + āθ̄)− ω2

0

σ2
b∗D(aθ+

+āθ̄)

]
+
d0 + ic0

σ
θ2θ̄ + . . . .

Рiвняння на цьому многовидi набере вигля-
ду

dθ

dy
=
iω0

σ
θ +

ε

σ

[
b∗A1(aθ + āθ̄)− ω2

0

σ2
b∗D(aθ+

+āθ̄)

]
+
d0 + ic0

σ
θ2θ̄ + . . . .

У цьому рiвняннi зробимо замiну θ =

p exp

(
iω0

σ
y

)
i усереднимо одержане рiвнян-

ня вiдносно y [2]. Тодi одержимо автономне
рiвняння вигляду

dp

dy
=
ε

σ

[
(α + iβ)p− ω2

0

σ2
(γ + iδ)p

]
+

+
d0 + ic0

σ
p2p̄, (21)

де α+iβ = b∗A1a, γ+iδ = b∗Da, {α, β, γ, δ} ⊂
R. Оскiльки (a, b) = 1, (ā, b) = 0, то

γ = Re(b∗Da) =
1

2
(d1 + d2), α = τ ′(0) =

Re(A1a, b) > 0.
Перейшовши у рiвняннi (21) до полярних

координат, p = r exp(iφ), одержимо рiвнян-
ня

dr

dy
= ε

(α
σ
− γ

σ3
ω2
0

)
r +

d0
σ
r3. (22)

Нехай d0 < 0 i виконується нерiвнiсть α >
γ

σ2
ω2
0. Тодi рiвняння (22) має стацiонарний

розв’язок

r =
√
εR0, R0 =

√(
α− γ

σ2
ω2
0

)
|d0|−1,

отже, перiодичний розв’язок рiвняння (19)

має вигляд θ =
√
εR0 exp

(
iω0

σ
y

)
+ O(ε).

Враховуючи, що функцiя θ має перiод 2π,
одержуємо σ =

ω0

n
+ O(ε), n = ±1,±2, . . ..

Отже, перiодичний розв’язок рiвняння (18)
має вигляд

ξn = ξn(t, x) =
√
εrn exp(i(χn(ε)t+

+nx)) +O(ε), (23)

де rn =
√

(α− n2γ) |d0|−1, χn(ε) = ω0 + εβ +
εc0r

2
n−εδn2, n ∈ Z. Тодi перiодичний розв’я-

зок задачi (15), (16) має вигляд

u1 =
√
εrn cos(χn(ε)t+ nx) +O(ε), u2 =

=
√
εrn sin(χn(ε)t+ nx) +O(ε), n ∈ Z. (24)

Тому правильне наступне твердження.
Теорема 3. Нехай ω0 > 0, α > 0, γ > 0,

d0 < 0 i для деякого цiлого n виконується
нерiвнiсть α > γn2. Тодi знайдеться таке
ε0 > 0, що при 0 < ε < ε0 задача (15), (16)
має перiодичнi вiдносно t розв’язки (24).

Рiвняння у варiацiях в околi розв’язку
(23) рiвняння (18) має вигляд

∂ζ

∂t
= iω0ζ + ε

[
b∗D

∂2(aζ + āζ̄)

∂x2
+ b∗A1(aζ+

+āζ̄)

]
+ ε(d0 + ic0)(2r

2
nζ + w2

nζ̄), (25)

де wn = rn exp(i(χn(ε)t + nx)), χn(ε) = ω0 +
εβ + εc0r

2
n − εδn2.

Зробивши в рiвняннi (25) замiну ζ =
w exp(iχn(ε)t) i усереднивши одержане рiв-
няння вiдносно t, одержимо рiвняння вигля-
ду (10), де α + iβ = b∗A1a, γ + iδ = b∗Da,
{α, β, γ, δ} ⊂ R.

Використовуючи методику доведення те-
ореми 2, встановлюємо правильнiсть насту-
пного твердження.
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Теорема 4. Бiжучi хвилi un(t, x) задачi
(15), (16) експоненцiально орбiтально стiй-
кi тодi i тiльки тодi, коли виконується
умова (14) при всiх k ∈ Z\{0}.

Для дослiдження коливань брюсселятора
iз малою дифузiєю розглянемо систему

∂u1
∂t

= A− (B + 1)u1 + u21u2 + εd1
∂2u1
∂x2

,

∂u1
∂t

= Bu1 − u21u2 + εd2
∂2u2
∂x2

(26)

з перiодичною умовою

u1(t, x+2π) = u1(t, x), u2(t, x+2π) = u2(t, x),

де B = 1 + A2 + ε, d1 > 0, d2 > 0, ε – малий
додатний параметр.

У системi (26) зробимо замiну u1 = y1+A,
u2 = y2 + B/A i одержану систему зведемо
до вигляду (17), де

b∗F (av + āv̄) =
1

4

(
1

A
− A

)
(v + v̄)2+

+
i

2

(
v2 − v̄2

)
− 1

8
(v + v̄)3 +

+
i

8A
(v + v̄)2 (v − v̄) +O(ε),

a1 = A, a2 = i− A, b1 =
i+ A

2iA
, b2 =

1

2i
.

Оскiльки f11 =
1

2

(
1

A
− A

)
, f02 = f11 − i,

f20 = f11 + i, f21 =
1

4

(
−3 +

i

A

)
, то згiдно з

бiфуркацiйними формулами знаходимо

c1 =
i

2A

(
f20f11 − 2|f11|2 −

1

3
|f02|2

)
+

+
f21
2

= −

{
1

4A2
+

1

8
+

+i

[
1

6A

(
1

A
− A

)2

+
1

24A

]}
.

Крiм того, γ =
1

2
(d1 + d2), α =

1

2
.

Отже, якщо 1 > (d1 + d2)n
2, то згi-

дно з теоремою 3 перiодичний розв’язок си-
стеми (26) можна записати у вилядi u1 =

A + z1, u2 =
B

A
− z1 − 1

A
z2, де z1 +

iz2 =
√
εrn exp(i(At + nx)) + O(ε), r2n =

4A2

A2 + 2

(
1− (d1 + d2)n

2
)
, n ∈ Z. Умови стiй-

костi можна одержати iз нерiвностi (14).
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