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НАРIЗНО НЕПЕРЕРВНI ПРОМIЖНI ФУНКЦIЇ I ХРЕСТ-ТОПОЛОГIЯ

Введено поняття нарiзної пари Гана (g, h) на добутку X × Y топологiчних просторiв i
знайдено умови iснування промiжної нарiзно неперервної функцiї f : X × Y → R для кожної
такої пари.
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We introduce the notion of separate Hahn’s pair (g, h) on the productX×Y of topological spaces
and find the conditions of existance of intermediate separately continuous function f : X ×Y → R
for each of these pairs.

Keywords: separately continuous functions, approcsimation, Hahn theorem, plus-topology.

Вступ. Класична теорема Гана про про-
мiжну функцiю [1] твердить, що для метри-
чного простору X i напiвнеперервних вiдпо-
вiдно зверху i знизу функцiй g : X → R
i h : X → R, таких, що g(x) ≤ h(x) на
X, iснує неперервна функцiя f : X → R,
для якої g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) на X. Пару
(g, h) напiвнеперервних вiдповiдно зверху i
знизу функцiй g, h : X → R на топологiчно-
му просторi X, таких, що g(x) ≤ h(x) на X
ми називаємо [2] парою Гана на X. Функцiя
f : X → R, для якої g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) на
X, називається промiжною для пари (g, h).

Ця теорема Гана у XX столiттi дiстала
значний розвиток. Пiсля того як Ж. Д’є-
донне [3] перенiс її на випадок паракомпа-
ктного простору X, Г. Тонґ [4,5] та М. Кате-
тов [6,7] встановили, що для довiльного T1-
простору X iснування промiжної неперерв-
ної функцiї f : X → R для кожної пари Га-
на (g, h) на X є характеристичною ознакою
нормальностi простору X. Це твердження
ми називатимемо теоремою Гана-Д‘єдонне-
Тонґа-Катетова.

В останнiй час з’явилися новi аналоги
та модифiкацiї теореми Гана про промiжну
функцiю. Так, у працi [8] було встановле-
но, що для кожної пари Гана (g, h) на вiд-
рiзку [a, b], в якiй функцiї g i h зростають,
iснує промiжна зростаюча неперервна фун-
кцiя. В роботi [9] дослiджувалося питання
про iснування промiжної афiнної функцiї
f : X → R на векторному просторi X для

опуклих вiдповiдно вгору i вниз функцiй g i
h на X. Нарештi, в статтi [2] вивчалося пи-
тання про iснування на промiжках числової
прямої промiжних кусково лiнiйних чи не-
скiнченно диференцiйовних функцiй, що за-
довольняють певнi додатковi умови.

Аналогiчно до пари Гана можна ввести
поняття нарiзної пари Гана (g, h), в якiй
g : X × Y → R — нарiзно напiвнеперерв-
на зверху функцiя, а h — знизу, причому
g(p) ≤ h(p) на X×Y . Виникає природне пи-
тання: за яких умов на простори X i Y для
кожної нарiзної пари Гана (g, h) iснує така
нарiзно неперервна функцiя f : X × Y → R,
що g(p) ≤ f(p) ≤ h(p) на X × Y . Тут
ми даємо повну вiдповiдь на це питання,
з‘ясувавши, що для цього необхiдно i доста-
тньо, щоб добуток X×Y , надiлений так зва-
ною хрест-топологiєю, був нормальним. Ми
наводимо також приклад нормального добу-
тку з хрест-топологiєю.

Хрест-топологiя.
Нехай X i Y — топологiчнi простори.

Множина W ⊆ X × Y називається нарi-
зно вiдкритою, якщо для кожної точки p =
(x, y) ∈ W iснують околи U та V точок x та
y у просторах X та Y вiдповiдно, такi, що
({x} × V ) ∪ (U × {y}) ⊆ W . Легко перевi-
рити, що система C, що складається з нарi-
зно вiдкритих множин, утворює топологiю
на добутку X × Y , яка називається хрест-
топологiєю на X × Y .

Ми використовуємо звичнi позначення:
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C(X, Y ) — простiр всiх неперервних фун-
кцiй f : X → Y i CC(X × Y, Z) — простiр
нарiзно неперервних функцiй f : X×Y → Z.
Ми позначаємо також C(X) = C(X,R) i
CC(X × Y,R) = CC(X × Y ) для числової
прямої R.

Лема 1. Нехай X, Y i Z — топологiчнi
простори, C — хрест-топологiя на добутку
X×Y i Q = (X×Y, C). Тодi CC(X×Y, Z) =
C(Q,Z).

Доведення. ⊆). Нехай f ∈ CC(X × Y, Z).
Розглянемо вiдкриту множину W у просто-
рi Z, i доведемо, що f−1(W ) — вiдкрита
в Q. Нехай p0 = (x0, y0) ∈ f−1(W ). Тодi
z0 = f(p0) = fx0(y0) = fy0(x0) ∈ W . Оскiль-
ки fx0 та fy0 — неперервнi i W — вiдкри-
тий окiл точки z0 в Z, то iснують окiл U
точки x0 в X та окiл V точки y0 в Y та-
кi, що fx0(V ) ⊆ W i fy0(U) ⊆ W . Отже,
f(({x0}×V )∪(U×{y0})) = fx0(V )∪fy0(U) ⊆
W , а звiдси ({x0}×V )∪(U×{y0}) ⊆ f−1(W ).
Таким чином, маємо, що f−1(W ) ∈ C, отже,
f ∈ C(Q,Z).

⊇). Розглянемо f ∈ C(Q,Z) та p0 =
(x0, y0) ∈ X × Y . Нехай W — вiдкритий
окiл точки z0 = f(x0, y0) в Z. Тодi, оскiль-
ки f−1(W ) ∈ C i p0 ∈ f−1(W ), то iсну-
ють околи U точки x0 в X та V точки y0
в Y , такi, що ({x0} × V ) ∪ (U × {y0}) ⊆
f−1(W ). Звiдси маємо, що fx0(V )∪ fy0(U) =
f(({x0} × V ) ∪ (U × {y0})) ⊆ W . Таким чи-
ном, fx0(V ) ⊆ W i fy0(U) ⊆ W , що дає нам
неперервнiсть fx0 в точцi y0 та fy0 в точцi
x0, отже, f ∈ CC(X × Y, Z).

Напiвнеперервнi функцiї.
Лема 2. Нехай T u /T l/ — топологiя

на R, що складається з множин (−∞, c)
/(c,+∞)/, де −∞ ≤ c ≤ +∞, а Cu(X)
/C l(X)/ — простiр усiх напiвнеперервних
зверху /знизу/ функцiй f : X → R. Тодi
Cu(X) = C(X,Ru) /C l(X) = C(X,Rl)/, де
Ru = (R, T u) /Rl = (R, T l)/.

Доведення. ⊆) Нехай f ∈ Cu(X). Роз-
глянемо c ∈ R, i доведемо, що множина
E(f < c) = f−1((−∞, c)) вiдкрита в X. Не-
хай x0 ∈ E(f < c), тобто f(x0) < c. З напiв-
неперервностi зверху функцiї f легко виве-
сти, що iснує окiл U точки x0 в X, такий, що
для довiльного x ∈ U виконується f(x) < c.

Отже, E(f < c) мiстить окiл кожної своєї то-
чки, а значить, є вiдкритою множиною для
кожного c ∈ R. Таким чином, f ∈ C(X,Rl).

⊇) Нехай f ∈ C(X,Ru), x0 ∈ X, y0 =
f(x0) i ε > 0. Оскiльки множина U =
f−1((−∞, y0 + ε)) вiдкрита в X i x0 ∈ U ,
то U — це окiл точки x0 в X. При цьому
f(x) < f(x0) + ε для кожного x ∈ U , отже
функцiя f напiвнеперервна зверху в точцi
x0.

Введемо наступнi позначення: CuCu(X ×
Y ) — простiр усiх нарiзно напiвнеперервних
зверху функцiй f : X × Y → R, C lC l(X ×
Y ) — простiр усiх нарiзно напiвнеперервних
знизу функцiй f : X × Y → R, Cu(T ) —
це простiр напiвнеперервних зверху функцiй
f : T → R, C l(T ) — це простiр напiвнепе-
рервних знизу функцiй f : T → R.

Лема 3. Для довiльних топологiчних
просторiв X та Y маємо, що CuCu(X×Y ) =
Cu(Q) i C lC l(X × Y ) = C l(Q).

Доведення. Нехай f ∈ CuCu(X × Y ),
x ∈ X i y ∈ Y . Оскiльки fx ∈ Cu(Y ) i
fy ∈ Cu(X), то за лемою 2 fx ∈ C(Y,Ru)
i fy ∈ Cu(X,Ru), звiдки випливає, що fy ∈
C(X,Ru). Таким чином, врахувавши ще й
лему 1, маємо: f ∈ CC(X × Y,Ru) =
C(Q,Ru) = Cu(Q). Доведення в iнший бiк
аналогiчне.

Промiжна нарiзно неперервна фун-
кцiя.

Пару (g, h) напiвнеперервних вiдповiдно
зверху i знизу функцiй g, h : X → R на топо-
логiчному просторiX, таких, що g(x) ≤ h(x)
на X ми називаємо парою Гана на X. Па-
ру (g, h) функцiй g ∈ CuCu(X × Y ), h ∈
C lC l(X × Y ) на добутку X × Y , таких, що
g(p) ≤ h(p) на X×Y ми називаємо нарiзною
парою Гана на X × Y .

Лема 4. Пара (g, h) функцiй на добутку
X × Y є нарiзною парою Гана тодi i тiль-
ки тодi, коли вона є парою Гана на просторi
Q = (X × Y, ).

Доведення. Одразу випливає з леми 3,
оскiльки g ∈ CuCu(X × Y ) = Cu(Q) та
h ∈ C lC l(X × Y ) = C l(Q)

Лема 5. Нехай X, Y — T1-простори, C —
хрест-топологiя. Тодi Q = (X × Y, C) — T1-
простiр.
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Доведення. Доведемо, що одноточктова
множина {p}, p = (x, y) ∈ Q, є замкненою.
Нехай q = (u, v) ∈ Q i q ̸= p. Тодi x ̸= u
або y ̸= v. Припустимо, що x ̸= u. Тодi iснує
вiдкритий окiл U точки u, такий, що x /∈ U .
Зрозумiло, що W = U × Y — це вiдкритий
окiл точки q в Q, такий, що p /∈ W . Отже,
{p} — замкнена.

Теорема 1. НехайX та Y — T1-простори.
Тодi кожна нарiзна пара Гана (g, h) на добу-
тку X × Y має промiжну нарiзно неперерв-
ну функцiю тодi i тiльки тодi, коли простiр
Q = (X × Y, C) є нормальним.

Доведення. За лемою 5 маємо, що про-
стiр Q = (X × Y, C) — T1-простiр, за лемою
4 маємо, що кожна нарiзна пара Гана (g, h)
є парою Гана на Q i навпаки. Таким чином,
у випадку нормального простору Q, за тео-
ремою Гана-Д‘єдонне-Катетова-Тонґа, iснує
промiжна для пари Гана (g, h) неперервна
функцiя f , та навпаки, з iснування промi-
жної неперервної функцiї для кожної пари
Гана випливає нормальнiсть простору Q.

Приклад нормальної хрест топологiї
на добутку.

Теорема 2. Нехай T та S — дискретнi
простори, X = αT = T ∪ {∞}, та Y = αS =
S ∪ {∞} — компактифiкацiї Александровва
цих просторiв, C — хрест-топологiя на X ×
Y i Q = (X × Y, C). Тодi Q — нормальний
топологiчний простiр.

Доведення. Нехай A i B — замкненi мно-
жини в Q i A∩B = Ø. Доведемо, що iснують
вiдкритi в Q множини U i V , такi, що A ⊆ U ,
B ⊆ V i U ∩ V = Ø.

Позначимо w = (∞,∞). Розглянемо ви-
падок, коли w ∈ A. МножинаH = Q\B — це
вiдкритий окiл точки w в Q. Тому iснують
такi скiнченнi пiдмножини T0 = {t1, ..., tn}
i S0 = {s1, ..., sm} множин S i T вiдповiд-
но, що для їх доповнень X0 = X \ T0 та
Y0 = Y \ S0 виконується включення ({∞} ×
Y0) ∪ (X0 × {∞}) ⊆ H. Для t ∈ T i s ∈ S
покладемо pt = (t,∞) i qs = (∞, s). Роз-
глянемо множини T1 = {t ∈ T0 : pt ∈ A},
S1 = {s ∈ S0 : qs ∈ A}, X1 = X0 ∪ T1,
Y1 = Y0 ∪ S1, T2 = {t ∈ T0 : pt ∈ B} i
S2 = {s ∈ S0 : qs ∈ B}. За побудовою
({∞}× Y1) ∪ (X1 × {∞}) ⊆ H, адже A ⊆ H.

Для довiльних точок t ∈ X1 i s ∈ Y1 iснують
такi вiдкритi околи Vt i Us точки ∞ у про-
сторах Y i X вiдповiдно, що {t} × Vt ⊆ H,
Us × {s} ⊆ H, Vt ∩ S2 = Ø i Us ∩ T2 = Ø. По-
кладемо U ′ =

∪
t∈X1

{t}×Vt, U ′′ =
∪
s∈Y1

{s}×Us,

U ′′′ = A∩ (T × S) i U = U ′ ∪U ′′ ∪U ′′′. Легко
перевiрити, що множина U вiдкрита в Q i
A ⊆ U ⊆ H.

Оскiльки множина G = Q \ A вiдкрита в
Q i (T2×{∞})∪({∞}×S2) ⊆ G, бо B∩A = Ø,
то для довiльних t ∈ T2 i s ∈ S2 iснують
такi вiдкритi у просторах Y i X околи Ṽt
i Ũt точки ∞ вiдповiдно, що виконуються
включення V ′ =

∪
t∈T2

{t} × Ṽt ⊆ G i V ′′ =∪
s∈S2

{s} × Ũs ⊆ G. Множини V ′ i V ′′ будуть

вiдкритими в Q, як i множина V ′′′ = B∩(T×
S), а з ними i множина V = V ′ ∪ V ′′ ∪ V ′′′.
При цьому B ⊆ V . Доведемо, що U ∩ V =
Ø. По перше, U ′ ∩ V ′ i U ′′ ∩ V ′′ = Ø, адже
X1∩T2 = Ø i Y1∩S2 = Ø. Далi, U ′′′∩V ′′′ = Ø,
бо A∩B = Ø, а U ′′′ ⊆ A i V ′′′ ⊆ B. Крiм того,
U ′ ∩ V ′′ = Ø, бо Vt ∩ S2 = Ø при t ∈ X1, так
само V ′ ∩U ′′ = Ø, бо T2 ∩Us = Ø при s ∈ Y1.
Нарештi, (U ′ ∪ U ′′) ∩ V ′′′ = Ø, бо U ′ ∩ U ′′ ⊆
H = Q \ B, а V ′′′ ⊆ B. Подiбно до цього
(V ′ ∪ V ′′)∩U ′′′ = Ø, бо V ′ ∩ V ′′ ⊆ G = Q \A,
а U ′′′ ⊆ A. Таким чином, множини U i V
шуканi.

У випадку w ∈ B множини A i B мiняю-
ться мiсцями. Нарештi, нехай w /∈ A∪B. То-
дi iснують такi скiнченнi пiдмножини T0 =
{t1, ..., tn} i S0 = {s1, ..., sn} множин T i S вiд-
повiдно, що ({∞}×Y0)∪(X0×{∞})∩A∪B =
Ø, де X0 = X \ T0 i Y0 = Y \ S0. Розгляне-
мо множини T1 = {t ∈ T0 : pt = (t,∞) ∈
A}, T2 = {t ∈ T0 : pt = (t,∞) ∈ B},
S1 = {s ∈ S0 : qs = (s,∞) ∈ A} i S2 =
{s ∈ S0 : qs = (s,∞) ∈ B}. Для кожного
t ∈ T1 iснує такий вiдкритий окiл Vt точки
∞ у просторi Y , що {t} × Vt ⊆ H = Q \ B
i Vt ∩ S = Ø. А для кожного s ∈ S1 iснує
такий вiдкритий окiл Us точки ∞ у просто-
рi X, що Us × {s} ⊆ H i Us ∩ T2 = Ø. Так
само будуються вiдкритi околи Ũs i Ṽt то-
чки ∞ у просторах X i Y вiдповiдно, що
{t} × Ṽt ⊆ G = Q \ A, Ũs × {s} ⊆ G,
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Ṽt∩S1 = Ø i Ũs∩T1 = Ø для довiльних t ∈ T2
i s ∈ S2. Легко перевiрити, що множини U =

(
∪
t∈T1

({t}×Vt))∪ (
∪
s∈S1

Us×{s})∪ (A∩ (T ×S))

та V = (
∪
t∈T2

({t}× Ṽt))∪ (
∪
s∈S2

Ũs×{s})∪ (B ∩

(T × S)) будуть шуканими.
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