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Запропоновано алгоритм знаходження розв’язку багатоточкової за часовою змiнною
односторонньої крайової задачi для параболiчного рiвняння другого порядку. Коефiцiєнти
рiвняння i крайових умов вироджуються i мають степеневi особливостi за часовою i про-
сторовими змiнними довiльного порядку на деякiй множинi точок. Встановлено iснування i
єдинiсть розв’язку поставленої задачi в гельдерових просторах зi степеневою вагою. Поря-
док степеневої ваги залежить вiд величини ососбливостей коефiцiєнтiв рiвняння i крайових
умов. У видiлених гельдерових просторах встановлено оцiнки похiдних розв’язкiв поставленої
задачi.
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The algorithm for finding solution a multipoint in time variable of a one-sided boundary value
problem for a second order parabolic equation is offered. The coefficients of the equation and the
boundary conditions are degenerate and have power singularities in time and space variables of
arbitrary order on a certain set of points. Existence and uniqueness of the solution of the problem
in Hölder spaces with power weight are established. The order of power degree depends on the
magnitude of features of the coefficients of the equation and boundary conditions. In the allocated
Hölder spaces estimations of derivatives of solution of the problem are established.

Keywords: boundary condition, solution of the problem, interpolation inequalities, norm.

Дослiдження нелокальних крайових за-
дач для рiзних типiв диференцiальних рiв-
нянь i систем рiвнянь iз частинними похi-
дними та встановлення умов їхньої коре-
ктної розв’язностi є одним iз важливих на-
прямкiв розвитку сучасної теорiї рiвнянь з
частинними похiдними. Цi задачi пов’язу-
ють значення шуканих розв’язкiв у рiзних
межових чи внутрiшнiх точках розглядува-
ної областi. Математичне моделювання ба-
гатьох задач механiки, фiзики i теорiї керу-
вання приводить до вивчення систем нерiв-
ностей з частинними похiдними [1-4].

У працi [5] розглядається застосування
принципу максимуму для лiнiйних елiптико-
параболiчних рiвнянь другого порядку з не-
вiд’ємною характеристичною формою, кое-
фiцiєнти якої мають степеневi особливостi
обмеженого порядку на межi областi. Мето-
дом бар’єрних функцiй встановленi апрiор-
нi оцiнки i строгий принцип максимуму. У
[6] побудовано теорiю класичних розв’язкiв
задачi Кошi i крайових задач для рiвномiр-
но параболiчних рiвнянь, якi мають степене-

вi особливостi у коефiцiєнтах при молодших
похiдних. За допомогою спецiальних фун-
кцiональних просторiв у працi [7] для па-
раболiчних рiвнянь з невiд’ємною квадра-
тичною формою, яка вироджується на ме-
жi областi, встановлено розв’язнiсть першої
крайової задачi.

Дослiдженню коректної розв’язностi кра-
йових задач з нелокальною умовою за часо-
вою змiнною для параболiчних рiвнянь 2-го
порядку, якi вироджуються на межi обла-
стi за сукупнiстю змiнних, присвячено працi
[8,11].

У цiй статтi розглядається одностороння
крайова задача з багатоточковими умовами
за часовою змiнною для лiнiйного параболi-
чного рiвняння iз степеневими особливостя-
ми довiльного порядку в коефiцiєнтах рiвня-
ння i крайових умов за будь-якими змiнни-
ми на деякiй множинi точок. Доведено iсну-
вання єдиного розв’язку поставленої задачi
та встановлено оцiнки його похiдних у гель-
дерових просторах зi степеневою вагою.

Постановка задачi i основний ре-
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зультат. Нехай η, t0, t1, ..., tN , tN+1 – фiксо-
ванi додатнi числа, D – обмежена область
в Rn з межею ∂D. Позначимо через Q(0) =

{(t, x)|t = η, x ∈ D}, Q(k) = [tk, tk+1) × D,
k ∈ {0, 1, ..., N}.

В областi Q = [t0, tN+1) × D розглянемо
задачу знаходження функцiї u(x, t), яка за-
довольняє при t ̸= tλ, (t, x) ̸∈ Q(0) рiвняння

(Lu)(t, x) ≡
[
∂t −

n∑
i,j=1

Aij(t, x)∂xixj+

+
n∑
i=1

Ai(t, x)∂xi + A(t, x)
]
u(t, x) = f(t, x),

(1)
умови за змiнною t

u(tk + 0, x) = φk(x), (2)

i крайовi умови

lim
x−→z∈∂D

(Bu− g)(t, x) ≡

≡ lim
x−→z∈∂D

[ n∑
i=1

bi(t, x)
∂u

∂xi
+ b0(t, x)u−

−g(t, x)
]
≥ 0,

lim
x−→z∈∂D

u(t, x) ≥ 0,

lim
x−→z∈∂D

[u(Bu− g)](t, x) = 0. (3)

Степеневi особливостi коефiцiєнтiв рiв-
няння (1) i крайових умов (3) у точцi
P (t, x) ∈ Q\Q(0) характеризуватимуть фун-
кцiї ρ1(β

(1)
i , t), ρ2(β

(2)
i , x): ρ1(β

(1)
i , t) = |t −

η|β
(1)
i при |t − η| ≤ 1, ρ1(β

(1)
i , t) = 1 при

|t − η| ≥ 1; ρ2(β
(2)
i , x) = ψβ

(2)
i (x) при ψ(x) ≤

1, ρ2(β
(2)
i , x) = 1 при ψ(x) ≥ 1, ψ(x) =

inf
z∈∂D

|x − z|, β(ν)
i ∈ (−∞,∞), ν ∈ {1, 2},

β(ν) = (β
(ν)
1 , . . . , β

(ν)
n ), β = (β(1), β(2)).

Означимо простори, в яких вивчає-
ться задача (1)–(3). Позначимо через l,
q(ν), γ(ν), µ

(ν)
j , δ(ν) – дiйснi числа, j ∈

{0, 1, . . . , n}, [l] – цiла частина числа l,
{l} = l− [l], P (t, x), P1(t

(1), x(1)), P2(t
(2), x(1)),

Ri(t
(2), x(2)) – довiльнi точки iз Q(k), i ∈

{1, 2, . . . , n}, x(1) = (x
(1)
1 , . . . , x

(1)
i , . . . , x

(1)
n ),

x(2) = (x
(1)
1 , . . . , x

(1)
i−1, x

(2)
i , x

(1)
i+1 . . . , x

(1)
n ).

Позначимо через H l(γ; β; q;Q) множину
функцiй u, якi мають неперервнi похiднi в
Q \Q(0) при t ̸= tλ вигляду ∂mt ∂rx, 2m+ |r| ≤
[l], для яких скiнченна норма

||u; γ; β; 0;Q||0 = sup
k
{sup
Q

(k)

|u|} ≡ ||u;Q||0,

||u; γ; β; q;Q||l =

= sup
k

{ ∑
2m+|r|≤[l]

||u; γ; β; q;Q(k)||2m+|r|+

+⟨u; γ; β; q;Q(k)⟩l
}
≡ sup

k

{ ∑
2m+|r|≤[l]

×

× sup
P∈Q(k)

[ρ1(q
(1) + (2m+ |r|)γ(1), t)

ρ2(q
(2) + 2mγ(2), x)|∂mt ∂rxu(P )|×

×
n∏
i=1

ρ1(riβ
(1)
i , t)ρ2(ri(γ

(2) − β
(2)
i ), x)]

}
+

+sup
k

∑
2m+|r|=[l]

×

×
{ n∑
ν=1

[ sup
(P2Rν)⊂Q

(k)

[ρ1(q
(1) + lγ(1), t(2))×

×ρ2(q(2) + 2mγ(2), x̃)
n∏
i=1

ρ1(−riβ(1)
i , t(2))×

×ρ2(ri(γ(2)−β(2)
i ), x̃)|∂mt ∂rxu(P2)−∂mt ∂rxu(Rν)|×

×|x(1)ν − x(2)ν |−{l}ρ1(−{l}β(1)
ν , t(2))×

×ρ2({l}(γ(2) − β(2)
ν ), x̃)]+

+ sup
(P1P2)⊂Q

(k)

[ρ1(q
(1) + lγ(1), t̃)×

×ρ2(q(2) + (2m+ {l})γ(2), x(1))×

×
n∏
i=1

ρ1(−riβ(1)
i , t̃)×

×ρ2(ri(γ(2) − β
(2)
i ), x(1))|t(1) − t(2)|−{ l

2
}×

×|∂mt ∂rxu(P1)− ∂mt ∂
r
xu(P2)| ]

}
,
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де |r| = r1 + · · · + rn, ρ1(q, t̃) =
min(ρ1(q, t

(1)), ρ2(q, t
(2))), ρ2(q, x̃) =

min(ρ2(q, x
(1)), ρ2(q, x

(2))).
Позначимо через Γ1 множину точок ме-

жi Γ = [t0, tN+1) × ∂D, у яких виконується
умова

lim
x−→z∈∂D

u(t, x) = 0. (4)

Тодi з крайових умов (3) випливає, що в
точках(t, x) межi Γ2 = Γ\Γ1 буде виконува-
тись умова

lim
x−→z∈∂D

(Bu− g)(t, x) = 0. (5)

Щодо задачi (1)–(3) вважаємо виконани-
ми умови:

а) для довiльного вектора ξ = (ξ1, . . . , ξn),
∀(t, x) ∈ Q\Q(0) виконується нерiвнiсть

π1|ξ|2 ≤
n∑
i=1

ρ1(β
(1)
i , t)ρ1(β

(1)
j , t)×

×ρ2(β(2)
i , x)ρ2(β

(2)
j , x)Aij(t, x)ξiξj ≤ π2|ξ|2,

(6)
π1, π2 – фiксованi додатнi сталi та
ρ1(µ

(1)
i , t)ρ2(µ

(2)
i , x)Ai ∈ Hα(γ; β; 0;Q),

ρ1(µ
(1)
0 , t)ρ2(µ

(2)
0 , x)A0 ∈ Hα(γ; β; 0;Q),

A0 ≥ −a, a > 0, ρ1(δ
(1), t),

ρ2(δ
(2), x)b0 ∈ H1+α(γ; β; 0;Q),

ρ1(β
(1)
i , t)ρ1(β

(1)
j , t)ρ2(β

(2)
i , x)ρ2(β

(2)
j , x)Aij ∈

Hα(γ; β; 0;Q), ρ1(β
(1)
i , t)ρ2(β

(2)
i , x)bi ∈

H1+α(γ; β; 0;Q), вектори
−→
b (s) =

{b(s)1 , . . . , b
(s)
n }, b

(s)
i = ρ1(β

(1)
i , t)ρ2(β

(2)
i , x)bi

i −→e = {e1, . . . , en}, ei = bi(
n∑
i=1

b2i )
− 1

2 утворю-

ють з напрямком зовнiшньої нормалi −→n до
∂D в точцi P (t, x) ∈ Γ(2) кут менший за π

2
,

Γ = [t0, tN+1) × ∂D, b0(t, x)
∣∣∣
Γ
> 0, γ(ν) =

max{max
i

(1+β
(ν)
i ),max

i
(µ

(ν)
i −β(ν)

i ),
µ
(ν)
0

2
, δ(ν)};

б) f ∈ Hα(γ; β;µ0;Q), φk ∈
H2+α(γ̃; β̃; 0;Q ∩ (t = tk)), γ̃ = (0, γ(1)),
β̃ = (0, β(2)), g ∈ H1+α(γ; β; δ;Q);

в) У точках (tk, z) ∈ Γ1 виконується
умова φ0(t0, z) = 0, φk(t0, z) = 0; у то-
чках (tk, z) ∈ Γ2 виконуються умови (Bφk −
g)(tk, z) = 0, k ∈ {0, 1, . . . , N}.

Правильна така теорема.
Теорема 1. Нехай для задачi (1)–(3)

виконанi умови а), в). Тодi iснує єди-
ний розв’язок задачi (1)–(3) iз просто-
ру H2+α(γ; β; 0;Q) i для нього справедлива
оцiнка

||u; γ; β; 0;Q||2+α ≤ c sup
k
(||f ; γ; β;µ0;Q

(k)||α+

+||g; γ; β; δ;Q(k)||1+α+

+||φk; γ̃; β̃; 0;Q ∩ (t = tk)||2+α), (7)

k ∈ {0, 1, . . . , N}.
Для дослiдження задачi (1)–(3) встанови-

мо спочатку коректну розв’язнiсть крайових
задач з гладкими коефiцiєнтами. З множи-
ни одержаних розв’язкiв видiлимо збiжну
послiдовнiсть, граничне значення якої буде
розв’язком задачi (1)–(3).

Оцiнка розв’язкiв крайових задач з
гладкими коефiцiєнтами.

Нехай Q
(k)
m = Q(k) ∩ {(t, x) ∈ Q(k) |

r1(1, t) ≥ m−1
1 , r2(1, x) ≥ m−1

2 }, m =
(m1,m2), m1 > 1, m2 > 1 – послiдовностi
областей, якi при m1 −→ ∞, m2 −→ ∞ збi-
гаються до Q(k).

Розглянемо в областi Q задачу знахо-
дження функцiй um(t, x), якi задовольняють
при t ̸= tλ рiвняння

(L1um)(t, x) ≡
[
∂t −

n∑
ij=1

aij(t, x)∂xixj+

+
n∑
i=1

ai(t, x)∂xi + a(t, x)
]
um(t, x) =

= fm(t, x), (8)

умови за змiнною t

um(tk + 0, x) = φ
(m)
k (tk, x), (9)

i крайовi умови

lim
x−→z∈∂D

(B1um − gm)(t, x) ≡

≡ lim
x−→z∈∂D

[ n∑
i=1

hi(t, x)∂xium + h0(t, x)um−
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−gm(t, x)
]
≥ 0,

lim
x−→z∈∂D

um(t, x) ≥ 0,

lim
x−→z∈∂D

[um(B1um − gm)](t, x) = 0. (10)

Коефiцiєнти aij, ai, a, hi, h0, функцiї fm,
φ
(m)
k , gm в областях Q

(k)
m спiвпадають з Aij,

Ai, A, bi, b0, f , φk, g, вiдповiдно, а в областях
Q(k)\Q(k)

m є неперервним продовженням кое-
фiцiєнтiв Aij, Ai, A, bi, b0, функцiй f , φk, g,
iз областей Q(k)

m в областi Q(k)\Q(k)
m iз збере-

женням гладкостi i норми [10, стор. 82].
Для розв’язкiв задачi (8)–(10) правильна

теорема.
Теорема 2. Нехай u

(k)
m (t, x) – класичний

розв’язок задачi (8)–(10) в областi Q(k) i ви-
конанi умови а), в). Тодi для розв’язку зада-
чi (8)–(10) в областi Q правильна оцiнка

|um(t, x)| ≤ sup
k

|u(k)m (t, x)| ≤

≤ sup
k
(||fma−1;Q(k)||0+

+||φ(m)
k ;Q ∩ (t = tk)||0 + ||gm;Q(k)||0). (11)

Доведення нерiвностi (11) проводиться за
методикою доведення теорем 2.1 i 2.2 iз [9 ст
22-26], тобто аналiзуються всi можливi зна-
чення додатного максимуму i вiд’ємного мi-
нiмуму розв’язку u(k)m (t, x) в областi Q(k).

Знайдемо оцiнку розв’язку задачi (8)–
(10). У просторi C2+α(Π) введемо нор-
му ∥u, γ; β; q;Q∥l, еквiвалентну при ко-
жному m гельдеровiй нормi, яка визна-
чається так само, як ∥u; γ; β; q;Q∥l, тiль-
ки замiсть функцiй ρ1(β

(1)
i , t), ρ2(β

(2)
i , x)

беремо d1(β
(1)
i , t), d2(β

(2)
i , x): d1(β

(1)
i , t) =

max(ρ1(β
(1)
i , t),m

−β(1)
i

1 ) при β
(1)
i ≥ 0 i

d1(β
(1)
i , t) = min(ρ1(β

(1)
i , t),m

−β(1)
i

1 ) при β(1)
i <

0; d2(β
(2)
i , x) = max(ρ2(β

(2)
i , x),m

−β(2)
i

2 ) при

β
(2)
i ≥ 0 i d2(β

(2)
i , x) = min(ρ2(β

(2)
i , x),m

−β(2)
i

2 )

при β(2)
i < 0.

Для розв’язку задачi (8) – (10) правильна
теорема.

Теорема 3. Якщо виконанi умови а) – в),
то для розв’язку задачi (8) – (10) в областi
Q правильна оцiнка

||um; γ; β; 0;Q||2+α ≤

≤ c sup
k
(||fm; γ; β;µ0;Q

(k)||α+

+||φ(m)
k ; γ̃; β̃; 0;Q ∩ (t = tk)||2+α+

+||gm; γ; β; δ;Q(k)||1+α) (12)

Доведення. Використовуючи iнтерпо-
ляцiйнi нерiвностi iз [10,12] та означення
норми, маємо

||um; γ; β; 0;Q(k)||2+α ≤ (1 + εα)×

×⟨um; γ; β; 0;Q(k)⟩2+α + (ε)||um;Q(k)||0,
де ε – довiльне дiйсне число iз (0,1). Тому до-
сить оцiнити пiвнорму ⟨um; γ; β; 0;Q(k)⟩2+α.
Iз означення пiвнорми випливає iснування в
Π(k) точок P (k)

1 , P
(k)
2 , R

(k)
i , для яких виконує-

ться одна iз нерiвностей

1

2
||um; γ; β; 0;Q(k)||2+α ≤ Eµ, µ ∈ {1, 2},

(13)
де

E1 =
∑

2j+|r|=2

n∑
ν=1

d1((2 + α)γ(1), t(1))×

×
n∏
i=1

d1(−riβ(1)
i , t(1))d2(ri(γ

(2) − β
(2)
i ), x̃)×

×d2((2j + α)γ(2), x̃)d1(−αβ(1)
ν , t(1))×

×d2(−αβ(2)
ν , x̃)|x(1)ν − x(2)ν |−α×

×|∂jt ∂rxu(P
(k)
2 )− ∂jt ∂

r
xu(R

(k)
ν )|,

E2 =
∑

2j+|r|=2

d1((2 + α)γ(1), t̃)×

×
n∏
i=1

d1(−riβ(1)
i , t̃)×

×d2(ri(γ(2) − β
(2)
i ), x(2))|t(1) − t(2)|−

α
2 ×

×|∂jt ∂rxu(P
(k)
1 )− ∂jt ∂

r
xu(P

(k)
2 )|×
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×d2((2j + α)γ(2), x(2)).

d1(a, t̃) = min(d1(a, t
(1)), d1(a, t

(2))),
d2(a, x̃) = min(d2(a, x

(1)), d2(a, x
(2))).

Якщо |x(1)ν − x
(2)
ν | ≥ εn−1

4
d1(γ

(1) −
β
(1)
ν , t(1))d2(γ

(2) − β
(2)
ν , x̃) ≡ T1, то

E1 ≤ 2ε−α1 ∥um; γ; β; 0;Q(k)∥2. (14)

Якщо |t(1) − t(2)| ≥
d1(2γ

(1), t̃)d2(2γ
(2), x(2)) ε1

16
≡ T2, то

E2 ≤ 2ε−α1 ∥um; γ; β; 0;Q(k)∥2. (15)

Застосовуючи iнтерполяцiйнi нерiвностi
до (14), (15), знаходимо

Eδ ≤ εα∥um; γ; β; 0;Q(k)∥2+α+c(ε)∥um;Q(k)∥0.
(16)

Нехай |x(1)ν − x
(2)
ν | ≤ T1 i |t(1) − t(2)| ≤

T2. Будемо вважати, що d1(2γ
(1), t̃) ≡

d1(2γ
(1), t(1)), d2(2γ

(2), x̃) ≡ d2(2γ
(2), x(2)),

(t(1), x(2)) ∈ Q(k), (t(1), x(2)) ∈ Π(k). В областi
Π(k) запишемо задачу (8) – (9) у виглядi

(L1um) ≡ [∂t −
n∑

ij=1

aij(t
(1), x(2))∂xi∂xj ]um =

=
n∑

ij=1

[aij(t, x)− aij(t
(1), x(2))]∂xi∂xjum−

−
n∑
i=1

(ai(t, x)∂xium − a0(t, x)um+

+fm(t, x) ≡ Fm(t, x;um) + fm(t, x), (17)

um(tk + 0, x) = ψ(k)
m (tk, x), (18)

де ψ(0)
m (t0, x) = φ

(0)
m (x), x ∈ Rn;

ψ
(k)
m (tk, x) = [1+b

(m)
k (x)]um(tk−0, x)+φ

(m)
k (x),

x ∈ Π(k)∩(t = tk), k ∈ {1, 2, . . . , N}. inf |x(2)ν −
zν | ≥ 2T2. В областi Q(k) розглянемо задачу

(L2um)(t, x) ≡

≡ [∂t −
n∑

ij=1

aij(t
(1), x(2))∂xi∂xj ]um(t, x) =

=
n∑

ij=1

[aij(t, x)− aij(t
(1), x(2))]∂xi∂xjum−

−
n∑
i=1

(ai(t, x)∂xium − a(t, x)um+

+fm(t, x) ≡ Fm(t, x;um) + fm(t, x), (19)

um(tk + 0, x) = φ
(m)
k (tk + 0, x) (20)

Нехай Vε2 – область iз Q(k), Vε2 = {(t, x) ∈
Q(k), |t − t(1)| ≤ ε22T2, |xi − x

(2)
i | ≤ ε2T1},

i ∈ {1, 2, . . . , n}. В задачi (19), (20) ви-
конаємо замiну um(t, x) = vm(t, y), yi =

d1(β
(1)
i , t(1))d2(β

(2)
i , x(2))xi. В результатi одер-

жимо

(L2vm)(t, y) ≡
[
∂t −

n∑
ij=1

aij(t
(1), x(2))×

×d1(β(1)
i , t(1))d1(β

(1)
j , t(1))d2(β

(2)
i , x(2))×

×d2(β(2)
j , x(2))∂yi∂yj

]
vm =

= Fm(t, ỹ; vm) + fm(t, ỹ), (21)

vm(tk + 0, y) = φ
(m)
k (tk; ỹ), (22)

де ỹ = (d1(−β(1)
1 , t(1))d2(−β(2)

1 , x(2))x1, . . . ,

d1(−β(1)
n , t(1))d2(−β(2)

n , x(2))xn).
Позначимо через y

(2)
i =

d1(β
(1)
i , t(1))d2(β

(2)
i , x(2))x

(2)
i , W

(k)
ε2 =

{(t, y), |t − t(1)| ≤ ε22T2, |yi − y
(2)
i | ≤ ε2T

1/2
2 } i

вiзьмемо тричi диференцiйовану функцiю
µ(t, y), яка задовольняє такi умови

µ(t, y) =


1, (t, y) ∈ W

(k)
1/2, 0 ≤ µ(t, y) ≤ 1;

0, (t, y) ̸∈ W
(k)
3/4, |∂

j
t ∂

r
xµ| ≤

≤ cjrd1(−2jγ(1), t(1))×
×

n∏
i=1

d2(−riγ(2), x(2)).

Тодi функцiя Zm(t, y) = vm(t, y)µ(t, y) бу-
де розв’язком задачi Кошi

(L2Zm)(t, y) =
n∑

i,j=1

aij(t
(1), x(2))d1(β

(1)
i , t(1))×

×d1(β(1)
j , t(1))d2(β

(2)
i , x(2))d2(β

(2)
j , x(2))×

×[∂yiµ∂yjvm + ∂yjµ∂yivm]+

+vm

[ n∑
i,j=1

aij(t
(1), x(2))d1(β

(1)
i , t(1))×
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×d1(β(1)
j , t(1))d2(β

(2)
j , x(2))d2(β

(2)
i , x(2))×

×∂yi∂yjµ− ∂tµ
]
+ µ[Fm + fm] ≡ F (1)

m + µfm,

(23)
Zm(tk + 0, y) = φ

(m)
k (tk, ỹ)µ(tk, y). (24)

На пiдставi теореми 5.1 iз [9, стор.364] для
розв’язку задачi (23), (24) справедливi не-
рiвностi

|y(1) − y(2)|−α×

×|∂jt ∂ryZm(t, y(1))− ∂jt ∂
r
yZm(t, y

(2))| ≤

≤ c(∥F (1)
m + µfm∥Cα(W

(k)
3/4

)
+

+∥µψ(k)
m ∥

C2+α(W
(k)
3/4

∩(t=tk))
) ≡ Bm, (25)

|t(1) − t(2)|−α/2|∂jt ∂ryZm(t(1), y)−

−∂jt ∂ryZm(t(2), y)| ≤ c1Bm,

де {(t, y(1)), (t, y(2)), (t(1), y), (t(2), y)} ⊂ W
(k)
1/4,

2j + |r| = 2.
Враховуючи властивостi функцiї µ(t, y),

знаходимо

∥F (1)
m +µfm∥Cα(W

(k)
3/4

)
≤ c2d1(−(2+α)γ(1), t(1))×

×d2(−(2 + α)γ(2), x(2))(∥vm; γ; 0; 0;W (k)
3/4∥2+

+∥vm;W (k)
3/4∥0 + ∥fm; γ; 0; 2γ;W (k)

3/4∥α+

+∥Fm; γ; 0; 2γ;W (k)
3/4∥α), (26)

∥µφ(m)
k ∥

C2+α(W
(k)
3/4

∩{(t=tk)})
≤

≤ c3d1(−(2+α)γ(1), t(1))d2(−(2+α)γ(2), x(2))×

×∥φ(m)
k ; γ̃; 0; 0;W

(k)
3/4 ∩ {(t = tk)}∥2+α. (27)

Пiдставляючи (26), (27) у (25) та повер-
таючись до змiнних (t, x), отримаємо

Eδ ≤ c4(∥Fm; γ, β; 2γ;V (k)
3/4∥α+

+∥fm; γ, β; 2γ;V (k)
3/4∥α + ∥um;V (k)

3/4∥0+

+∥um; γ; β; 0;V (k)
3/4∥2+

+∥φ(m)
k ; γ̃; β̃; 0;V

(k)
3/4 ∩ {(t = tk)}∥2+α). (28)

Враховуючи iнтерполяцiйнi нерiвностi i
оцiнки норми кожного доданка виразiв Fm,
φ
(m)
k , отримаємо нерiвностi

Eδ ≤ c(εα1 (n+2)+n2ε2)∥um; γ, β; 0;V (k)
3/4 |2+α+

+c5∥um;V (k)
3/4∥0 + c6(∥fm; γ, β;µ0;V

(k)
3/4∥α+

+∥φ(m)
k ; γ̃; β̃; 0;V

(k)
3/4 ∩ {(t = tk)}∥2+α). (29)

Розглянемо випадок inf |x(2)ν − zν | ≤ 2T2,
z ∈ ∂D, ν ∈ {1, . . . , n}. Вважаємо для про-
стоти ν = n. Нехай K(P ) – куля радiуса R0,
R0 ≥ 4(T2n + T1), з центром в деякiй то-
чцi P ⊂ Γ(k), яка мiстить точки P

(k)
1 , P (k)

2 ,
R

(k)
ν . Використовуючи обмеження на глад-

кiсть межi ∂D, можна розпрямити ∂D ∩
K(P ) за допомогою взаємно однозначного
перетворення x = η(ξ) iз [10, стор. 126].
В результатi такого перетворення область
Q(k) ∩ K(P ) перейде в область D2, для то-
чок якої ξn ≥ 0.

Вважаємо, що um(t, x), P
(k)
1 , P (k)

2 , R(k)
ν ,

d2(γ, x
(2)) при цьому перетвореннi перехо-

дить вiдповiдно в vm(t, ξ), M1, M2, Zi,
d̃2(γ, ξ

(2)). Позначимо коефiцiєнти диферен-
цiальних виразiв L1, B1 в областi D2 через
ãi,j(t, ξ), ãi(t, ξ), ã0(t, ξ), h̃k(t, ξ), h̃0(t, ξ). Тодi
vm(t, ξ) буде розв’язком задачi

[∂t −
n∑

ij=1

ãi,j(t
(1), ξ(2))∂ξiξj ]vm(t, ξ) =

=
n∑

ij=1

[ãi,j(t, ξ)− ãi,j(t
(1), ξ(2))]∂ξiξjvm−

−
n∑
i=1

ãi(t, ξ)∂ξivm − ã0(t, ξ)vm + fm(t, η(ξ)) ≡

≡ F (2)
m (t, ξ; vm) + f (1)

m (t, ξ) (30)

vm(tk + 0, ξ) = φ
(m)
k (tk, η(ξ)), (31)

vm(t, ξ) |ξn=0≥ 0,

B1vm |ξn=0=
n∑
i=1

h̃i(t
(1), ξ(2))

∂vm
∂yi

|ξn=0≥

≥
n∑
i=1

([h̃i(t
(1), ξ(2))− hi(t, ξ)]

∂vm
∂yi

−
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h̃0(t, ξ)vm + gm(t, η(ξ))) |ξn=0≡ Gm(t, ξ) |ξn=0

(32)
В задачi (30) – (32) зробимо за-

мiну vm(t, ξ) = Vm(t, z), де zi =

d1(β
(1)
i , t(1))d̃2(β

(2)
i , ξ(2))ξi. Область визна-

чення Vm(t, z) проходить через Π(k). Тодi
Vm(t, z) буде розв’язком задачi

(L3Vm) ≡
[
∂t −

n∑
i,j=1

d1(β
(1)
i , t(1))d1(β

(1)
j , t(1))×

×d̃2(β(2)
i , ξ(2))d2(β

(2)
i , ξ(2))∂zi∂zj

]
Vm(t, z) =

= F (2)
m (t, Z, Vm) + f (1)

m (t, z), (33)

Vm(tk + 0, Z) = Φ
(m)
k (tk, η(z)), (34)

Vm|zn=0 ≥ 0,

B2Vm|zn=0 ≥
[ n∑
i=1

h̃i(t
(1), ξ(2))d1(β

(1)
i , t(1))×

×d2(β(2)
i , ξ(2))

∂Vm
∂zi

]∣∣∣
zn=0

≥ Gm(t, z)|zn=0,

[Vm(B2Vm −G)(t, z)]|zn=0 = 0. (35)

де Z = {d1(−β(1)
1 , t(1))d̃2(−β(2)

1 , ξ(2))z1, . . . ,

d1(−β(1)
n , t(1))d̃2(−β(2)

n , ξ(2))zn}.
Позначимо через z

(2)
i =

d1(−β(1)
i , t(1))d̃2(−β(2)

i , ξ(2))ξ
(1)
i , Π

(k)
µ =

{(t, z) ∈ Π(k) | |t − t(1)| ≤ µT1, |zi − z
(1)
i | ≤

µ
√
T1, i ∈ {1, . . . , n}} i вiзьмемо тричi дифе-

ренцiйовну функцiю η(t, z), яка задовольняє
умови

η(t, z) =


1, (t, z) ∈ Π

(k)
1/2, 0 ≤ η(t, z) ≤ 1;

0, (t, z) ̸∈ Π
(k)
3/4, |∂lt∂rzη(t, z)| ≤

≤ clrd1(−(2k + |r|)γ(1), t(1))×
×d̃2(−(2k + |r|)γ(2), ξ(2)).

Тодi функцiяWm(t, z) = Vm(t, z)η(t, z) бу-
де розв’язком крайової задачi

(L3Wm)(t, z) =
n∑

i,j=1

d1(β
(1)
i , t(1))d1(β

(1)
j , t(1))×

×d̃2(β(2)
i , ξ)d̃2(β

(2)
j , ξ)×

×[∂ziη∂zjVm + ∂zjη∂ziVm + Vm∂zi∂zjη]−

−Vm∂tη + η(F (2)
m + f (1)

m ) ≡ F (3)
m (t, z), (36)

wm(tk + 0, z) = φ
(m)
k η = Φm(z), (37)

Wm|zn=0 ≥ 0,

B2Wm|zn=0 ≥
[ n∑
i=1

Vmh̃i(t
(1), ξ(2))×

×d1(β(1)
i , t(1))d̃2(β

(2)
i , ξ(2))

∂η

∂zi
−

−Gm(t, z)
]∣∣∣
zn=0

≥ G(1)
m (t, z)|zn=0, (38)

[Wm(B2Wm −G(1)
m )(t, z)]|zn=0 = 0.

Можливi два випадки: iснують точки ме-
жi Π(k)∩{zn = 0}, у яких виконується умова

(B2Wm −G(1)
m )|zn=0 = 0, (39)

або таких точок не iснує, тобто

(B2Wm −G(1)
m )|zn=0 > 0,

тодi з крайової умови (38) маємо

Wm|zn=0 = 0. (40)

Нехай виконується умова (39), тодi вста-
новимо оцiнку для розв’язкiв задачi (36),
(37), (39). Коефiцiєнти рiвняння (34) i кра-
йової умови (39) згiдно з накладеними умо-
вами обмеженi сталими, незалежними вiд
точки (t(1), ξ(2)). Тому, використовуючи те-
орему 6.1 [9, стор. 314], для довiльних точок
{M3,M4} ⊂ Π

(k)
3/4 правильна нерiвнiсть

d−α(M3,M4)|∂st ∂ryVm(M3)− ∂st ∂
r
yVm(M4)| ≤

≤ c(∥F (1)
m ∥

Cα(Π
(k)
3/4

)
+ ∥Φm∥C2+α(Π

(k)
3/4

∩{t=tk})
+

+∥G(1)
m ∥

C1+α(Π
(k)
3/4

)
), (41)

2s+|r| = 2, d(M3,M4) – параболiчна вiдстань
мiж M3 i M4.

Враховуючи властивостi функцiї ψ(t, y),
знаходимо оцiнки норм виразiв F (1)

m , Φm, Πm:

∥F (1)
m ∥

Cα(Π
(k)
3/4

)
≤ cd1(−(2 + α)γ(1), t(1))×

×d̃2(−(2 + α)γ(2), ξ(1))(∥fm; γ; 0; 2γ; Π(k)
3/4∥α+

+∥Vm; Π(k)
3/4∥0 + ∥Vm; γ; 0; 0; Π(k)

3/4∥2), (42)
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∥Φm∥C2+α(Π
(k)
3/4

∩(t=tk))
≤ cd1(−(2+α)γ(1), t(1))×

×d̃2(−(2 + α)γ(2), ξ(1))×

×∥φ(k)
m ; γ̃; 0; 0; Π

(k)
3/4 ∩ (t = tk)∥2+α, (43)

∥G(1)
m ∥

C1+α(Π
(k)
3/4

)
≤ cd1(−(2 + α)γ(1), t(1))×

×d̃2(−(2 + α)γ(2), ξ(1))(∥Gm; γ; 0; γ; Π
(k)
3/4∥α+

+∥vm; Π(k)
3/4∥0 + ∥vm; γ; 0; 0; Π(k)

3/4∥2). (44)

Iз визначення простору H l(γ; β; q;Q) ви-
пливає виконання нерiвностей

c1∥vm; γ; 0; 0; Π(k)
3/4∥l ≤ ∥vm; γ; β; 0;D2∥l ≤

≤ c2∥Vm; γ; 0; 0; Π(k)
3/4∥l.

Пiдставляючи (42) – (44) у (41) i поверта-
ючись до змiнних (t, x), одержимо нерiвностi

Eµ ≤ (εα(n+2)+ε1Cn
2)∥um; γ; β; 0;Q(k)∥2+α+

+c(∥um;Q(k)∥0 + ∥fm; γ; β; 2γ;Q(k)∥α+
+∥gm; γ; β; γ;Q(k)∥1+α+

+∥φ(m)
k ; γ̃; β̃; 0;Q(k) ∩ (t = tk)∥2+α). (45)

Якщо виконана умова (40), то дослiджу-
ємо задачу (36), (37), (38). Коефiцiєнти рiв-
няння (36) обмеженi сталими, незалежними
вiд точки (t(1), ξ(2)). Тому, використовуючи
теорему 6.2 [9 стор. 368] враховуючи вла-
стивостi функцiї η(t, z) i умови а), б), маємо
нерiвностi

Eµ ≤ (εα(n+2)+ε1Cn
2)∥um; γ; β; 0;Q(k)∥2+α+

+c(∥um;Q(k)∥0 + ∥fm; γ; β; 2γ;Q(k)∥α+

+∥φ(m)
k ; γ̃; β̃; 0;Q(k) ∩ (t = tk)∥2+α). (46)

Скориставшись нерiвностями (13), (15),
(16), (45), (46) i вибравши ε, ε1 досить ма-
лими, отримаємо оцiнку (12).

Доведення теореми 1. Оскiльки

∥fm; γ; β;µ0;Q
(k)∥α ≤ c∥f ; γ; β;µ0;Q

(k)∥α,

∥gm; γ; β; δ;Q(k)∥1+α ≤ c∥g; γ; β; δ;Q(k)∥1+α,

∥φ(m)
k ; γ̃; β̃; 0; Π(k) ∩ (t = tk)∥2+α ≤

≤ c∥φk; γ̃; β̃; 0; Π(k) ∩ (t = tk)∥2+α,
то, враховуючи оцiнку (12), для розв’язкiв
задачi (8) – (10) справджується оцiнка

||um; γ; β; 0;Q(k)||2+α ≤

≤ c

{
||f ; γ; β;µ0;Q

(k)||1+α+

+||φk; γ̃; β̃; 0;Q(k) ∩ (t = tk)||2+α+

+||g; γ; β; δ;Q(k)||1+α

}
, (47)

права частина якої не залежить вiд
m = (m1,m2). Крiм того, послi-
довностi {u(0)m } ≡ {um}, {u(1)m } ≡
{d1(γ(1), t)d2(γ(2) − β

(2)
i , x)∂xium(t, x)},

{u(2)m } ≡ {d1(2γ(1), t)d2(γ(2) −
β
(2)
i , x)d2(γ

(2) − β
(2)
j , x)∂xi∂xjum}, {u(3)m } =

{d1(2γ(1), t)d2(2γ(2), x)∂tum(t, x)} рiвномiр-
но обмеженi i рiвностепенно неперервнi
в Q

(k). За теоремою Арчела iснують пiд-
послiдовностi {u(ν)m̃k

}, рiвномiрно збiжнi

в Q
(k) до {u(ν)0 }, ν ∈ {0, 1, 2, 3}. Пе-

реходячи до границi при m1k −→ ∞,
m2k −→ ∞ в задачi (8) – (10), одержимо, що
u(t, x) = u

(0)
0 (t, x) єдиний розв’язок задачi

(1) – (3), u ∈ H2+α(γ; β; 0;Q) i правильна
оцiнка (7).
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