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ОСЛАБЛЕННЯ НЕПЕРЕРВНОСТI ТА ЗЛIЧЕННА КРАТНIСТЬ
ВIДОБРАЖЕНЬ

Розглядаються ослаблення неперервностi та вiдображення злiченної кратностi для деякої
множини значень всюди другої категорiї в образi у випадку повних сепарабельних незлi-
ченних просторiв. Встановлюється наявнiсть квазiнеперервностi у оберненого вiдображення.
Доводиться, що коли виключити деяку множину першої категорiї, то iснує щiльна множина
точок локального гомеоморфiзму в доповненнi простору.
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Weakening of continuity and mappings of countable multiplicity for a value set of the second
category in image are considered in the case of complete separable uncountable spaces. The exi-
stence of quasicontinuity for the inverse mapping is proved. It is shown that if a set of the first
category is excluded there exists a dence set of local homeomorphism points on the complement
of space.
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1. Вступ. Дослiдження властивостей
аналогiв неперервностi посiдають гiдне мi-
сце в працях багатьох математикiв. За
останнi десятилiття у цьому напрямi ваго-
мий внесок зробила Чернiвецька математи-
чна школа завдяки глибоким результатам,
отриманим у працях В.К. Маслюченка та
його учнiв [1-5].

Серед неперервних вiдображень особли-
ву увагу математикiв привертали злiченно-
кратнi вiдображення. Працi М.М. Лузiна,
П.С. Александрова та Ю.Ю. Трохимчука
заклали основу для подальших дослiджень
з цiєї тематики [6-8].

У цiй статтi розглядаються деякi осла-
блення неперервностi та встановлюється на-
явнiсть квазiнеперервностi у оберненого вiд-
ображення. Розглядається токож для пов-
них метричних просторiв вiдображення злi-
ченної кратностi для деякої множини зна-
чень всюди другої категорiї в образi. При
цьому доводиться, що якщо у певних випад-
ках послабленої неперервностi знехтувати
деякою множиною першої категорiї в про-
сторi, то iснує щiльна множина точок ло-
кального гомеоморфiзму.

2. Основнi поняття. Нехай f : X → Y –
вiдображення топологiчних просторiв X i
Y , C(f) – множина точок неперервностi.
Прообраз f−1(y) кожної точки y ∈ Y на-
звемо рiвнем вiдображення f (ця множи-
на, можливо, порожня). Якщо будь-який рi-
вень вiдображення f−1(y) є не бiльше нiж
злiченною множиною, то f будемо назива-
ти вiдображенням злiченної кратностi або
злiченнократним, а самi рiвнi – злiченни-
ми. Точка x0 ∈ X називається точкою вза-
ємної однозначностi вiдображення f , якщо
f−1f(x0) = x0 [8]. Точка x простору X нази-
вається точкою локального гомеоморфiзму
f , якщо iснує окiл U ⊆ X точки x, такий,
що звуження вiдображення на цей окiл f |U
є гомеоморфiзмом [7].

Позначимо замикання та внутрiшнiсть
довiльної множини A ⊆ X вiдповiдно через
A i IntA. Множина A ⊆ X називається ре-
гулярно вiдкритою, регулярно напiввiдкри-
тою чи напiввiдкритою, якщо вiдповiдно ви-
конуються A = IntA, IntA ⊆ A ⊆ IntA або
A ⊆ IntA [9].

Множина A в метричному сепарабельно-
му просторi X називається нульвимiрною,
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якщо її вимiрнiсть dimA = 0. Будь-яка нуль-
вимiрна множина мiститься в деякiй нуль-
вимiрнiй Gδ-множинi [10].

Надалi потрiбнi наступнi означення [5].
Вiдображення f називається:

• квазiнеперервним у точцi x ∈ X, якщо
для будь-яких околiв V точки f(x) в Y
i U точки x в X iснує вiдкрита непоро-
жня множина G в X, така, що G ⊆ U i
f(G) ⊆ V ;

• ледь неперервним у точцi x ∈ X, якщо
Intf−1(V ) ̸= ∅ для кожного околу V
точки f(x) в Y ;

• майже квазiнеперервним у точцi x ∈ X,
якщо для будь-яких околiв V i U точок
f(x) i x вiдповiдно в Y та X iснує мно-
жина A в X, така, що IntA ̸= ∅, A ⊆ U
i f(A) ⊆ V .

Вiдображення f : X → Y є квазiнепе-
рервним, ледь неперервним чи майже ква-
зiнеперервним, якщо воно є таким у кожнiй
точцi x ∈ X.

Буде потрiбна добре вiдома характерiза-
цiя квазiнеперервностi [2]:

(1) вiдображення f : X → Y мiж тополо-
гiчними просторами X та Y є квазiне-
перервним тодi i тiльки тодi, коли для
кожної вiдкритої непорожньої множи-
ни U в X та щiльної в U множини E
маємо, що f(U) ⊆ f(E).

При дослiдженнi злiченнократних
B-вимiрних вiдображень [11] та точково
розривних вiдображень зi значеннями в
регулярних просторах [12] були отриманi
такi результати:

(2) якщо f – злiченнократне B-вимiрне
вiдображення повного сепарабельного
нульвимiрного незлiченного простору
X, то iснує множина першої категорiїD
в X, така, що множина точок локально-
го гомеоморфiзму звуження вiдображе-
ння f |X\D на доповнення X \ D всюди
щiльна в X \D;

(3) для топологiчного простору X, регу-
лярного простору Y та точково розрив-
ного вiдображення f : X → Y умови
квазiнеперервностi i майже квазiнепе-
рервностi рiвносильнi.

Потрiбнi також наступнi послабленi умо-
ви неперервностi вiдображення f : X → Y
[9]:

(i) для кожної напiввiдкритої множини
V ⊆ Y її прообраз f−1(V ) є напiввiд-
критою множиною в просторi X;

(ii) для кожної регулярно напiввiдкритої
множини V ⊆ Y її прообраз f−1(V ) –
напiввiдкрита множина в X;

(iii) для кожної регулярно вiдкритої множи-
ни V ⊆ Y її прообраз f−1(V ) є регуляр-
но вiдкритою множиною в X;

(iv) для кожної регулярно вiдкритої множи-
ни V ⊆ Y її прообраз f−1(V ) – вiдкрита
множина в X;

(v) для кожної вiдкритої множини V ⊆ Y її
прообраз f−1(V ) є напiввiдкритою мно-
жиною в X ( quasicontinuity ).

3. Квазiнеперервнiсть оберненого
вiдображення. Питання, що пов’язанi з
наявнiстю у оберненого вiдображення вла-
стивостей прямого вiдображення, вивчаю-
ться доволi часто математиками. Серед
останнiх дослiджень у цьому напрямi слiд
вiдмiтити результати про ослаблену непе-
рервнiсть оберненого вiдображення, отри-
манi В.В. Нестеренком [4]. У цiй статтi роз-
глядається вiдображення повних метричних
просторiв, яке є бiєктивним лише на деякiй
множинi всюди другої категорiї.

Для доведення основних теорем потрiбнi
наступнi допомiжнi леми.

Лема 1. Нехай X, Y – топологiчнi про-
стори i f : X → Y – ледь неперервне
вiдображення. Якщо для кожної множини
A ⊆ X, IntA ̸= ∅ виконується Intf(A) ̸= ∅,
то f(X) ⊆ Intf(X).

Доведення. Припустимо, що
f(X) \ Intf(X) ̸= ∅. Тодi iснує то-
чка x0 ∈ X, така, що її образ
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f(x0) ∈ f(X) \ Intf(X). Оскiльки f –
ледь неперервне вiдображення, то для
околу Y \ Intf(X) точки f(x0) в просторi
Y маємо, що Intf−1(Y \ Intf(X)) ̸= ∅.
Звiдси випливає, що виконується
∅ ̸= Intf(Intf−1(Y \ Intf(X))) ⊆ Intf(X),
всупереч тому, що
f(Intf−1(Y \ Intf(X)))

∩
Intf(X) = ∅.

Лема доведена.
Лема 2. Нехай X i Y – топологiчнi про-

стори, f : X → Y – квазiнеперервне вiдобра-
ження, таке, що якщо A ⊆ X i IntA ̸= ∅, то
Intf(A) ̸= ∅. Тодi

1) якщо M – нiде не щiльна множина в
просторi Y , то її прообраз f−1(M) нiде
не щiльний в X;

2) якщо U – вiдкрита множина в просторi
X, то її образ f(U) є напiввiдкритою
множиною в Y .

Доведення. 1) Припустимо, що iснує
нiде не щiльна множина M1 в просто-
рi Y , така, що Intf−1(M1) ̸= ∅. То-
дi маємо, що Intf(Intf−1(M1)) ̸= ∅.
Оскiльки f – квазiнеперервне вiдобра-
ження, то, згiдно з (1), виконується
f(Intf−1(M1)) ⊆ f(f−1(M1)) =M1. Звiдси
випливає, що ∅ ̸= Intf(Intf−1(M1)) ⊆ M1.
А це суперечить тому, що замикання M1

множини M1 нiде не щiльне в просторi Y .
Отже, припущення хибне.

2) Нехай U – довiльна вiдкрита не-
порожня множина в просторi X. Вiдомо
[13, p.134], що звуження g = f |U вiдобра-
ження f на множину U є квазiнеперервним
вiдображенням. Кожне квазiнеперервне вiд-
ображення є ледь неперервним [5]. При цьо-
му, якщо A ⊆ U ⊆ X i IntA ̸= ∅, то
Intg(A) = Intf(A) ̸= ∅. Тодi згiдно з ле-
мою 1 маємо, що f(U) = g(U) ⊆ Intg(U) =

Intf(U). Цим лема 2 повнiстю доведена.
Всi умови в лемi 2 є iстотними. Так, що-

до умови квазiнеперервностi вiдображення
f , то на це вказує наступний приклад.

Приклад 1. Функцiя f : [0, 1] → R
визначається так: f(x) = x при x ̸= 1

2
i

f(
1

2
) =

7

8
. Зрозумiло, що у точцi x =

1

2
ця

функцiя не є квазiнеперервною. При цьому

образ f(U) = (
1

4
,
1

2
)
∪
(
1

2
,
3

4
)
∪
{7
8
} вiдкритої

множини U = (
1

4
,
3

4
) не є напiввiдкритою

множиною в просторi R.
Лема 3. Нехай X – топологiчний про-

стiр, Y – регулярний простiр i f : X → Y –
вiдображення, таке, що якщо A ⊆ X i
IntA ̸= ∅, то Intf(A) ̸= ∅. Тодi умови (i)
та (ii) еквiвалентнi.

Доведення. Очевидно, якщо виконує-
ться умова (i), то виконується умова (ii).
Покажемо, що коли вiдображення f за-
довольняє умову (ii), то воно задовольняє
i умову (i). Припустимо, що це не так.
Тодi для деякої напiввiдкритої множини
V1 ⊆ Y її прообраз f−1(V1) не є напiввiд-
критою множиною в просторi X, тобто
виконується f−1(V1) \ Intf−1(V1) ̸= ∅.
Розглянемо об’єднання V2 = V1

∪
IntIntV1.

Оскiльки V2 – регулярно напiввiдкри-
та множина, то її прообраз f−1(V2) є
напiввiдкритою множиною в X. При
цьому зрозумiло, що f−1(V1) ⊆ f−1(V2).
Множина X \ Intf−1(V1) ̸= ∅ вiд-
крита в X, причому виконується
f−1(V2)

∩
(X \ Intf−1(V1)) ̸= ∅. Тодi iснує

вiдкрита непорожня множина U ⊆ X, така,
що U ⊆ f−1(V2)

∩
(X \ Intf−1(V1)). Будучи

пiдмножиною, яка належить межi вiдкри-
тої множини IntV1, доповнення V2 \ V1
нiде не щiльне в просторi Y . Оскiльки Y
– регулярний простiр i Intf(U) ̸= ∅, то з
попереднього випливає, що iснує регулярно
вiдкрита множина ∅ ̸= V3 ⊆ V1

∩
Intf(U),

така, що виконуються спiввiдноше-
ння f−1(V3)

∩
(X \ Intf−1(V1)) ̸= ∅

i f−1(V3) ⊆ f−1(V1). Звiдси, внаслi-
док того, що f−1(V3) – напiввiдкри-
та множина в просторi X, маємо, що
Intf−1(V3)

∩
(X \ Intf−1(V1)) ̸= ∅. А це су-

перечить тому, що Intf−1(V3) ⊆ Intf−1(V1).
Лема 3 доведена.

Тепер мають мiсце такi основнi твердже-
ння.

Теорема 1. Нехай X, Y – повнi метричнi
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простори (простiр X сепарабельний i незлi-
ченний) i f : X → Y – вiдображення, причо-
му для кожної множини A ⊆ X, IntA ̸= ∅
виконується Intf(A) ̸= ∅ та iснує множина
Q всюди другої категорiї в X, така, що зву-
ження вiдображення f |Q на множину Q є бi-
єктивним вiдображенням. Якщо вiдображе-
ння f задовольняє умову (i) або умову (ii),
то обернене вiдображення f−1 – квазiнепе-
рервна бiєкцiя.

Доведення. Умови (i) та (ii) (за ле-
мою 3) еквiвалентнi. Тому надалi вважати-
мемо, що вiдображення f задовольняє умо-
ву (i) i, отже, воно квазiнеперервне. Якщо
U – довiльна вiдкрита множина в просторi
X, то згiдно з лемою 2 її образ f(U) є напiв-
вiдкритою множиною в просторi Y .

Повний метричний простiр X є берiв-
ським простором. Тодi, як вiдомо [5, с.15],
для повного i, отже, слабко вичерпно-
го простору Y квазiнеперервне вiдобра-
ження f має щiльну в просторi X Gδ-
множину точок неперервностi C(f). Мно-
жина всюди другої категорiї Q мiстить
щiльну Gδ-множину Q1 в X[7, с.164-165].
Вiзьмемо злiченну щiльну множину N в
просторi X. Нульвимiрна множина N мi-
ститься в деякiй нульвимiрнiй (i щiль-
нiй в X) Gδ-множинi Q2[10, с.294]. Пере-
тин цих Gδ-множин Q0 = C(f)

∩
Q1

∩
Q2 –

щiльна Gδ-множина в повному просторi
X[10, с.428]. Оскiльки Q0 – повний сепара-
бельний незлiченний нульвимiрний простiр
[10, с.259-260, 419], то звуження вiдображе-
ння f |Q0 на множину Q0 задовольняє усi
умови однiєї теореми в [11]. Тому згiдно з
результатом (2) iснує множина першої кате-
горiї D в Q0 (i, отже, в просторi X ), така,
що множина точок локального гомеомор-
фiзму звуження вiдображення g = f |Q0\D
на доповнення Q∗ = Q0 \ D всюди щiльна
в Q∗, причому саму множину всюди дру-
гої категорiї Q∗ в X можна вважати Gδ-
множиною[7, с.164-165].

Застосуємо тепер метод доведення вiд су-
противного. Припустимо, що iснують при-
наймнi двi точки x1, x2 ∈ X, такi, що x1 ̸= x2
i f(x1) = f(x2) = y∗ ∈ Y . Вiзьмемо вiдкри-
тий окiл U точки x1 в просторi X, такий, що

x2 /∈ U . Тодi доповнення X \ U – вiдкритий
окiл точки x2 в X. З попереднього випли-
ває, що кожний з образiв f(U) i f(X \ U) є
напiввiдкритою множиною в просторi Y .

Покажемо спочатку, що
Intf(U)

∩
Intf(X \ U) = ∅. Якщо це

не так, то виконується спiввiдношення
∅ ̸= V = Intf(U)

∩
Intf(X \ U). Внаслi-

док квазiнеперервностi вiдображення f
прообраз f−1(V ) вiдкритої множини V є
напiввiдкритою множиною в просторi X
i тому Int(f−1(V )

∩
U) ̸= ∅. Розглянемо

вiдображення g = f |Q∗ . Оскiльки множина
точок локального гомеоморфiзму вiдобра-
ження g всюди щiльна в Q∗ i, отже, в
Q∗∩ Int(f−1(V )

∩
U), то iснує вiдкрита

множина G ⊆ Int(f−1(V )
∩
U), така, що

звуження вiдображення g1 = g|Q∗ ∩
G на

множину Q∗∩G є гомеоморфiзмом. При
цьому маємо, що g1(Q

∗∩G) = f(Q∗∩G).
Перетин Q∗∩G є Gδ-множиною, щiльною
в G, а f – квазiнеперервне вiдображення.
Тодi згiдно з характерiзацiєю квазiнепе-
рервностi (1) маємо, що f(G) ⊆ f(Q∗

∩
G).

З цього i з того, що g1 – гомеоморфiзм
випливає, що Intf(G)

∩
f(Q∗∩G) – щiльна

Gδ-множина в Intf(G) ⊆ V (звичайно вра-
ховуючи, що X – повний простiр [10, с.440]
i f(G) – напiввiдкрита множина в просто-
рi Y ). Оскiльки прообраз f−1(Intf(G))
– напiввiдкрита множина в X, то
Int(f−1(Intf(G))

∩
(X \U)) ̸= ∅. При цьому

множина точок локального гомеоморфiзму
g щiльна в Q∗∩ Int(f−1(Intf(G))

∩
(X \U)).

Тодi знову знайдеться вiдкрита множина
∅ ̸= W ⊆ Int(f−1(Intf(G))

∩
(X \ U)),

така, що звуження вiдображення
g2 = g|Q∗ ∩

W на множину Q∗∩W
є гомеоморфiзмом, причому образ
g2(Q

∗∩W ) = f(Q∗∩W ) є щiльною
Gδ-множиною в Intf(W ) ⊆ Intf(G). Звiдси
i з того, що Y – повний простiр випливає,
що f(Q∗∩W )

∩
f(Q∗∩G)

∩
Intf(W ) ̸= ∅.

Дiстали суперечнiсть з тим, що W
∩
G = ∅

i f |Q∗ – бiєктивне вiдображення.
Тепер, враховуючи, що

Intf(U)
∩
Intf(X \ U) = ∅ i f(x1) =

f(x2) = y∗, розглянемо одну будь-яку з
напiввiдкритих множин Intf(U)

∪
{y∗} i
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Intf(X \ U)
∪
{y∗}. Нехай це множина

Intf(U)
∪
{y∗}. Тодi згiдно з умовою (i)

теореми прообраз f−1(Intf(U)
∪
{y∗}) –

напiввiдкрита множина в просторi
X, причому виконується ∅ ̸= U1 =
Intf−1(Intf(U)

∪
{y∗})

∩
(X\U). Тому дiста-

немо Intf(U1) ̸= ∅. Звiдси та з попереднього
випливає, що Intf(U)

∩
Intf(X \ U) ̸= ∅.

Знову одержали суперечнiсть. Отже, при-
пущення хибне.

Таким чином, вiдображення f – бiєкцiя
i це разом з тим, що образ f(U) будь-якої
вiдкритої непорожньої множини U ⊆ X є
напiввiдкритою множиною в просторi Y , за-
вершує доведення теореми.

Як показують приклади, всi умови теоре-
ми 1 є iстотними. Так, в [14, p.32] З. Гранде i
Т. Натканец навели приклад квазiнеперерв-
ної бiєкцiї f , для якої обернене вiдображен-
ня f−1 не є квазiнеперервним. Там же пока-
зано, що у випадку, коли для внутрiшностi
образа кожної вiдкритої непорожньої мно-
жини U виконується Intf(U) ̸= ∅, то вiд-
ображення f−1 є квазiнеперервним. В роз-
глянутому прикладi 1 функцiя f не є ква-
зiнеперервною (отже, не задовольняє умову
(i)). При цьому усi iншi умови теореми 1 для
неї виконуються. Однак, ця функцiя не є бi-
єктивною. Ще одним прикладом може бути
функцiя f(x) = x2, x ∈ [−1, 1]. Ця функцiя
не є бiєктивною, причому не iснує жодної
множини всюди другої категорiї Q ⊆ [−1, 1]
такої, щоб звуження функцiї f |Q на множи-
ну Q було бiєкцiєю. При цьому неважко зна-
йти щiльну злiченну пiдмножину N в [−1, 1]
(першої категорiї!), таку, що звуження фун-
кцiї f |N є бiєкцiєю.

З доведення теореми 1 випливає, що умо-
ву бiєктивностi звуження вiдображення f |Q
можна замiнити на умову iснування мно-
жини точок взаємної однозначностi H. При
цьому для множини H замiсть бути всю-
ди другої категорiї досить вимагати лише
її всюди щiльностi в просторi X. Тодi твер-
дження теореми 1 залишається справедли-
вим для гаусдорфового простору X та регу-
лярного простору Y .

Теорема 2. Нехай X – гаусдорфiв про-
стiр, Y – регулярний простiр i f : X → Y –

вiдображення, причому для кожної множи-
ни A ⊆ X, IntA ̸= ∅ виконується Intf(A) ̸=
∅ та iснує щiльна множина H точок вза-
ємної однозначностi вiдображення f в про-
сторi X. Якщо вiдображення f задовольняє
або умову (i), або умову (ii), то обернене вiд-
ображення f−1 є квазiнеперервною бiєкцiєю.

4. Ослаблення неперервностi та то-
чки локального гомеоморфiзму. Дослi-
дження злiченнократних неперервних вiд-
ображень часто пов’язанi з питаннями що-
до iснування множини точок локального
гомеоморфiзму. Серед результатiв, отрима-
них останнiм часом у цьому напрямi, слiд
вiдзначити теорему Ю.Ю. Трохимчука про
iснування точок локального гомеоморфiзму
для неперервних вiдображень скiнченнови-
мiрних многовидiв з множиною злiченних
рiвнiв не першої категорiї [15]. В цiй статтi
розглядаються вiдображення повних метри-
чних просторiв з множиною злiченних рiв-
нiв всюди другої категорiї при деяких умо-
вах послаблення неперервностi.

Далi потрiбнi ще такi двi леми.
Лема 4. Нехай X – топологiчний простiр

i Y – регулярний простiр. Якщо вiдображе-
ння f : X → Y задовольняє умову (iv), то
воно квазiнеперервне.

Доведення. Покажемо, що для кожної
вiдкритої непорожньої множини U в X та
щiльної в U множини E виконується вклю-
чення f(U) ⊆ f(E). Тодi за вiдомою хара-
ктерiзацiєю квазiнеперервностi (1) вiдобра-
ження f буде квазiнеперервним. Припусти-
мо, що це не так i для деякої вiдкритої мно-
жини ∅ ̸= U1 ⊆ X та щiльної в U1 мно-
жини E1 маємо, що f(U1) \ f(E1) ̸= ∅. То-
дi iснує точка x1 ∈ U1 i, внаслiдок регуляр-
ностi простору Y , регулярно вiдкрита мно-
жина V ⊆ Y \ f(E1), такi, що f(x1) ∈ V i
V
∩
f(E1) = ∅. Згiдно з умовою (iv) про-

образ f−1(V ) є вiдкритою множиною в про-
сторi X i тому G = U1

∩
f−1(V ) – вiдкри-

та непорожня множина, причому x1 ∈ G.
Оскiльки U1 ⊆ E1, то G

∩
E1 ̸= ∅. Звiдси

випливає, що f(G)
∩
f(E1) ̸= ∅, всупереч

тому, що f(G) ⊆ V ⊆ Y \ f(E1). Отже, при-
пущення хибне. Лема 4 доведена.

ISSN 2309-4001.Буковинський математичний журнал. 2018. – Т. 6, № 3–4. 131



Лема 5. Нехай X, Y – повнi метричнi
простори i f : X → Y – квазiнеперервне вiд-
ображення, причому для кожної множини
A ⊆ X, IntA ̸= ∅ виконується Intf(A) ̸= ∅.
Якщо множина M ⊆ f(X) має одну з вла-
стивостей (вiдносно образа f(X)):

1) є множиною першої категорiї;

2) є множиною всюди другої категорiї,

то її прообраз f−1(M) має вiдповiдну вла-
стивiсть в просторi X.

Доведення. 1) Нехай M ⊆ f(X) – мно-
жина першої категорiї в образi f(X). Тодi
множина M першої категорiї i в просторi Y
[16, с.163]. Тому вона може бути зображеною
у виглядi злiченного об’єднання M =

∪
i

Mi

нiде не щiльних в Y множин Mi, i = 1, 2, . . ..
Оскiльки f – квазiнеперервне вiдображен-
ня, то за лемою 2 їх прообрази f−1(Mi) –
нiде не щiльнi множини в просторi X. При
цьому виконується f−1(M) = f−1(

∪
i

Mi) =∪
i

f−1(Mi). Отже, f−1(M) – множина першої

категорiї в X.
2) Згiдно з лемою 2 маємо, що

f(X) ⊆ Intf(X). Оскiльки Y – повний
метричний простiр, то замкнена множина
Intf(X) ⊆ Y теж є повним простором, при-
чому, будучи множиною другої категорiї
в собi, вiдкрита множина Intf(X) всюди
щiльна (i тому всюди другої категорiї) в
Intf(X) i, отже, в f(X) [16, с.144, 163-164].
Нехай тепер M ⊆ f(X) – множина всю-
ди другої категорiї в образi f(X). Тодi
зрозумiло, що доповнення f(X) \ M –
множина першої категорiї в множинi
f(X). З попереднього випливає, що про-
образ f−1(f(X) \ M) є множиною першої
категорiї в X. Враховуючи те, що X –
повний метричний простiр i виконується
f−1(M) = f−1(f(X) \ (f(X) \ M)) =
f−1(f(X)) \ f−1(f(X) \ M) тобто
f−1(M) = X \ f−1(f(X) \ M), маємо, що
f−1(M) – множина всюди другої категорiї в
просторi X [7, с.164]. Лема 5 доведена.

Тепер маємо основне твердження.
Теорема 3. Нехай X, Y – повнi метри-

чнi простори (простiр X сепарабельний i не-

злiченний) i f : X → Y – вiдображення з
множиною злiченних рiвнiв E ⊆ f(X) всю-
ди другої категорiї, таке, що для кожної
множини A ⊆ X, IntA ̸= ∅ виконується
Intf(A) ̸= ∅. Якщо вiдображення f точко-
во розривне i майже квазiнеперервне або за-
довольняє одну будь-яку з умов (i) – (v), то
iснує множина першої категорiїD в просторi
X, така, що множина точок локального го-
меоморфiзму звуження вiдображення f |X\D
на доповнення X \D всюди щiльна в X \D.

Доведення. Як вiдомо
[10, с.127-128, 140], кожний метричний
простiр регулярний. Тодi, згiдно з ре-
зультатом (3), для точково розривного
вiдображення f умови квазiнеперервностi
i майже квазiнеперервностi рiвносильнi.
Очевидно, що з умови (i) випливає ква-
зiнеперервнiсть вiдображення. Оскiльки
для будь-якої множини A ⊆ X, IntA ̸= ∅
виконується Intf(A) ̸= ∅, то умови (i)
та (ii) еквiвалентнi за лемою 3. Якщо ж
виконується умова (iii), то зрозумiло, що
виконується i умова (iv). За лемою 4 вiд-
ображення, яке задовольняє умову (iv), є
квазiнеперервним. Отже, для доведення
теореми досить розглянути лише випадок,
коли вiдображення f квазiнеперервне, тобто
задовольняє умову (v).

Оскiльки вiдображення f задовольняє всi
умови леми 5, то прообраз f−1(E) множи-
ни злiченних рiвнiв E ⊆ f(X) є множи-
ною всюди другої категорiї i, отже, мiстить
всюди щiльну Gδ-множину Q1 в повному
метричному просторi X [7, с.164-165]. Вi-
домо [5, с.15], що для квазiнеперервного
вiдображення берiвського простору в слаб-
ко вичерпний простiр iснує всюди щiльна
Gδ-множина точок неперервностi C(f). Пов-
ний метричний простiр є берiвським i, зви-
чайно, слабко вичерпним простором. То-
му за попереднiм маємо всюди щiльну в
X Gδ-множину Q2 точок неперервностi вiд-
ображення f . Скориставшись сепарабельнi-
стю простору X, знайдемо злiченну всюди
щiльну множину N в X. Нульвимiрна мно-
жина N мiститься в деякiй нульвимiрнiй (i
всюди щiльнiй в просторi X) Gδ-множинi Q3

[10, с.294]. Враховуючи, що X – повний про-
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стiр, так само як i при доведеннi теореми
1, маємо, що перетин Q = Q1

∩
Q2

∩
Q3 –

всюди щiльна вX нульвимiрнаGδ-множина.
При цьому звуження g = f |Q вiдображення
f на множину Q є злiченнократним i непе-
рервним вiдображенням.

Будучи нульвимiрною Gδ-множиною (i
всюди другої категорiї) в повному сепара-
бельному незлiченному просторi X, множи-
на Q є топологiчно повним простором, сепа-
рабельним i незлiченним [10, с.259-260, 419].
Тодi згiдно з результатом (2) iснує множина
першої категорiї D1 в Q, така, що звуження
вiдображення g|Q\D1 на множину Q\D1 має
всюди щiльну в Q \ D1 множину точок ло-
кального гомеоморфiзму. Отже, маємо мно-
жину D = (X \ Q)

∪
D1 першої категорiї

в просторi X [7, с.164], таку, що множина
точок локального гомеоморфiзму звуження
вiдображення f |X\D на доповнення X \ D
всюди щiльна в X \D. Теорема 3 доведена.

Iснують приклади, якi показують, що
якщо не для кожної вiдкритої непорожньої
множини U в повному метричному просторi
X виконується умова Intf(U) ̸= ∅, то твер-
дження теореми 3 перестає бути справедли-
вим. Одним з таких прикладiв є приклад до-
бре вiдомої канторової функцiї, яка визна-
чена на всьому вiдрiзку [0, 1] [17, с.126-128].
Вона неперервна i зростаюча, а множина її
значень збiгається з [0, 1]. Ця функцiя має
Gδ-множину злiченних рiвнiв всюди щiль-
ну (отже, всюди другої категорiї) в [0, 1]
та є сталою в кожному iнтервалi доповнен-
ня канторової множини C (вiдкритої всюди
щiльної множини [0, 1] \ C).
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