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КОРЕКТНА РОЗВ’ЯЗНIСТЬ МОДЕЛЬНОЇ
−→
2b-ПАРАБОЛIЧНОЇ

КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI В ПРОСТОРАХ ГЕЛЬДЕРА

Розглядається загальна модельна
−→
2b-параболiчна крайова задача. Доведено теорему про

коректну розв’язнiсть такої задачi в просторах Гельдера, при цьому отримано точнi оцiнки
норм розв’язку через вiдповiднi норми правих частин задачi. Встановлено, що для правиль-
ностi таких оцiнок умови

−→
2b-параболiчностi задачi є не тiльки достатнiми, але й необхiдними.
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The general model
−→
2b-parabolic boundary value problem is considered. The theorem on the

correct solvability of such a problem in the Höelder spaces is proved. Exact estimates of the norms
of the solution through the corresponding norms of the right parts of the problem are obtained.
It is established that for the correctness of such estimates the conditions of

−→
2b-parabolicity of the

problem are not only sufficient but also necessary.
Keywords: 2b-parabolic boundary value problem, correct solvability, correct solvability of such

a problem in the Hölder space, exact estimates.

У працях авторiв [1, 2] розглянуто загаль-
ну модельну крайову задачу для параболi-
чної за Ейдельманом системи рiвнянь век-
торного порядку

−→
2b := (2b1, . . . , 2bn). Для

такої задачi сформульовано умову допов-
няльностi, яку мають задовольняти крайо-
вi диференцiальнi вирази, щоб задача була
коректно поставлена, побудовано матрицю
Ґрiна, отримано точнi оцiнки всiх її компо-
нент разом з їх похiдними та встановлено
для компонент дивергентне зображення. За
допомогою цих результатiв у данiй статтi
встановлюється коректна розв’язнiсть ука-
заної задачi в просторах Гельдера, отриму-
ються оцiнки норм розв’язкiв, для правиль-
ностi яких умови

−→
2b-параболiчностi задачi

є не тiльки достатнiми, але й необхiдними.
У доведеннях використовується методика з
праць [3, 4].

1. Постановка задачi P та допомi-
жнi вiдомостi. Нехай n,N, b1, . . . , bn – за-
данi натуральнi числа;

−→
2b := (2b1, . . . , 2bn); s

– найменше спiльне кратне чисел b1, . . . , bn;
mj := s/bj, j ∈ {1, . . . , n}; ∥k∥ :=

∑n
j=1mjkj

i ∥k′∥ :=
∑n−1

j=1 mjkj, якщо k := (k1, . . . , kn) ∈

Zn+ i k′ := (k1, . . . , kn−1) ∈ Zn−1
+ – вiдповiдно

n-вимiрний i (n − 1)-вимiрний мультиiнде-
кси; ∥k̄∥ := 2sk0 + ∥k∥ i ∥k̄′∥ := 2sk0 + ∥k′∥,
якщо k̄ := (k0, k) i k̄′ := (k0, k

′), де k0 ∈ Z1
+,

k ∈ Zn+ i k′ ∈ Zn−1
+ ; x := (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

x′ := (x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1; Rn
+ := {x ∈

Rn|xn > 0}, Π := (0,∞)×Rn, Π+ := (0,∞)×
Rn

+, ΠT := (0, T ] × Rn, Π+
T := (0, T ] × Rn

+,
Π′
T := (0, T ] × Rn−1, де T – задане додатне

число; ∂k̄t,x := ∂k0t ∂
k
x .

В областi Π+
T розглядатимемо таку кра-

йову задачу:

A0u(t, x) := (IN∂t −
∑

∥k∥=2s

ak∂
k
x)u(t, x) =

= f(t, x), (t, x) ∈ Π+
T , (1)

B0
ju(t, x)|xn=0 :=

∑
∥k̄∥=rj

bjk̄∂
k̄
t,xu(t, x)|xn=0 =

= gj(t, x
′), (t, x′) ∈ Π′

T , j ∈ {1, . . . ,m}, (2)

u(t, x)|t=0 = φ(x), x ∈ Rn
+, (3)

де u, f i φ – матрицi-стовпчики висоти N ; ak
i bjk̄ – сталi матрицi вiдповiдно розмiру N ×
N i 1×N ; IN – одинична матриця порядку
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N ; g1, . . . , gm – скалярнi функцiї; r1, . . . , rm –
невiд’ємнi цiлi числа.

Будемо припускати, що система рiвнянь
(1) є

−→
2b-параболiчною за Ейдельманом [5, 6],

число крайових умов (2)m = bnN i цi крайо-
вi умови задовольняють умову доповняль-
ностi з [1]. Задачу (1)–(3), яка задовольняє цi
умови, називатимемо

−→
2b-параболiчною кра-

йовою задачею або коротко задачею P.
Щоб дослiдити коректну розв’язнiсть за-

дачi P, потрiбнi вiдомостi з [1, 2, 5, 6], що сто-
суються фундаментальної матрицi розв’яз-
кiв задачi Кошi (ФМРЗК) для системи (1),
матрицi Ґрiна задачi P, означення просторiв
Гельдера, лем про продовження функцiй з
цих просторiв та iн. Наведемо необхiднi вi-
домостi.

Крiм наведених вище, використовувати-
мемо ще такi позначення:

M :=
∑n

j=1mj/(2s), M ′ :=
∑n−1

j=1 mj/(2s);
qj := 2bj/(2bj − 1), j ∈ {1, . . . , n};

E ′
c(t, x

′) := exp{−c
∑n−1

j=1 t
1−qj |xj|qj},

E
(n)
c (t, xn) := exp{−ct1−qn |xn|qn},
Ec(t, x) := E ′

c(t, x
′)E

(n)
c (t, xn),

E
(n)
c (t, xn, ξn) := E

(n)
c (t, xn)E

(n)
c (t, ξn), t > 0,

x := (x′, xn) ∈ Rn, x′ ∈ Rn−1, {xn, ξn} ⊂ R,
c > 0; ∆β,y

t,x f(t, x) := f(t, x)− f(β, y),
∆β
t f(t, ·) := f(t, ·)− f(β, ·),

∆y
xf(·, x) := f(·, x)− f(·, y),
∆
yj
xjf(·, x) := ∆

x(yj)
x f(·, x),

x(yj) := (x1, . . . , xj−1, yj, xj+1, . . . , xn),

j ∈ {1, . . . , n}, ∆yj
xjf(·, x′) := ∆

x′(yj)
x′ f(·, x′),

x′(yj) := (x1, . . . , xj−1, yj, xj+1, . . . , xn−1),
j ∈ {1, . . . , n− 1};

Crp – множина всiх матриць розмiру r × p,
елементи яких належать до множини C ком-
плексних чисел.

У статтi рiзнi сталi, величини яких нас
не цiкавлять, позначаються однаковими лi-
терами.

Користуватимемося рiвностями∫
Rn

t−MEc(t, x− ξ)dξ = D, t > 0, x ∈ Rn, (4)

∫
Rn−1

t−M
′
E ′
c(t, x

′ − ξ′)dξ′ = D′,

t > 0, x′ ∈ Rn−1, (5)

в яких D i D′ – додатнi числа.
Нехай функцiя Z : Π → CNN є ФМРЗК

для системи (1). Для неї справджуються
оцiнки

|∂k̄t,xZ(t, x)| ≤ Ck̄t
−M−∥k̄∥/(2s)Ec(t, x),

(t, x) ∈ Π, (6)

та рiвностi∫
Rn

∂k̄t,xZ(t, x− ξ)dξ = δ∥k̄∥,0IN ,

(t, x) ∈ Π, (7)

де k̄ – довiльний мультиiндекс з Zn+1, Ck̄ i c
– додатнi сталi, δr,p – символ Кронекера.

Згiдно з [2] матрицею Грiна задачi
(1)–(3) називається така матриця G :=
(G0, G1, . . . , Gm), що для довiльних гладких
i фiнiтних функцiй f, g1, . . . , gm i φ розв’язок
задачi зображується у виглядi

u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn
+

G0(t− τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ+

+
m∑
j=1

t∫
0

∫
Rn−1

Gj(t− τ, x− ξ′)gj(τ, ξ
′)dξ′+

+

∫
Rn
+

G0(t, x, ξ)φ(ξ)dξ, (t, x) ∈ Π+, (8)

при цьому G0 називається однорiдною ма-
трицею Грiна, а Gj, j ∈ {1, . . . ,m}, – ядрами
Пуассона.

Потрiбна далi iнформацiя про матрицi
Gj, j ∈ {0, 1, . . . ,m}, мiститься в наступних
лемах, у яких

L(∂t, ∂x′) := ∂t + a
n−1∑
j=1

(−1)bj∂2bjxj
, a > 0.

Лема 1. Матриця G0 визначається фор-
мулою

G0(t, x, ξ) = Z(t, x− ξ)− V (t, x, ξ),
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t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn
+, (9)

де Z – ФМРЗК для системи (1). Справджу-
ються оцiнки

|∂k̄t,x∂lξG0(t, x, ξ)| ≤ Ck̄lt
−M−(∥k̄∥+∥l∥)/(2s)×

×Ec(t, x− ξ), (10)

|∂k̄t,x∂lξV (t, x, ξ)| ≤ Ck̄lt
−M−(∥k̄∥+∥l∥)/(2s)×

×Ec(t, x− ξ)E(n)
c (t, xn, ξn), (11)

t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn
+, k̄ ∈ Zn+1, l ∈ Zn+,

та правильне зображення

G0(t, x, ξ) = Lr(∂t, ∂x′)G
(r)
0 (t, x, ξ),

t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn
+, (12)

де r – будь-яке натуральне число i для G
(r)
0

справджуються оцiнки, якi вiдрiзняються
вiд оцiнок (10) лише тим, що в них M за-
мiнено на M − r.

Лема 2. Для довiльного числа r ∈ Z1
+

правильнi дивергентнi зображення

Gj(t, x) = Lr(∂t, ∂x′)G
(r)
j (t, x), (t, x) ∈ Π+,

j ∈ {1, . . . ,m}, (13)

в яких для функцiй G
(r)
j справджуються

оцiнки

|∂k̄t,xG
(r)
j (t, x)| ≤ Ck̄t

−M ′+r−1+(rj−∥k̄∥)/(2s)×

×Ec(t, x), (t, x) ∈ Π+, k̄ ∈ Zn+1
+ ,

j ∈ {1, . . . ,m}. (14)

Оцiнки самих ядер Gj випливають з (14)
при r = 0.

Зауваження 1. Згiдно з означенням ма-
трицi Ґрiна розв’язки задачi (1)–(3) з фiнiт-
ними функцiями f, gj i φ зображуються у
виглядi (8). Можна довести, що це зображе-
ння правильне також, коли f не є фiнiтною,
але порядки всiх диференцiальних виразiв
B0
j rj < 2s. Якщо rj ≥ 2s, φ = 0 i гладка

функцiя f разом зi своїми похiдними обме-
жена та дорiвнює нулю при t = 0, то розв’яз-
ки задачi (1)–(3) з φ = 0 зображуються фор-
мулою

u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn
+

G0(t− τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ+

+
m∑
j=1

t∫
0

dτ

∫
Rn−1

Gj(t− τ, x− ξ′)(gj(τ, ξ
′)−

−Cj(∂τ , ∂ξ)f(τ, ξ)|ξn=0)dξ
′, (t, x) ∈ Π+, (15)

в якiй диференцiальний вираз Cj має поря-
док rj − 2s i не мiстить диференцiювання за
ξn порядку, вищого за rj − 2bn, при цьому
Cj = 0, якщо найбiльший порядок похiдних
за xn у B0

j менший за 2bn.
Перейдемо до означення просторiв Гель-

дера. У цих означеннях l i λ – заданi числа
вiдповiдно з множин Z1

+ i (0, 1); область Q –
це будь-яка з областей Π, ΠT або Π+

T , а Ω –
це область Rn або Rn

+; Q̄, Π̄′
T i Ω̄ – замикан-

ня вiдповiдних множин. Користуватимемо-
ся такими просторами:

• H l+λ(Q̄,CN1) – простiр неперервних
функцiй u : Q̄→ CN1, якi мають неперервнi
похiднi ∂k̄t,xu, ∥k̄∥ ≤ l, i скiнченну норму

∥u∥l+λ
N,Q̄

:=
∑
∥k̄∥≤l

sup
(t,x)∈Q̄

|∂k̄t,xu(t, x)|+

+
∑

0≤l−∥k̄∥<
<2s

sup
{(t,x),(β,x)}⊂

⊂Q̄,t ̸=β

(
|∆β

t ∂
k̄
t,xu(t, x)|

|t− β|(l−∥k̄∥+λ)/(2s)

)
+

+
n∑
j=1

∑
0≤l−∥k̄∥<
<mj

sup
{(t,x),

(t,x(yj))}⊂
⊂Q̄,xj ̸=yj

(
|∆yj

xj∂
k̄
t,x′u(t, x)|

|xj − yj|(l−∥k̄∥+λ)/mj

)
;

• H l+λ(Π̄′
T ,C11) – простiр неперервних

функцiй u : Π̄′
T → C11, якi мають неперервнi

похiднi ∂k̄′t,x′u, ∥k̄′∥ ≤ l, i скiнченну норму

∥u∥l+λ
1,Π̄′

T
:=

∑
∥k̄′∥≤l

sup
(t,x′)∈Π̄′

T

|∂k̄′t,x′u(t, x′)|+

+
∑

0≤l−∥k̄′∥<
<2s

sup
{t,β}⊂[0,T ],
t ̸=β,x′∈Rn−1

(
|∆β

t ∂
k̄′

t,x′u(t, x
′)|

|t− β|(l−∥k̄∥+λ)/(2s)

)
+

+
n∑
j=1

∑
0≤l−∥k̄′∥<

<mj

sup
{(t,x′),

(t,x′(yj))}⊂
⊂Π̄′

T ,xj ̸=yj

(
|∆yj

xj∂
k̄′

t,x′u(t, x
′)|

|xj − yj|(l−∥k̄′∥+λ)/mj

)
;
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• C l+λ(Ω̄,CN1) – простiр неперервних
функцiй v : Ω → CN1, для яких iснують не-
перервнi похiднi ∂kxv, ∥k∥ ≤ l, i є скiнченною
норма

∥v∥l+λ
N,Ω̄

:=
∑
∥k∥≤l

sup
x∈Ω̄

|∂kxv(x)|+

+
n∑
j=1

∑
0≤l−∥k∥<
<mj

sup
{x,x(yj)}⊂
⊂Ω̄,xj ̸=yj

(
|∆yj

xjv(x)|
|xj − yj|(l−∥k∥+λ)/mj

)
;

• H l+λ
0 (Q̄,CN1) i H l+λ

0 (Π̄′
T ,C11) – пiдпро-

стори вiдповiдно просторiв H l+λ(Q̄,CN1) i
H l+λ(Π̄′

T ,C11), елементи яких разом з усi-
ма своїми похiдними дорiвнюють нулевi при
t = 0.

Подiбнi до вищенаведених анiзотропних
стосовно просторових змiнних просторiв
Гельдера використовувалися ранiше в [7].

Наведемо деякi твердження про продов-
ження функцiй з цих просторiв, якi є уза-
гальненнями вiдповiдних тверджень з [4]
для iзотропних просторiв, i вони доводяться
аналогiчно.

Лема 3. Нехай φ ∈ C l+λ(R̄n
+,CN1). То-

дi iснує продовження φ∗ функцiї φ на Rn

таке, що φ∗ ∈ C l+λ(Rn,CN1) i виконується
нерiвнiсть

∥φ∗∥l+λN,Rn ≤ C∥φ∥l+λ
N,R̄n

+
,

де додатна стала C не залежить вiд φ.
Лема 4.Для будь-якої функцiї u ∈

H l+λ
0 (Π̄+

T ,CN1) iснує продовження u∗ на Π+,
яке належить до простору H l+λ

0 (Π̄+
T ,CN1),

дорiвнює нулевi при t ≥ (2 + [ l
2s
])T , x ∈ Rn

+

i задовольняє нерiвнiсть

∥u∗∥l+λ
N,Π̄+ ≤ C∥u∥l+λ

N,Π̄+
T

зi сталою C > 0, яка не залежить вiд u.
Лема 5.Нехай задано функцiї φj ∈

C l−2sj+λ(Rn,CN1), j ∈ {0, . . . , [ l
2s
]}. Тодi для

будь-якого фiксованого T > 0 iснує функцiя
u ∈ H l+λ(Π̄T ,CN1) така, що

∂jtu|t=0 = φj, j ∈ {0, . . . , [l/(2s)]},

i

∥u∥l+λ
N,Π̄T

≤ C

[ l
2s

]∑
j=0

∥φj∥l−2sj+λ
N,Rn ,

де C > 0 не залежить вiд φj, j ∈
{0, . . . , [ l

2s
]}.

Тут i далi символ [a] означає цiлу частину
числа a.

2. Оператори Ґрiна. Згiдно з наведе-
ним у п. 1, розв’язки задачi Р виражаю-
ться через iнтеграли, ядрами яких є матрицi
Gj, j ∈ {0, 1, . . . ,m}. Тому з’ясування питан-
ня про коректну розв’язнiсть задачi Р по-
чнемо з вивчення властивостей операторiв
Wj, j ∈ {0, . . . ,m}, якi називатимемо опера-
торами Грiна i якi дiють за такими форму-
лами:

v(t, x) = (W0f)(t, x) :=

=

t∫
0

dτ

∫
Rn
+

G0(t− τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ,

(t, x) ∈ Π+
T , (16)

wj(t, x) = (Wjf)(t, x) :=

=

t∫
0

dτ

∫
Rn−1

Gj(t− τ, x− ξ′)f(τ, ξ′)dξ′,

(t, x) ∈ Π+
T , j ∈ {1, . . . ,m}. (17)

Лема 6. Для будь-яких цiлого числа l ≥
0 i числа λ ∈ (0, 1) є обмеженим оператор

W0 : H
l+λ
0 (Π̄+

T ,CN1) → H2s+l+λ
0 (Π̄+

T ,CN1).

Доведення. Проведемо його для l = 0.
При l > 0 потрiбно використовувати зобра-
ження (12) i методику, аналогiчну викорис-
танiй нижче.

Необхiдно довести, що для будь-якої фун-
кцiї f ∈ Hλ

0 (Π̄
+
T ,CN1) функцiя v iз (16) на-

лежить до простору H2s+λ
0 (Π̄+

T ,CN1) i справ-
джується оцiнка

∥v∥2s+λ
N,Π̄+

T

≤ CF, F := ∥f∥λ
N,Π̄+

T
, (18)

де стала C > 0 не залежить вiд f .
З того, що функцiя f належить до вказа-

ного простору випливають нерiвностi

|f(t, x)| = |∆0
tf(t, x)| ≤ Ftλ/(2s),
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|∆τ,ξ
t,xf(t, x)| ≤ F (|t−τ |λ/(2s)+

n∑
p=1

|xp−ξp|λ/mp),

{(t, x), (τ, ξ)} ⊂ Π̄+
T . (19)

Похiднi вiд функцiї v в точцi (t, x) ∈ Π+
T

знаходяться за формулами

∂kxv(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn
+

∂kxG0(t− τ, x, ξ)×

×f(τ, ξ)dξ, ∥k∥ < 2s, (20)

∂kxv(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn
+

∂kxG0(t− τ, x, ξ)×

×∆t,x
τ,ξf(τ, ξ)dξ + δk,k′′a

−1

k′′
w(t, x)f(t, x),

∥k∥ = 2s, (21)

∂tv(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn
+

∂tG0(t− τ, x, ξ)×

×∆t,x
τ,ξf(τ, ξ)dξ + (IN + w(t, x))f(t, x). (22)

Тут k′′
:= (0, . . . , 0, 2bn), a−1

k′′
– матриця, обер-

нена до матрицi ak′′ , яка є коефiцiєнтом при
∂2bnxn у диференцiальному виразi A0, i

w(t, x) := −
∫
Rn
−

Z(t, x− ξ)dξ −
∫
Rn
+

V (t, x, ξ)dξ,

(23)
де Rn

− := {x ∈ Rn|xn < 0}, а Z i V – функцiї
з виразу (9).

Легко з’ясувати за допомогою оцiнок (6),
(10), (11) i (19), що iнтеграли в правих
частинах рiвностей (20)–(22) збiгаються на
множинi Π+

T , причому рiвномiрно на кожнiй
її компактнiй пiдмножинi.

Правильнiсть рiвностей (20) очевидна.
Доведемо формули (21) i (22). Для цього
розглянемо при h ∈ (0, t) функцiї

vh(t, x) :=

t−h∫
0

dτ

∫
Rn
+

G0(t− τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ.

Очевидно, що limh→0 vh(t, x) = v(t, x),
(t, x) ∈ Π+

T . Доведемо iснування границь

limh→0 ∂
k
xvh(t, x), ∥k∥ = 2s, i limh→0 ∂tvh(t, x),

якi дорiвнюють вiдповiдно правим частинам
формул (21) i (22). На пiдставi рiвномiрної
збiжностi звiдси буде випливати правиль-
нiсть цих формул.

Маємо
∂kxvh(t, x) =

t−h∫
0

dτ

∫
Rn
+

∂kxG0(t− τ, x, ξ)∆t,x
τ,ξf(τ, ξ)dξ+

+

t−h∫
0

dτ

∫
Rn
+

∂kxG0(t− τ, x, ξ)dξf(t, x). (24)

Позначимо останнiй iнтеграл з (24) через Jh.
Оскiльки ∂xjG0(t, x, ξ) = −∂ξjG0(t, x, ξ), j ∈
{1, . . . , n − 1}, то за допомогою iнтегруван-
ня частинами i оцiнок (10) отримуємо, що
при k ̸= k

′′ i будь-якому h ∈ (0, t) Jh = 0.
Якщо k = k

′′ , то на пiдставi зауваження 1
з [2] ∂2bnxn G0 зображується у виглядi лiнiйної
комбiнацiї похiдних ∂tG0 i ∂kxG0 з ∥k∥ = 2s
i kn < 2bn, при цьому коефiцiєнт при ∂tG0

дорiвнює a−1

k′′
. Тому в цьому випадку

Jh = −a−1

k′′

t−h∫
0

dτ

∫
Rn
+

∂τG0(t− τ, x, ξ)dξ =

= a−1

k′′

∫
Rn
+

G0(t, x, ξ)dξ −
∫
Rn
+

G0(h, x, ξ)dξ

 .

Використовуючи рiвностi (7) i (9), отри-
муємо, що

Jh = a−1

k′′
(w(t, x)− w(h, x)).

Оскiльки при фiксованому xn > 0 i будь-
якому ξn < 0 xn − ξn > xn, то за допомогою
оцiнок (6) i (11) та рiвностi (4) маємо

|w(h, x)| ≤ C

∫
Rn
−

h−MEc(h, x− ξ)dξ+

+C

∫
Rn
+

h−MEc(h, x− ξ)E(n)
c (h, xn, ξn)dξ ≤
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≤ C

(∫
Rn
−

h−MEc′(h, x− ξ)E
(n)
c−c′(h, xn − ξn)dξ+

+E(n)
c (h, xn)

∫
Rn
+

h−MEc(h, x− ξ)dξ

)
≤

≤ CE
(n)
c−c′(h, xn)

∫
Rn

h−MEc′(h, x− ξ)dξ =

= CDE
(n)
c−c′(h, xn) −−→

h→0
0, 0 < c′ < c. (25)

Тому limh→0 Jh = a−1

k′′
w(t, x). З цього випли-

ває, що границя при h → 0 виразу (24) до-
рiвнює правiй частинi рiвностi (21).

Аналогiчно знаходимо, що

∂tvh(t, x) =

t−h∫
0

dτ

∫
Rn
+

∂tG0(t− τ, x, ξ)×

×∆t,x
τ,ξf(τ, ξ)dξ + (IN + w(t, x))f(t, x)+

+

∫
Rn
+

G0(h, x, ξ)∆
t,x
t−h,ξf(t− h, ξ)dξ.

При h → 0 границя цього виразу дорiвнює
правiй частинi формули (22).

З виразiв (16) i (20)–(22) видно, що фун-
кцiя v i всi похiднi вiд неї дорiвнюють нулевi
при t = 0. Нагадаємо, що f |t=0 = 0.

Доведемо оцiнку (18). Будемо користува-
тися оцiнками (10) i (19), а також такими
нерiвностями для функцiї (23):

|w(t, x)| ≤ C, (t, x) ∈ Π+
T , (26)

|∆β
t w(t, x)| ≤ C(β − t)λ/(2s)t−λ/(2s),

0 < t < β ≤ T, x ∈ Rn
+, (27)

|∆yj
xj
w(t, x)| ≤ C|xj − yj|λ/(mj)t−λ/(2s),

{(t, x), (t, x(yj))} ⊂ Π+
T , j ∈ {1, . . . , n}. (28)

Нерiвнiсть (26) випливає з (25) при h = t. У
випадку, коли β − t > t i |xj − yj| > t1/(2bj),
нерiвностi (27) i (28) є наслiдками нерiвностi
(26). Якщо β− t ≤ t i |xj−yj| ≤ t1/(2bj), то за
допомогою оцiнки (6) та теореми Лагранжа
про середнє значення маємо

|∆β
t Z(t, x− ξ)| = |(β − t)∂γZ(γ, x− ξ)| ≤

≤ C(β − t)γ−M−1Ec(γ, x− ξ) ≤

≤ C(β − t)λ/(2s)(β − t)1−λ/(2s)t−M−1×

×Ec(β, x− ξ) ≤ C(β − t)λ/(2s)tM−λ/(2s)×

×Ec(2t, x− ξ), γ ∈ (t, β), 0 < t < β ≤ T,

x ∈ Rn
+, ξ ∈ Rn

−,

|∆yj
xj
Z(t, x−ξ)| = |(xj−yj)∂zjZ(t, x(zj)−ξ)| ≤

≤ C|xj − yj|t−M−mj/(2s)Ec(t, x(zj)− ξ) ≤

≤ C|xj − yj|λ/mj t−M−λ/(2s)×

×Ec(t, x(zj)− ξ) ≤ C|xj − yj|λ/mj t−M−λ/(2s)×

×Ec1(t, x− ξ), {(t, x), (t, x(yj))} ⊂ Π+
T ,

ξ ∈ Rn
−, 0 < c1 < c,

де zj – середня точка мiж xj i yj. Тут вико-
ристана нерiвнiсть

Ec(t, x(zj)− ξ) ≤ Ec1(t, x− ξ), (29)

в якiй C := ec, c1 := 21−qjc < c i яка за до-
помогою елементарної нерiвностi |a + b|p ≥
21−p|a|p − |b|p, {a, b} ⊂ R, p > 1, та умови
|xj − yj| ≤ t1/(2bj) доводиться таким чином:

Ec(t, x(zj)− ξ) = exp{−c
n∑

p=1(p ̸=j)

t1−qp×

×|xp − ξp|qp − ct1−qj |zj − ξj|qj ≤

× exp{−c
n∑

p=1(p ̸=j)

t1−qp |xp − ξp|qp − ct1−qj×

×(21−qj |xj − ξj|qj − |xj − yj|qj)} ≤

≤ exp{−c1
n∑
p=1

t1−qp |xp − ξp|qp + ct1−qj×

×t(1/(2bj))qj ≤ CEc1(t, x− ξ).

Аналогiчно за допомогою оцiнки (11) отри-
муємо

|∆β
t V (t, x, ξ)| ≤ C(β − t)λ/(2s)t−M−λ/(2s)×

×Ec(2t, x− ξ), 0 < t < β ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn
+;

|∆yj
xj
V (t, x, ξ)| ≤ C|xj − yj|λ/mj t−M−λ/(2s)×

×Ec1(t, x−ξ), {(t, x), (t, x(yj))} ⊂ Π+
T , ξ ∈ Rn

+.
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Iз знайдених оцiнок приростiв функцiй Z i
V так само, як у (25), випливають оцiнки
(27) i (28).

Використовуючи формули (20)–(22),
оцiнки (10), (19), (26)–(28), рiвнiсть (4), а
також очевидну нерiвнiсть

|xj − ξj|µEc(t− τ, x− ξ) ≤ Cµ(t− τ)µ/(2bj)×

×Ec1(t− τ, x− ξ), 0 ≤ τ < t, {x, ξ} ⊂ Rn,

j ∈ {1, . . . , n}, µ > 0, (30)

де Cµ > 0, 0 < c1 < c, для (t, x) ∈ Π+
T отри-

муємо

∂kxv(t, x) ≤
t∫

0

dτ

∫
Rn
+

|∂kxG0(t− τ, x, ξ)|×

×|f(τ, ξ)|dξ ≤ C

t∫
0

dτ

∫
Rn
+

(t− τ)−M−∥k∥/(2s)×

×Ec(t− τ, x− ξ)τλ/(2s)Fdξ ≤

≤ CF

t∫
0

(t− τ)−∥k∥/(2s)τλ/(2s)dτ ≤

≤ CFt1−(∥k∥−λ)/(2s), ∥k∥ < 2s;

∂k̄t,xv(t, x) ≤ CF

t∫
0

dτ

∫
Rn
+

(t− τ)−∥k̄∥/(2s)×

×Ec(t− τ, x− ξ)((t− τ)λ/(2s)+

+
n∑
p=1

|xp − ξp|λ/mp)dξ + CFtλ/(2s) ≤

≤ CF (

t∫
0

(t− τ)−1+λ/(2s)dτ

∫
Rn
+

(t− τ)−M×

×Ec1(t− τ, x− ξ)dξ + tλ/(2s)) ≤ CFtλ/(2s),

∥k̄∥ = 2s. (31)

Якщо β− t ≥ t/2 i |xj − yj| ≥ t1/(2bj)/2, то
з (31) безпосередньо випливають нерiвностi

|∆β
t ∂

k̄
t,xv(t, x)| ≤ CF (β − t)1−(∥k̄∥−λ)/(2s),

0 < ∥k̄∥ ≤ 2s,

|∆yj
xj
∂k̄t,xv(t, x)| ≤ CF |xj − yj|(2s−∥k̄∥+λ)/mj ,

2s−mj < ∥k̄∥ ≤ 2s, j ∈ {1, . . . , n}. (32)

Цi нерiвностi справджуються також, коли
0 < β − t < t/2 i |xj − yj| < t1/(2bj)/2. До-
ведемо це для випадку, коли k0 = 1. Для
решти випадкiв доведення аналогiчне.

Використовуючи формулу (22) та позна-
чення γ := β − t i ηj := |xj − yj|2bj , j ∈
{1, . . . , n}, запишемо зображення

∆β
t ∂tv(t, x) =

t−γ∫
0

dτ

∫
Rn
+

∆β
t ∂tG0(t− τ, x, ξ)×

×∆t,x
τ,ξf(τ, ξ)dξ +

t∫
t−γ

dτ

∫
Rn
+

∂tG0(t− τ, x, ξ)×

×∆t,x
τ,ξf(τ, ξ)dξ −

β∫
t−γ

dτ

∫
Rn
+

∂βG0(β − τ, x, ξ)×

×∆β,x
τ,ξ f(τ, ξ)dξ+(IN+w(β−t+γ, x))∆β

t f(t, x)+

+∆β
t w(t, x)f(t, x), (33)

∆yj
xj
∂tv(t, x) =

t−ηj∫
0

dτ

∫
Rn
+

∆yj
xj
∂tG0(t− τ, x, ξ)×

×∆t,x
τ,ξf(τ, ξ)dξ +

t∫
t−ηj

dτ

∫
Rn
+

∂tG0(t− τ, x, ξ)×

×∆t,x
τ,ξf(τ, ξ)dξ−

t∫
t−ηj

dτ

∫
Rn
+

∂tG0(t−τ, x(yj), ξ)×

×∆
t,x(yj)
τ,ξ f(τ, ξ)dξ+(IN+w(ηj, x(yj)))∆

yj
xj
f(t, x)+

+∆yj
xj
w(t, x)f(t, x), (34)

Усi доданки з формул (33) i (34) легко
оцiнюються за допомогою нерiвностей (10),
(19), (26)–(30) i рiвностi (4). Оцiнимо, напри-
клад, два першi iнтеграли з (34), якi позна-
чимо вiдповiдно через P1 i P2. Маємо

|P1| ≤ CFη
1/(2bj)
j

t−ηj∫
0

dτ

∫
Rn
+

(t−τ)−M−1−1/(2bj)×
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×(Ec(t− τ, x− ξ) + Ec(t− τ, x(yj)− ξ))×

×((t− τ)λ/(2s) +
n∑
p=1

|xp − ξp|λ/mp)dξ ≤

≤ CFη
1/(2bj)
j

t−ηj∫
0

(t− τ)−1−1/(2bj)+λ/(2s)dτ×

×
∫
Rn
+

(t− τ)−MEc1(t− τ, x− ξ)dξ ≤

≤ CDFη
1/(2bj)
j

t−ηj∫
0

(t− τ)−1−1/(2bj)+λ/(2s)dτ =

= CDFη
mj/(2s)
j

t−ηj∫
0

(t− τ)−1+(λ−mj)/(2s)dτ =

= CDFη
mj/(2s)
j

2s

mj − λ
(η

(λ−mj)/(2s)
j −

−t(λ−mj)/(2s)) ≤ CDFη
mj/(2s)
j

2s

mj − λ
×

×η(λ−mj)/(2s)
j = C1Fη

λ/(2s)
j =

= C1F |xj − yj|λ/mj ,

|P2| ≤ CF

t∫
t−ηj

dτ

∫
Rn
+

(t−τ)−M−1Ec(t−τ, x−ξ)×

×((t− τ)λ/(2s) +
n∑
p=1

|xp − ξp|λ/mp)dξ ≤

≤ CF

t∫
t−ηj

(t− τ)−1+λ/(2s)dτ×

×
∫
Rn
+

(t− τ)−MEc(t− τ, x− ξ)dξ ≤

≤ 2s

λ
CDη

λ/(2s)
j = C2F |xj − yj|λ/mj .

З нерiвностей (31) i (32) та означення нор-
ми ∥v∥2s+λ

N,Π̄+
T

випливає потрiбна оцiнка (18).
Лема 7.Для будь-яких цiлого числа l ≥ 0

i числа λ ∈ (0, 1) є обмеженими оператори

Wj : H
l+λ
0 (Π̄′

T ,C11) → H
rj+l+λ
0 (Π̄+

T ,CN1),

j ∈ {1, . . . ,m}. (35)

Доведення. Нехай f ∈ H l+λ
0 (Π̄′

T ,C11). До-
ведемо, що тодi функцiя wj з (17) належить
до простору H

rj+l+λ
0 (Π̄+

T ,CN1) i справджує-
ться оцiнка

∥wj∥
rj+l+λ

N,Π̄+
T

≤ CF, F := ∥f∥l+λ
1,Π̄′

T
, (36)

де стала C не залежить вiд f .
Припустимо спочатку, що l < 2s. Фун-

кцiя f та її похiднi дорiвнюють нулю при
t = 0 i задовольняють нерiвностi

|∆τ
t ∂

k′

x′f(t, x
′)| ≤ F |t−τ |(l−∥k′∥+λ)/(2s), ∥k′∥ ≤ l,

|∆ξi
xi
∂k

′

x′f(t, x
′)| ≤ F |xi − ξi|(l−∥k′∥+λ)/mj ,

l −mi < ∥k′∥ ≤ l,

{(t, x′), (τ, x′), (t, x(ξ))} ⊂ Π̄′
T ,

i ∈ {1, . . . , n− 1}. (37)

Для (t, x) ∈ Π+
T маємо

∂k̄t,xwj(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn−1

∂k̄t,xGj(t− τ, x− ξ′)×

×∆t
τf(τ, ξ

′)dξ′+

t∫
0

dτ

∫
Rn−1

∂k̄t,xGj(t−τ, x−ξ′)×

×f(τ, ξ′)dξ′ =: J1(t, x) + J2(t, x),

∥k̄∥ ≤ rj + l. (38)

Перетворимо iнтеграл J2 до вигляду, зру-
чного для оцiнювання. Якщо скористатися
зображенням (13) при r = 1, то за допомо-
гою iнтегрування частинами та оцiнок (14)
отримаємо, що

J2(t, x) =

∫
Rn−1

∂k̄t,xG
(1)
j (t− τ, x− ξ′)f(τ, ξ′)dξ′+

+
n−1∑
i=1

t∫
0

dτ

∫
Rn−1

∂k̄t,x∂
2bi−νi
xi

G
(1)
j (t− τ, x− ξ′)×

×∆xi
ξi
∂νiξi f(t, ξ

′)dξ′,
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де l/mi − 1 < νi ≤ l/mi i ci – деякi сталi.
Зауважимо, що при цьому використана рiв-
нiсть

t∫
0

dτ

∫
Rn−1

∂k̄t,x∂tG
(1)
j (t− τ, x− ξ′)f(t, ξ′)dξ′ =

=

∫
Rn−1

∂k̄t,xG
(1)
j (t, x− ξ′)f(t, ξ′)dξ′,

а також рiвнiсть∫
Rn−1

∂k̄t,x∂
2bi−νi
xi

G
(1)
j (t, x− ξ′)×

×∂νiξi f(t, ξ
′)|ξi=xidξ′ = 0,

оскiльки∫
R

∂k̄t,x∂
2bi−νi
xi

G
(1)
j (t, x− ξ′)dξi = 0.

На пiдставi нерiвностей (14), (30) i (37) та
рiвностi (5) всi iнтеграли з (38) i (39) легко
оцiнити та отримати оцiнки

|∂k̄t,xwj(t, x)| ≤ CFt(rj+l−∥k̄∥+λ)/(2s),

(t, x) ∈ Π+
T , ∥k̄∥ ≤ rj + l. (40)

Для wj справджуються також такi оцiнки
рiзниць:

|∆β
t ∂

k̄
t,xwj(t, x)| ≤ CFγ(rj+l−∥k̄∥+λ)/(2s),

0 ≤ rj + l − ∥k̄∥ < 2s,

|∆yp
xp∂

k̄
t,xwj(t, x)| ≤ CFη(rj+l−∥k̄∥+λ)/mp

p ,

0 ≤ rj + l − ∥k̄∥ < mp, p ∈ {1, . . . , n}, (41)

де величини γ i ηp такi самi, як у доведеннi
леми 6.

Якщо γ ≥ t/2 i ηp ≥ t/2, то оцiн-
ки (41) безпосередньо випливають з оцiнок
(40). Для iнших значень γ i ηp так само, як
i при доведеннi леми 6, треба отримати зру-
чнi зображення вiдповiдних рiзниць, а потiм
оцiнити вирази з цих зображень за допомо-
гою нерiвностей (14) i (37).

Випишемо потрiбнi зображення рiзниць
для випадку k̄ ̸= 0, запровадивши для ско-
рочення записiв такi позначення:

H(t, x) := ∂k̄t,xGj(t, x),

H(µi) := ∂k̄t,x∂
µi
xi
G

(1)
j (t, x),

f (νi)(t, x′) := ∂νixjf(t, x
′).

Маємо

∆β
t ∂

k̄
t,xwj(t, x) =

t−γ∫
0

dτ

∫
Rn−1

∆β
tH(t−τ, x−ξ′)×

×∆t
τf(τ, ξ

′)dξ′ +

t∫
t−γ

dτ

∫
Rn−1

H(t− τ, x, ξ′)×

×∆t
τf(τ, ξ

′)dξ′ −
β∫

t−γ

dτ

∫
Rn−1

H(β − τ, x− ξ′)×

×∆β
τ f(τ, ξ

′)dξ′+

∫
Rn−1

∆β
tH

(0)(t, x−ξ′)f(t, ξ′)dξ′+

+
n−1∑
i=1

ci

( t−γ∫
0

dτ

∫
Rn−1

∆β
tH

(2bi−νi)(t− τ, x− ξ′)×

×∆xi
ξi
f (νi)(t, ξ′)dξ′+

+

t∫
t−γ

dτ

∫
Rn−1

H(2bi−νi)(t−τ, x−ξ′)∆xi
ξi
f (νi)(t, ξ′)dξ′−

−
β∫

t−γ

dτ

∫
Rn−1

H(2bi−νi)(β−τ, x−ξ′)∆xi
ξi
f (νi)(β, ξ′)dξ′

)
,

∆yp
xp∂

k̄
t,xwj(t, x) =

t−ηp∫
0

dτ

∫
Rn−1

∆yp
xpH(t−τ, x−ξ′)×

×∆t
τf(τ, ξ

′)dξ′+

+

t∫
t−ηp

dτ

∫
Rn−1

H(t− τ, x− ξ′)∆t
τf(τ, ξ

′)dξ′−

−
t∫

t−ηp

dτ

∫
Rn−1

H(t−τ, x(yp)−ξ′)∆t
τf(τ, ξ

′)dξ′+

+

∫
Rn−1

∆yp
xpH

(0)(t, x− ξ′)f(t, ξ′)dξ′+

160 ISSN 2309-4001. Буковинський математичний журнал. 2018. – Т. 6, № 3–4.



+
n−1∑
i=1

ci

( t−ηp∫
0

dτ

∫
Rn−1

∆yp
xpH

(2bi−νi)(t−τ, x−ξ′)×

×∆xi
ξi
f (νi)(t, ξ′)dξ′+

+

t∫
t−ηp

dτ

∫
Rn−1

H(2bi−νi)(t− τ, x− ξ′)×

×∆xi
ξi
f (νi)(t, ξ′)dξ′−

−
t∫

t−ηp

dτ

∫
Rn−1

H(2bi−νi)(t− τ, x(yp)− ξ′)×

×∆zi
ξi
f (νi)(β, ξ′)dξ′

)
,

де zi = xi, якщо i ̸= p, а zp = yp.
Оцiнювання доданкiв, що мiстять iнте-

грування за τ , аналогiчнi до оцiнювань iн-
тегралiв P1 i P2 при доведеннi леми 6. Оцi-
нювання решти доданкiв труднощiв не ви-
кликають.

Оцiнок (40) i (41) достатньо, щоб зробити
висновок про iстиннiсть оцiнки (36) i, отже,
твердження леми для випадку l < 2s.

Якщо l ≥ 2s, то, використовуючи зобра-
ження (13) з r = [l/(2s)] та властитвостi
функцiї f , iнтегруванням частинами одер-
жуємо

wj(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn−1

G
(r)
j (t− τ, x− ξ′)×

×Lr(∂τ , ∂ξ′)f(τ, ξ′)dξ′, (t, x) ∈ Π+
T . (42)

Оскiльки l − 2rs < 2s, то доведення леми
для випадку l ≥ 2s зводиться до повторення
попереднього доведення для iнтегралiв (42).

3. Задача Р з нульовими початкови-
ми даними. Розглянемо задачу (1)–(3) за
спецiальних припущень щодо її правих час-
тин, а саме таку задачу в областi Π+

T :

A0u = f,B0
ju|xn=0 = gj, j ∈ {1, . . . ,m},

u|t=0 = 0, (44)

де

f ∈ H l+λ
0 (Π̄+

T ,CN1), gj ∈ H
2s+l−rj+λ
0 (Π̄′

T ,C11),

j ∈ {1, . . . ,m}, (45)

l – цiле число таке, що l ≥ r0 := max{0, r1 −
2s, . . . , rm − 2s}, λ ∈ (0, 1).

Ця задача називається крайовою задачею
з нульовими початковими даними.

Згiдно з формулами (15)–(17) розв’язок
задачi (44) записується у виглядi

u = W0f +
m∑
j=1

Wj(gj−

−Cjf |xn=0) =: u1 + u2. (46)

На пiдставi лем 6 i 7 u ∈ H2s+l+λ
0 (Π̄+

T ,CN1)
та справджується оцiнка

∥u∥2s+l+λ
N,Π̄+

T

≤ C(∥f∥l+λ
N,Π̄+

T

+

+
m∑
j=1

∥gj∥
2s+l−rj+λ
1,Π̄′

T
), (47)

де стала C > 0 не залежить вiд f i gj, j ∈
{1, . . . ,m}.

Зауважимо, що розв’язок (46) задачi (44)
єдиний у просторi H2s+l+λ

0 (Π̄+
T ,CN1). Щоб це

встановити, спочатку, як i в [4], доводимо
єдинiсть фiнiтного розв’язку, що випливає з
наступної леми, доведення якої подiбне до
доведення леми 6 в [4].

Лема 8. Якщо u ∈ H2s+l+λ
0 (Π̄+

T ,CN1) –
розв’язок задачi (44), який дорiвнює нулю
для досить великих |x|, то для нього пра-
вильне зображення (46).

Далi доведемо, що всякий розв’язок u ∈
H2s+l+λ

0 (Π̄+
T ,CN1) задачi (44) зображується у

виглядi (46). Для цьго розглянемо функцiю
ζ ∈ C∞(R1) таку, що ζ(t) = 1 для t ∈ (0, 1/2)
i ζ(t) = 0 для t ≥ 1. Функцiя uR(t, x) :=
ζ(|x|/R)u(t, x), (t, x) ∈ Π+

T , R ≥ 1, є фiнiтним
розв’язком задачi (44), в якiй f замiнено на
fR, а gj – на gjR, де

fR(t, x) := ζ(|x|/R)f(t, x) + (A0ζ(|x|/R)−

−ζ(|x|/R)A0)u(t, x),

gjR(t, x
′) := ζ(|x′|/R)gj(t, x′) + (B0

j ζ(|x|/R)−

−ζ(|x|/R)B0
j )u(t, x)|xn=0.
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На пiдставi леми 8 маємо рiвнiсть

uR = W0fR +
m∑
j=1

Wj(gjR−

−CjfR|xn=0), R ≥ 1.

Використовуючи властивостi функцiї ζ i аб-
солютну збiжнiсть iнтегралiв з (46), пере-
йдемо в останнiй рiвностi до границi при
R → ∞, у результатi чого отримаємо для
розв’язку u зображення (46).

Отже, доведено таке твердження.
Теорема 1. Для будь-яких функцiй f i

gj, j ∈ {1, . . . ,m}, що задовольняють умови
(45), формула (46) визначає єдиний розв’я-
зок задачi (44), який належить до просто-
ру H2s+l+λ

0 (Π̄+
T ,CN1) i для якого справджує-

ться оцiнка (47).
4. Загальний випадок задачi Р. Нехай

u – розв’язок задачi (1)–(3), який належить
до простору H2s+l+λ

0 (Π̄+
T ,CN1), де l ≥ r0, λ ∈

(0, 1). Тодi на пiдставi означення просторiв
Гельдера

f ∈ H l+λ
0 (Π̄+

T ,CN1), gj ∈ H
2s+l−rj+λ
0 (Π̄′

T ,C11),

j ∈ {1, . . . ,m}, φ ∈ C2s+l+λ(Rn
+,CN1), (48)

при цьому iснує така стала C > 0, яка не
залежить вiд u, що

∥f∥l+λ
N,Π̄+

T

+
m∑
j=1

∥gj∥
2s+l−rj+λ
1,Π̄′

T
+ ∥φ∥2s+l+λ

N,R̄n
+

≤

≤ C∥u∥2s+l+λ
N,Π̄+

T

. (49)

Функцiї f, gj i φ, крiм того, зв’язанi умо-
вами узгодження при t = 0 i xn = 0. Щоб
сформулювати цi умови, введемо позначен-
ня

φj := ∂jtu|t=0, P (∂x) :=
∑

∥k∥=2s

ak∂
k
x .

З системи (1) i початкової умови (3) визна-
чимо функцiї φj, j ∈ {1, . . . , [ l

2s
+1]}. Очеви-

дно, що

φ0 = φ, φ1 = P (∂x)φ+ f |t=0,

φj = P (∂x)φj−1 + ∂j−1
t f |t=0,

j ∈ {2, . . . , [l/(2s) + 1]}. (50)

Умови узгодження полягають у тому, що
функцiї φj, j ∈ {0, 1, . . . , [ l

2s
+ 1]}, задоволь-

няють такi спiввiдношення, отриманi з рiв-
ностi (2):∑

∥k̄∥=2s

bjk̄∂
k
xφk0+i|xn=0 = ∂itgj|t=0,

i ∈ {0, 1, . . . , [(l−rj)/(2s)+1]}, j ∈ {1, . . . ,m}.
Цi умови називаються умовами узгодження
порядку [ l

2s
+ 1].

Отже, якщо u ∈ H2s+l+λ(Π̄+
T ,CN1) є

розв’язком задачi (1)–(3), то правi частини
задовольняють умови (48) та умови узго-
дження порядку [ l

2s
+1]. Виявляється, що цi

умови є i достатнiми для iснування розв’яз-
ку з указаного простору.

Теорема 2. Нехай l ≥ r0, λ ∈ (0, 1). Якщо
правi частини f, gj, i φ задачi Р (1)–(3)
задовольняють умови (48) та умови узго-
дження порядку [ l

2s
+ 1], то ця задача має

єдиний розв’язок u ∈ H2s+l+λ(Π̄+
T ,CN1). При

цьому iснує така стала C > 0, яка не за-
лежить вiд f, gj, i φ, що справджується
оцiнка

∥u∥2s+l+λ
N,Π̄+

T

≤ C(∥f∥l+λ
N,Π̄+

T

+

+
m∑
j=1

∥gj∥
2s+l−rj+λ
1,Π̄′

T
+ ∥φ∥2s+l+λ

N,R̄n
+

). (51)

Доведення. Теорему 2 можна вивести з
теореми 1. Щоб це зробити, потрiбно звести
задачу (1)–(3) до задачi з нульовими поча-
тковими даними (44). Для цього розглянемо
функцiї φj, j ∈ {0, 1, . . . , [ l

2s
+ 1]}, якi визна-

ченi формулами (50). На пiдставi умов (48)
φj ∈ C2s(1−j)+l+λ(R̄n

+,CN1) i виконуються не-
рiвностi

∥φj∥2s(1−j)+l+λN,R̄n
+

≤ C(∥f∥l+λ
N,Π̄+

T

+ ∥φ∥2s+l+λ
N,R̄n

+
),

j ∈ {0, 1, . . . , [l/(2s) + 1]}. (52)

Користуючись лемою 3, продовжимо фун-
кцiї φj на Rn так, щоб для їх продовжень φ∗

j

виконувались нерiвностi

∥φ∗
j∥

2s(1−j)+l+λ
N,Rn ≤ C∥φj∥2s(1−j)+l+λN,R̄n

+
),

162 ISSN 2309-4001. Буковинський математичний журнал. 2018. – Т. 6, № 3–4.



j ∈ {0, 1, . . . , [l/(2s) + 1]}. (53)

На пiдставi леми 5 можна побудувати фун-
кцiю v ∈ H2s+l+λ(Π̄T ,CN1), яка задовольняє
умови

∂jt v|t=0 = φj, j ∈ {0, 1, . . . , [l/(2s) + 1]},

i нерiвнiсть

∥v∥2s+l+λ
N,Π̄T

≤ C

[ l
2s

+1]∑
j=0

∥φ∗
j∥

2s(1−j)+l+λ
N,Rn ≤

≤ C

[ l
2s

+1]∑
j=0

∥φj∥2s(1−j)+l+λN,R̄n
+

) ≤

≤ C(∥f∥l+λ
N,Π̄T

+ ∥φ∥2s+l+λ
N,R̄n

+
). (54)

Тут ми використали також нерiвностi (52) i
(53).

Якщо ввести нову невiдому функцiю u′ =
u− v, то задача (1)–(3) перейде в задачу

A0u′ = f ′, B0
ju

′|xn=0 = g′j, j ∈ {1, . . . ,m},

u′|t=0 = 0, (55)

де f ′ = f − A0v, g′j = gj − B0
j v|xn=0. З вла-

стивостей функцiї v, умов (48) та узгоджен-
ня випливає, що f ′ ∈ H l+λ

0 (Π̄+
T ,CN1), g

′
j ∈

H
2s+l−rj+λ
0 (Π̄′

T ,C11), j ∈ {1, . . . ,m}. Крiм то-
го, на пiдставi нерiвностi (54) маємо

∥f ′∥l+λ
N,Π̄+

T

+
m∑
j=1

∥g′j∥
2s+l−rj+λ
1,Π̄′

T
≤

≤ C(∥f∥l+λ
N,Π̄+

T

+
m∑
j=1

∥gj∥
2s+l−rj+λ
1,Π̄′

T
+ ∥φ∥2s+l+λ

N,R̄n
+

).

Отже, (55) є задачею з нульовими по-
чатковими даними та для неї виконуються
твердження теореми 1, з яких випливає iсну-
вання розв’язку задачi (1)–(3) з усiма потрi-
бними властивостями.

Зауваження 2. З теореми 2 випливає,
що виконання умов 2⃗b-параболiчностi зада-
чi (1)–(3) достатньо, щоб справджувалася
оцiнка (51) для будь-якого розв’язку цiєї за-
дачi з простору H2s+l+λ(Π̄+

T ,CN1). Виявляє-
ться, що цi умови є необхiдними для справ-
дження оцiнки (51), так що є правильною
така теорема.

Теорема 3. Для того щоб задача виг-
ляду (1)–(3), в якiй число крайових умов
m = bnN , була 2⃗b-параболiчною, необхiд-
но й досить, щоб для деякого цiлого чис-
ла l ≥ r0 i числа λ ∈ (0, 1) iснувала та-
ка стала C > 0, що для будь-якої функцiї
u ∈ H2s+l+λ(Π̄+

T ,CN1) справджується нерiв-
нiсть

∥u∥2s+l+λ
N,Π̄+

T

≤

≤ C(∥A0u∥l+λ
N,Π̄+

T

+
m∑
j=1

∥B0
ju|xn=0∥

2s+l−rj+λ
1,Π̄′

T
+

+∥u|t=0∥2s+l+λN,R̄n
+

).

Доведення цiєї теореми аналогiчне дове-
денню теореми 3 в [4].

Зауваження 3. Для цiлого числа l ≥ r0
i числа λ ∈ (0, 1) через U l+λ позначимо про-
стiр усiх функцiй u ∈ H2s+l+λ(Π̄+

T ,CN1), а
через F l+λ – простiр усiх наборiв функцiй
F := (f, g1, . . . , gm, φ) таких, що f, gj i φ за-
довольняють умови (48) та умови узгоджен-
ня порядку [ l

2s
+ 1]. Норми в цих просторах

означимо рiвностями

∥u∥U l+λ := ∥u∥2s+l+λ
N,Π̄+

T

,

∥F∥F l+λ := ∥f∥l+λ
N,Π̄+

T

+

+
m∑
j=1

∥gj∥
2s+l−rj+λ
1,Π̄′

T
+ ∥φ∥2s+l+λ

N,R̄n
+
.

Запишемо задачу (1)–(3) у виглядi Lu = F ,
де L – оператор, який дiє на функцiю u за
таким правилом: A0u = f, B0

ju|xn=0 = gj,
j ∈ {1, . . . ,m}, u|t=0 = φ. Основним резуль-
татом цiєї статтi є таке твердження: для до-
вiльних цiлого числа l ≥ r0 i числа λ ∈ (0, 1)
оператор L здiйснює гомеоморфне вiдобра-
ження простору U l+λ на простiр F l+λ, при
цьому iснує така стала C > 0, що для до-
вiльного u ∈ U l+λ справджуються оцiнки

C−1∥Lu∥F l+λ ≤ ∥u∥U l+λ ≤ C∥Lu∥F l+λ .

Цi оцiнки є наслiдками з оцiнок (49) i (51).
Отже, iснує неперервний оператор

L−1 : F l+λ → U l+λ,

ISSN 2309-4001.Буковинський математичний журнал. 2018. – Т. 6, № 3–4. 163



обернений до оператора L. Можна довести,
що цей оператор є iнтегральним i для до-
вiльних F = (f, g1, . . . , gm, φ) ∈ F l+λ пра-
вильне зображення

(L−1F )(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn
+

G̃0(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ+

+
m∑
j=1

t∫
0

dτ

∫
Rn−1

Gj(t− τ, x− ξ′)gj(τ, ξ
′)dξ′+

+

∫
Rn
+

G̃m+1(t, x, ξ)φ(ξ)dξ, (t, x) ∈ Π+
T ,

в якому

G̃0(t, x; τ, ξ) := G0(t−τ, x, ξ)+G′
0(t−τ, x, ξ)+

+G′′
0(t, x; τ, ξ),

G̃m+1(t, x, ξ) := G0(t, x, ξ) +G′
0(t, x, ξ)+

+G′
m+1(t, x, ξ),

де G′
0, G

′′
0 i G′

m+1 є лiнiйними комбiнацiя-
ми похiдних вiд дельта-функцiй, зосередже-
них у точках ξn = 0 i τ = 0. Матрицю
G̃ := (G̃0, G1, . . . , Gm, G̃m+1) природно наз-
вати узагальненою матрицею Ґрiна задачi
Р.

Зауважимо, що G′
0 = G′′

0 = 0 i G′
m+1 = 0,

коли в диференцiальнi вирази B0
j не входять

диференцiювання за t, а також диференцiю-
вання за xn порядкiв, бiльших 2bn − 1. Де-
тально цьому буде присвячена наступна пуб-
лiкацiя.

Висновки. У статтi для модельної
−→
2b-

параболiчної крайової задачi дослiджено
властивостi операторiв Ґрiна та з їх допомо-
гою встановлено коректну розв’язнiсть зада-
чi в анiзотропних за всiма змiнними просто-
рах Гельдера. При цьому доведено, що по-
роджений задачею оператор є гомеоморфi-
змом у вiдповiдних просторах. Цi результа-
ти можна використовувати для встановлен-
ня коректної розв’язностi загальних пiвпро-
сторових

−→
2b-параболiчних крайових задач.
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