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БАГАТОТОЧКОВА ЗАДАЧА ДЛЯ РIВНЯННЯ З ЧАСТИННИМИ
ПОХIДНИМИ У ДВОВИМIРНIЙ ОБЛАСТI

Дослiджено задачу з багатоточковими умовами за часовою змiнною для лiнiйного дифе-
ренцiального рiвняння iз частинними похiдними у плоскiй областi. Показано коректнiсть за
Адамаром задачi, що вiдрiзняє її вiд задачi з багатьма просторовими змiнними, яка є умовно
коректною i розв’язнiсть якої пов’язана з проблемою малих знаменникiв. Доведено теорему
єдиностi та встановлено умови iснування розв’язку задачi зi значеннями у просторах перiо-
дичних функцiй з експоненцiйною змiною коефiцiєнтiв Фур’є.

Ключовi слова: багатоточкова задача, одна просторова змiнна.

The multi-point problem for linear partial differential equation in a plane domain is investigated.
Correctness after Hadamard of this problem is shown, which distinguishes it from the conditionally
correct problem with many spatial variables. The existence and uniqueness conditions of the soluti-
on of problem in the spaces of periodic functions with an exponential change of Fourier coefficients
are established.

Keywords: multi-point problem, one spatial variable.

Вступ
Стаття присвячена встановленню умов

коректної розв’язностi задачi з багатоточ-
ковими умовами за часовою змiнною для
рiвняння з частинними похiдними високо-
го порядку у двовимiрнiй областi. Загалом,
такi iнтерполяцiйнi задачi є умовно коре-
ктними, оскiльки їх розв’язнiсть пов’язана
з проблемою малих знаменникiв, якi вини-
кають при побудовi розв’язкiв. Ця пробле-
ма полягає у тому, що знаменники коефi-
цiєнтiв рядiв, якими зображуються розв’яз-
ки дослiджуваних задач, можуть бути як
завгодно малими; це спричиняє розбiжнiсть
вказаних рядiв у вiдповiдних функцiональ-
них просторах. Для подолання цiєї пробле-
ми в обмежених за просторовою координа-
тою областях у роботах Б. Й. Пташника та
його учнiв [1, 6, 8], [10–14], [22] використано
метричний пiдхiд, зокрема результати ме-
тричної теорiї дiофантових наближень, зав-
дяки чому встановлено однозначну розв’я-
знiсть задач з багатоточковими умовами за
видiленою змiнною, а також додатковими
умовами (перiодичностi чи майже перiодич-
ностi, вiдповiдним зростанням розв’язку на
безмежностi) за рештою координат у про-
сторах функцiй зi степеневим або експонен-

цiйним ростом їх коефiцiєнтiв Фур’є.
У роботах [5], [16–21] на основi

диференцiально-символьного методу вiдок-
ремлення змiнних, розробленого П. I.
Каленюком та З. М. Нитребичем, вста-
новлено класи єдиностi багатоточкових
задач для диференцiально-операторних
рiвнянь у необмежених за просторовими
координатами областях.

Дана стаття доповнює дослiдження i ре-
зультати робiт [2,4], у яких описанi випадки
iнтерполяцiйних задач з триточковими умо-
вами за часовою змiнною, якi фiксують стан
процесу через однаковi [2] та не однаковi [4]
часовi промiжки. Отриманi результати уза-
гальнено на випадок багатоточкової задачi з
нерiвновiддаленими часовими вузлами. Ха-
рактерною особливiстю є одна просторова
змiнна та вiдсутнiсть при цьому проблеми
малих знаменникiв. Отже, серед задач з ба-
гатоточковими умовами за видiленою змiн-
ною вдалося видiлити багатоточковi коре-
ктно поставленi за Адамаром задачi.

Основнi позначення. Постановка за-
дачi

Позначимо G = [0, T ]× Ω, де T > 0, Ω —
одновимiрний тор R/2πZ.

Нехай W — лiнiйний простiр скiнчен-
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них тригонометричних сум (2π-перiодичних
многочленiв, основних функцiй) P (x) =∑

k Pke
ikx заданих на Ω, де Pk — комплекснi

коефiцiєнти, а k пробiгає скiнченну множи-
ну цiлих чисел.

Простiр W ′ спряжений з простором W ;
це простiр узагальнених тригонометричних
функцiй, якi є формальними тригонометри-
чними рядами Q(x) =

∑
k∈ZQke

ikx, що дi-
ють на основну функцiю P ∈ W за таким
правилом ⟨Q,P ⟩ =

∑
kQkP̄k, де число P̄k є

комплексно спряженим до числа Pk.
Для дiйсного числа α i функцiї

β : [0;T ] → R введемо шкали просторiв
{Eq

α(Ω)}q∈R i {En,q
β (G)}q∈R, де Eq

α(Ω)— гiль-
бертiв пiдпростiр простору W ′ зi скалярним
добутком

(φ, ψ)Eq
α(Ω) =

∑
k∈Z

k̃2qe2k̃αφkψ̄k, k̃ =
√
1 + k2,

для функцiй φ =
∑

k∈Z φke
ikx i ψ =∑

k∈Z ψke
ikx, а En,q

β (G) — банахiв простiр
функцiй u = u(t, x) таких, що похiднi
∂rt u(t, ·), якi визначенi формулою

∂ru(t, x)

∂tr
=
∑
k∈Z

u
(r)
k (t)eikx, r = 0, 1, . . . , n,

для кожного t ∈ [0, T ] належать до
просторiв Eq−r

β(t)(Ω), вiдповiдно i неперерв-
нi за змiнною t у цих просторах. Ква-
драт норми функцiї u у просторi En,q

β (G)

обчислюється за формулою ∥u∥2
En,q

β (G)
=

n∑
r=0

max
[0,T ]

∥∥∥∂ru(t, ·)
∂tr

∥∥∥2
Eq−r

β(t)
(Ω)

.

В областi G для безтипного однорiдного
рiвняння ∑

s0+s1≤n

as0,s1
∂s0+s1u

∂ts0∂xs1
= 0, (1)

розглянуто задачу з багатоточковими умо-
вами

u(τj, x) = φj(x), j = 1, 2, . . . , n, (2)

де as0,s1 — комплекснi коефiцiєнти, an,0 = 1,
τ1, . . . , τn — вузли iнтерполяцiї, причому 0 ≤
τ1 < · · · < τn ≤ T , φ1 = φ1(x), . . . , φn =

φn(x) — заданi функцiї змiнної x, а функцiя
u = u(t, x) є шуканою функцiєю.

ОзначенняПiд розв’язком зада-
чi (1), (2) будемо розумiти функцiю
u ∈ Cn([0, T ];W ′), яка на вiдрiзку [0, T ]
задовольняє рiвняння (1) i умови (2) у
просторi W ′ та належить до простору
En,q
β (G).
Отже, розв’язок задачi (1), (2) шукаємо у

виглядi ряду

u(t, x) =
∑
k∈Z

uk(t)e
ikx. (3)

Тодi кожна з функцiй uk = uk(t) є розв’яз-
ком вiдповiдної багатоточкової iнтерполя-
цiйної задачi для звичайного диференцiаль-
ного рiвняння

n∑
m=0

bm(k)
dn−muk
dtn−m

= 0, k ∈ Z, (4)

uk(τj) = φjk, j = 1, 2, . . . , n, (5)

де bm(k) =
m∑

s1=0

an−m,s1(ik)
s1 , m = 0, 1, . . . , n,

— многочлени степеня не вище m, а
комплекснi числа φjk є коефiцiєнтами Фур’є
функцiй φj.

Єдинiсть розв’язку uk задачi (), (4) у про-
сторi Cn[0, T ] для всiх k ∈ Z є необхiдною i
достатньою умовою єдиностi розв’язку зада-
чi (1), (2) у просторi En,q

β (G) для довiльних
дiйсних q та β.

Для функцiй b̃m(k) = bm(k)/k̃
m, m =

1, . . . , n, якi лiнiйно залежать вiд коефiцi-
єнтiв as0,s1 рiвняння (1) i рiвномiрно обме-
женi за k. Зокрема, якщо |as0,s1| ≤ A, то
для всiх k ∈ Z справджується [2] оцiнка∣∣b̃m(k)∣∣ < 2A, а для всiх (з врахуванням кра-
тностi) коренiв λ1(k), . . . , λn(k) многочлена

Pk(λ) =
n∏

m=0

(λ− λm(k)) = λn +
n∑

m=1

b̃m(k)λ
n−m

виконуються [15] нерiвностi:

|λm(k)| ≤ 1 + max{|b̃1(k)|, . . . , |b̃n(k)|} ≤

≤ 1 + 2A = A1. (6)
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Вважаємо надалi, що дiйснi частини ко-
ренiв λ1(k), . . . , λn(k) многочлена Pk(λ) про-
нумеровано у порядку спадання

Reλ1(k) ≥ Reλ2(k) ≥ . . . ≥ Reλn(k).

Очевидно, що числа γm = k̃λm(k) є ко-
ренями вiдповiдного характеристичного рiв-
няння γn + b1(k)γ

n−1 + . . . + bn(k) = 0 для
диференцiального рiвняння ().

Загальний розв’язок диференцiального
рiвняння () належить до простору Cn[0, T ]
i має вигляд

uk(t) =
n∑
l=1

Cklfkl(t), k ∈ Z, (7)

де fkl(t) — фундаментальна система розв’яз-
кiв цього рiвняння, Ckl — довiльнi комплекс-
нi сталi, зокрема

uk(t) =
n∑
l=1

Ckle
k̃λl(k)t, k ∈ Z \K, (71)

де K — скiнченна (буде показано далi) мно-
жина тих цiлих чисел k, для яких многочлен
Pk(λ) має кратний корiнь.

Якщо функцiя з формули (7) — розв’я-
зок задачi (), (4), то для кожного k ∈ Z чи-
сла Ck1, . . . , Ckn утворюють розв’язок систе-
ми лiнiйних алгебричних рiвняньfk1(τ1) . . . fkn(τ1)

. . . . . . . . .
fk1(τn) . . . fkn(τn)

Ck1...
Ckn

=

φ1k
...
φnk

 ,

(8)
зокрема, для k ∈ Z \K — системиek̃λ1(k)τ1 . . . ek̃λn(k)τ1

. . . . . . . . .

ek̃λ1(k)τn . . . ek̃λn(k)τn

Ck1...
Ckn

 =

φ1k
...
φnk

 .

(81)
Навпаки, якщо числа Ckl, l = 1, 2, . . . , n,

утворюють розв’язок системи лiнiйних ал-
гебричних рiвнянь (8), то функцiя uk(t), що
визначена формулою (7) є розв’язком задачi
(), (4).

Нехай Πn — група перестановок множини
{1, . . . , n}, а ρ(π) — степiнь (число iнверсiй)

перестановки π ∈ Πn. Позначимо через ∆(k)
визначник системи (8), тодi

∆(k) =

∣∣∣∣∣∣
ek̃λ1(k)τ1 . . . ek̃λn(k)τ1

. . . . . . . . .

ek̃λ1(k)τn . . . ek̃λn(k)τn

∣∣∣∣∣∣ =
= ek̃λ⃗(k)τ⃗∆∗(k), k ∈ Z \K,

де λ⃗(k) = (λ1(k), . . . , λn(k)), τ⃗ = (τn, . . . , τ1),
скалярний добуток λ⃗(k)τ⃗ знаходиться з рiв-

ностi λ⃗(k)τ⃗ =
n∑
j=1

λj(k)τn−j+1, а визначник

∆∗(k) обчислюється за формулою

∆∗(k) = 1 +
∑
π∈Π′

n

(−1)ρ(π)ek̃(λ⃗(k,π)−λ⃗(k))τ⃗ ,

причому λ⃗(k, π) = (λπ(1)(k), . . . , λπ(n)(k)), а
Π

′
n — множина, утворена з множини Πn ви-

лученням перестановки (1, . . . , n).

Теорема 1. Для єдиностi розв’язку задачi
(1), (2) у просторi En,q

β (G) необхiдно i дос-
татньо, щоб для цiлих k виконувалась умо-
ва

∆(k) ̸= 0. (9)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай одно-
рiдна задача (1), (2) у просторi En,q

β (G)
має не бiльше одного розв’язку. Якщо iснує
розв’язок (3) задачi (1), (2), тодi всi функцiї
uk(t) знаходяться однозначно, тобто однорi-
дна задача (), (4) у просторi Cn[0;T ] для всiх
k ∈ Z має єдиний розв’язок. Отже, у систе-
мi (8) визначник ∆(k) не обертається в нуль
для жодного k ∈ Z.

Достатнiсть. Доведемо вiд супротивно-
го. Припустимо, що iснують два рiзнi роз-
в’язки u1 = u1(t, x) i u2 = u2(t, x) зада-
чi (1), (2) з простору En,q

β (G). Тодi функцiя
ū(t, x) = u1 − u2 є розв’язком однорiдної за-
дачi з простору En,q

β (G) i зображається ря-
дом (3), а коефiцiєнти ūk = ūk(t) є розв’яз-
ками вiдповiдних однорiдних задач для зви-
чайних диференцiальних рiвнянь (). Якщо
рiвняння ∆(k) = 0 не має розв’язкiв у цi-
лих числах k, тобто ∆(k) ̸= 0 для кожного
k ∈ Z, то система рiвнянь (8) має лише три-
вiальний розв’язок. Тодi iз (7) та (8) одер-
жимо, що ūk(t) = 0 для всiх k ∈ Z. Отже,
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ū = u1−u2 = 0 у просторi En,q
β (G). Одержане

протирiччя доводить теорему.
За умов теореми 1 для довiльного k ∈ Z

розв’язок uk(t) задачi (), (4) iснує i для йо-
го знаходження потрiбно визначити числа
Ck1, . . . , Ckn. Розв’язуємо систему (8) за пра-
вилом Крамера i для m = 0, 1, . . . , n одержу-
ємо uk у такому виглядi:

uk(t) =
n∑
l=1

∆l,m(k, t)

∆(k)
φlk, t ∈ Tm, (10)

де Tm = (τm, τm+1), τ0 = 0, τn+1 =
T , а визначники ∆l,m(k, t), якi є визна-
чниками матриць, утворених замiною l-
го рядка матрицi системи (81) на рядок(
ek̃λ1(k)t, . . . , ek̃λn(k)t

)
, та їх похiднi до поряд-

ку n для k ∈ Z\K обчислюються за форму-
лою

∆
(r)
l,m(k, t) = k̃r

∑
π∈Πn

(−1)ρ(π)λrπ(θ(l,m))(k)×

×ek̃λ⃗(π,k)τ⃗l(m,k) = k̃rek̃λ⃗(k)τ⃗l(m,t)∆∗
l,m,r(k, t).

У цiй формулi τ⃗l(m, t) — вектор iз Rn, утво-
рений упорядкуванням за спаданням мно-
жини {t, τ1, . . ., τn}, з якої вилучено число τl,
а θ(l,m) означає номер, який займає компо-
нента t вектора τ⃗l(m, t), де l = 1, . . . , n. Ви-
значники ∆∗

l,m,r(k, t) та їх похiднi визначає
формула

∆∗
l,m,r(k, t) = λrθ(l,m)(k) +

∑
π∈Π′

n

(−1)ρ(π)×

×λrπ(θ(l,m))(k)e
k̃(λ⃗(k,π)−λ⃗(k))τ⃗l(m,t).

Iз формул (3), (10) отримуємо вигляд
формального розв’язку u = u(t, x) задачi
(1), (2) та його похiдних u(r) до n-го по-
рядку на кожному з iнтервалiв Tm, де m =
0, 1, . . . , n:

u(r)(t, x)=
∑
k∈K

n∑
l=1

∆
(r)
l,m(k, t)

∆(k)
φlke

ikx+

+
∑
k∈Z\K

k̃r
n∑
l=1

∆∗
l,m,r(k, t)

∆∗(k)
ek̃λ⃗(k)(τ⃗l(m,t)−τ⃗)+ikxφlk.

(11)

Доведемо належнiсть розв’язку (11) за-
дачi (1), (2) до простору En,q

β (G). Покажемо,
що множина K — скiнченна (тодi перший
доданок у формулi (11) є тригонометричним
многочленом з W , тобто належить вказано-
му простору). Для цього використаємо [2]
дискримiнантD(k) =

∏
1≤r<q≤n

(
λq(k)−λr(k)

)2
многочлена Pk(λ), який у випадку |k| > 0
має такий факторизований вигляд D(k) =(k
k̃

)n(n−1)(
D0 +

D1

k
+ . . .+

Dn(n−1)

kn(n−1)

)
.

Число D0 є дискримiнантом многочлена
λn +

∑n
j=1 an−j,jλ

n−j, який будується за го-
ловною частиною рiвняння (1) i є многочле-
ном n змiнних an−1,1, . . . , a1,n−1, a0,n, тому у
просторi цих змiнних умова D0 = 0 визначає
(комплексну) алгебричну гiперповерхню.

Якщо D0 ̸= 0 i |k| ≥ D̃0/|D0| = K1 >
0, де D̃0 = 2

(
|D1| + . . . + |Dn(n−1)|

)
, то

справджуються [2] оцiнки знизу: |D(k)| ≥
|D0|
2

( 1√
2

)n(n−1)

=
(√

2
)−n(n−1)−2|D0| > 0.

З останнiх формул випливає скiнченнiсть
множини K, яка складається з не бiльш, нiж
1 + 2D̃0/|D0| елементiв.

Для встановлення належностi до просто-
ру En,q

β (G) другого доданку (ряду) у фор-
мулi (11) знайдемо оцiнки знизу для моду-
лiв дiйсних частин Reλj(k), j = 1, 2, . . . , n,
коренiв многочлена Pk(λ) та їх рiзниць.

Числа 2Reλj(k) = λj(k) +
λ̄j(k)=λj(k)−

(
−λ̄j(k)

)
, де −λ̄j(k),

j = 1, . . . , n є коренями многочлена Pk1(λ) =
n∏
l=1

(
λ + λ̄l(k)

)
= λn +

n∑
l=1

(−1)−l¯̃bl(k)λ
n−l, є

множниками результанта

R(k)=
n∏
j=1

n∏
l=1

(
λj(k)−

(
−λ̄l(k)

))
=

=
n∏
j=1

n∏
l=1

(
λj(k)+λ̄l(k)

)
многочленiв Pk та Pk1. Для довiльного j =
1, . . . , n маємо [2] оцiнку зверху даного ре-
зультанта |R(k)| ≤ 2n

2
An

2−1
1 |Reλj(k)|, де k ∈

Z, а для оцiнки знизу подамо результант у
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виглядi

R(k) =
(k
k̃

)n2(
R0 +

R1

k
+ . . .+

Rn2

kn2

)
. (12)

Тодi, у випадку R0 ̸= 0, при |k| ≥ R̂0/|R0| =
K2 > 0, де R̂0 = 2(|R1| + . . . + |Rn2 |), вико-

нується нерiвнiсть |R(k)| ≥ |R0|
2

( |k|
k̃

)n2

≥

2−(n2/2+1)|R0| i шукана оцiнка знизу

|Reλj(k)| ≥ C,C = 2−(3n2/2+1)A
−(n2−1)
1 |R0|.

(13)
Для подальшої оцiнки абсолютної вели-

чини функцiй uk та їх похiдних до порядку
n оцiнимо знизу модуль дiйсної частини рi-
зниць λi(k)−λj(k), якi позначимо Λij(k), де
i, j = 1, 2, . . . , n та i ̸= j.

Числа Λij(k) є коренями многочлена

Pk2(Λ) =
n∏

i,j=1,i ̸=j
(Λ − Λij(k)), для побудови

якого використано теорему [7, c. 237] про
зв’язок мiж власними значеннями довiль-
них матриць A, B та матрицi φ(A,B) =∑p

i,j=0 cijA
i⊗Bj, яка побудована на базi мно-

гочлена φ(λ, µ) =
∑p

i,j=0 cijλ
iµj, де cij — ком-

плекснi числа, p — цiле число, за допомогою
прямого добутку ⊗ степенiв Ai та Bj ма-
триць A i B (розглядаємо випадок p = 1,
A = B, A — супроводжуюча матриця мно-
гочлена Pk, φ(λ, µ) = λ1µ0 − λ0µ1 = λ − µ).
Коефiцiєнти многочленiв Pk2 є [2] многочле-
нами n змiнних an−1,1, . . . , a1,n−1, a0,n степеня
4n4.

Як i ранiше (див. (12)), результант R̃(k)

многочленiв Pk2 i
n∏

i,j=1,i̸=j

(Λ + Λij(k)) при

k ̸= 0 можна подати [2] у такому виглядi:

R̃(k) =
(k
k̃

)2n2(
R̃0 +

R̃1

k
+ . . .+

R̃2n2

k2n2

)
. Звiд-

си отримуємо оцiнки знизу для ReΛij(k), якi
визначаються коефiцiєнтами Pk2.

Якщо i ̸= j, де i, j = 1, 2, . . . , n, i R̃0 ̸= 0,
то при |k| ≥ ˆ̃R0/|R̃0| = K3 > 0, де ˆ̃R0 =
2(|R̃1| + |R̃2| + . . . + |R̃2n2 |), справджується
оцiнка

|ReΛij(k)| ≥ σ,

σ = 2−(7n2−1)/2A
−(2n2−1)
1

√
|R̃0| > 0. (14)

Тому визначники ∆∗(k) i ∆∗
l,m,r(k, t), де

k ∈ N \ K, оцiнюються [2, 4] вiдповiд-
но знизу i зверху сталими за умови k̃ ≥
max{K3, (στ1)

−1 ln 2(n!− 1)}:

|∆∗(k)| ≥ 1/2, |∆∗
l,m,r(k, t)| ≤ n!Ar1,

t ∈ Tm, m, r = 0, 1, . . . , n, l = 1, . . . , n.

Для оцiнювання абсолютної величини
функцiй uk та їх похiдних до n–го порядку
за великих k̃ використаємо формулу (11) i
оцiнки визначникiв:

|k̃−ru(r)k (t)| ≤ 2n!Ar1

n∑
l=1

ek̃Re λ⃗(k)(τ⃗l(m,t)−τ⃗)|φlk|,

t ∈ Tm, m = 0, 1, . . . , n.

Згiдно з побудовою векторiв τ⃗l(m, t) скаляр-
нi добутки Re λ⃗(k)(τ⃗l(m, t) − τ⃗) допускають
таку оцiнку зверху

Re λ⃗(k)(τ⃗l(m, t)− τ⃗) ≤ Bm(k, t)−Bl(k, τl),

де лiнiйнi функцiї Bm(k, t) задає така фор-
мула, у якiй λ0(k) = λ1(k) i λn+1(k) = λn(k):

Bm(k, t) = tReλn+1−m(k)+

+
n∑

j=m

τj+1Re (λn−j(k)− λn+1−j(k)) ≡

≡ τn+1Reλ1(k) + (τn+1 − t)Reλn+1−m(k)−

−
n∑

j=m

(τn+1 − τj+1)Re (λn−j(k)− λn+1−j(k)),

t ∈ Tm, m=0, 1, . . . , n.

Оскiльки Bm+1(k, t) − Bm(k, t) = (t −
τm+1)Re (λn−m(k) − λn+1−m(k)), то пря-
мi Bm(k, t) та Bm+1(k, t) перетинаються,
Bm(k, τm+1) = Bm+1(k, τm+1) i B0(k, t) =
B1(k, t).

Також рiзниця Bm(k, t)− Bm(k, τ) = (t−
τ)Reλn+1−m(k) має знак числа Reλn+1−m(k),
якщо τm ≤ t < τ ≤ τm+1. Отже, опуклою є
складена з n+1-го вiдрiзка ламана, що з’єд-
нує n + 2 точки (τ0, B0(k, τ0)), (τ1, B1(k, τ1)),
. . . , (τn, Bn(k, τn)), (τn+1, Bn(k, τn+1)).

З отриманих нерiвностей для скалярних
добуткiв виводимо

k̃−2re−2k̃Bm(k,t)|u(r)k (t)|2 ≤ 4n(n!Ar1)
2×
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×
n∑
l=1

e−2k̃Bl(k,τl)|φlk|2, t ∈ Tm, r,m = 0, 1, . . . , n.

Щоб оцiнити норму розв’язку (11) у просто-
рi En,q

β (G) залишається для великих k̃ замi-
нити в останнiй формулi функцiю Bm(·, t)
незалежною вiд k мажорантою для кожного
t з iнтервалу Tm, а функцiю Bl(·, τl) замiни-
ти мiнорантою.

Для цього розглянемо два випадки пря-
мування k̃ до нескiнченностi: k → +∞ та
k → −∞. Тодi при k → +∞ послiдовностi
коефiцiєнтiв b̃1(k), . . . , b̃n(k), прямують до
граничних значень b̃+1 , . . . , b̃+n , при k → −∞
послiдовностi коефiцiєнтiв b̃m(k), прямують
до граничних значень b̃−m, m = 1, . . . , n, а по-
слiдовнiсть многочленiв Pk(λ) при k → ±∞
вiдповiдно прямує до граничних многочле-
нiв

P±(λ) = λn +
n∑

m=1

b̃±mλ
n−m =

= (λ∓ λ1)(λ∓ λ2) · · · (λ∓ λn).

Оскiльки P−(λ) ≡ (−1)nP+(−λ), то для
коренiв λ+j i λ−j цих многочленiв справджу-
ються рiвностi λ+j = −λ−n+1−j, причому дiй-
снi частини νj коренiв λj, де j = 1, . . . , n,
многочлена P+ розташованi (стосовно уяв-
ної осi) одним з n+ 1 можливих способiв:

(0) : ν1 < 0; (n) : νn > 0;

(j) : νj > 0, νj+1 < 0, j = 1, . . . , n− 1.

Такого типу розмiщення коренiв щодо
уявної осi (j коренiв справа, n − j коренiв
злiва, де j = 0, 1, . . . , n) використано, напри-
клад, у роботах [3, 9] для постановки коре-
ктних крайових задач для рiвнянь з частин-
ними похiдними у пiвпросторi.

Враховуючи нерiвностi (5), (13), (14)
отримаємо, що коренi многочленiв Pk з до-
вiльними коефiцiєнтами, обмеженими ком-
плексним кругом |z| ≤ A, а також многочле-
нiв P± лежать у крузi |z| ≤ A1 i для вели-
ких k̃ вiддiленi злiва i справа вiд уявної осi
вертикальними смугами ширини C, елемен-
ти кожної пари коренiв (λi(k), λi+1(k)) роздi-
ленi мiж собою вертикальними смугами ши-
рини σ. Звiдси випливають такi двосторон-

нi оцiнки для рiзних випадкiв розташування
стосовно уявної осi дiйсних частин:

(n−r)σ−A1≤ν+r =− ν−n−r+1≤(r−j−1)σ−C,
при r=j+1, . . . , n, j=0, 1, . . . , n−1;

(j − r)σ + C≤ν+r =− ν−n−r+1≤A1−
−(r − 1)σ, при r=1, . . . , j, j=1, . . . , n.

(15)
Якщо k ∈ N \ K, виконуються нерiвностi
(13) i (14), то такi оцiнки справджуються
також для дiйсних частин коренiв λj(k), де
j = 1, . . . , n, многочленiв Pk для додатних i
вiд’ємних k вiдповiдно.

У вiдповiдностi з двома граничними мно-
гочленами P±(λ) подамо правi частини φj,
j = 1, 2, 3, умов (2) i розв’язок задачi (1), (2)
у виглядi таких сум:

φj = φ0
j + φ+

j + φ−
j =

( ∑
k∈K̃

+

+
∑

k∈N\K̃
+

∑
k∈Z\(K̃∪N)

)
φke

ikx,
(16)

u = u0 + u+ + u− =
( ∑
k∈K̃

+
∑

k∈N\K̃
+

+
∑

k∈Z\(K̃∪N)

)
uk(t)e

ikx,
(17)

де непорожна скiнченна множина K̃ визна-
чається за формулою

K̃ = {k∈Z : k̃≤max(1, K1, K2, K3)}.

Умови iснування розв’язку задачi (1), (2)
залежать вiд розташування щодо нуля дiй-
сних частин коренiв многочлена P+, а з
умов

D0R0R̃0 ̸= 0, (18)
min
k∈K̃

|∆(k)| > 0, (19)

випливає єдинiсть розв’язку.
Позначимо Pj, j = 0, 1, . . . , n, множину

многочленiв P+, якi задовольняють умови
(18) та (19) i коренi яких розташованi у спо-
сiб (j).

Введемо допомiжнi функцiї

β̃0n(t) = −tC, γ̃0n(t) = t((n− 1)σ − A1),

β̃jn(t) = tA1, γ̃jn(t) = t((j − 1)σ + C),

j = 1, . . . , n,
(20)
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для m = 0, 1, . . . , n− 1 функцiї

β̃0m(t) = −τn+1C + (τn+1 − t)((n−m)σ−
−C)− σ

∑n−1
p=m(τn+1 − τp+1),

γ̃0m(t) = t(A1 − (m− 1)σ)− σ
∑n−1

p=m τp+1,

(21)
для j = 1, . . . , n− 1 i m = 0, 1, . . . , n− j фун-
кцiї

β̃jm(t) = τn+1(A1 − (m− 1)σ) + (τn+1 − t)×
×((n−m− j)σ − C)− σ

∑n−1
p=m(τn+1 − τp+1),

γ̃jm(t) = t((m− 1)σ − A1) + σ
∑n−1

p=m τp+1,

(22)
для j = 1, . . . , n i m = n + 1 − j, . . . , n − 1
функцiї

β̃jm(t) = τn+1A1 + (τn+1 − t)(A1−
−(n−m)σ)− σ

∑n−1
p=m(τn+1 − τp+1),

γ̃jm(t) = t((j +m− n− 1)σ + C)+

+σ
∑n−1

p=m τp+1.

(23)

Тодi для додатних k ∈ K̃ та m, l = 1, . . . , n
справджуються нерiвностi

−Bm(±k, t) ≥ β±
jm(t) ≥ βjm(t) =

= min(β+
jm(t), β

−
jm(t)),

−Bl(±k, τl) ≤ γ±jl ≤ γjl =
= max(γ+jl , γ

−
jl),

(24)

де β+
jm(t) = −β̃jm(t), β−

jm(t) = −γ̃n+1−j,m(t),
γ+jl = −γ̃jl(τl), γ−jl = −β̃n+1−j,l(τl).

Нехай βj(t) = min(β+
j (t), β

−
j (t)), а

кусково-лiнiйнi функцiї β±
j (t) дорiвнюють

функцiям β±
jm(t) на iнтервалах Tm та у то-

чках τm i β±
j (τn+1) = β±

jn(τn+1).

Теорема 2. Нехай P+ ∈ Pj для деяко-
го j ∈ 0, 1, . . . , n i функцiї φ1, . . . , φn за-
довольняють умову φ±

l ∈ Eq

γ±jl
(Ω), зокрема

φl ∈ Eq
γjl
(Ω), де l = 1, . . . , n, тодi у просто-

рi En,q
βj

(G) iснує єдиний розв’язок u = u(t, x)

задачi (1), (2). Цей розв’язок неперервно за-
лежить вiд правих частин умов (2) i пода-
ється у виглядi суми (16), причому

u0 ∈ Cn([0, T ];W ), u+ ∈ En,q

β+
j

(G), u− ∈ En,q

β−
j

(G).

(25)
Звуження розв’язку на iнтервал Tm, де
m = 0, 1, . . . , n, належить до En,q

βjm
(Tm ×

Ω), звуження пари (u+, u−) — до простору
En,q

β+
jm

(Tm × Ω) × En,q

β−
jm

(Tm × Ω) i справджую-
ться нерiвностi

∥u±∥2En,q

β±
jm

(Tm×Ω) ≤ 4n(n!)2
n∑
r=0

A2r
1 ×

×
n∑
l=1

∥φ±∥2Eq

γ±
jl

(Ω),m = 0, 1, . . . , n. (26)

Доведення. Якщо k ∈ K̃, то з умо-
ви (19), випливає iснування єдиного розв’яз-
ку uk iз простору Cn[0, T ], а зi скiнченностi
множини K̃ маємо u0 ∈ Cn([0, T ];W ).

Якщо ж k ∈ Z \ K̃, то з нерiвно-
стi |∆∗(k)| ≥ 1/2 випливає умова (9) та
iснування єдиного розв’язку uk iз просто-
ру Cn[0, T ]. Враховуючи позначення (20)–
(24) для розв’язку uk на iнтервалi Tm, де
m = 0, 1, . . . , n, для цього k маємо

k̃−2re2k̃β
±
jm(t)|u(r)k (t)|2 ≤ k̃−2re−2k̃Bm(k,t)|u(r)k (t)|2 ≤

≤ 4n(n!Ar1)
2

n∑
l=1

e−2k̃Bl(k,τl)|φlk|2 ≤

≤ 4n(n!Ar1)
2

n∑
l=1

e2k̃γ
±
jl |φlk|2, r = 0, 1, . . . , n.

Звiдси випливають вiдповiднi оцiн-
ки розв’язку (26) та iншi твер-
дження теореми, зокрема формули
(25) i нерiвнiсть ∥u±∥2

En,q

β±
jm

(Tm×Ω)
≤

4n(n!)2
∑n

r=0A
2r
1

∑n
l=1 ∥φ∥2Eq

γjl
(Ω)

.

Зауваження 1. Якщо mink∈K̃∆(k) = 0,
то можливий розв’язок задачi (1), (2) iснує
з точнiстю до ядра задачi розмiрностi∑

k∈K1
(n − rk), де rk — ранг матрицi си-

стеми (8), K1 — множина цiлочислових
розв’язкiв рiвняння ∆(k) = 0, за виконання
умов ортогональностi правих частин умов
(2) до цього ядра.

Отже, умова (19) є необхiдною умовою
єдиностi розв’язку задачi (1), (2).
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