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Постановка проблеми. Процес розвитку соці-
ально-еколого-економічних систем можна роз-
глядати з точки зору математики, як динамічну 
модель. Тому, проаналізувавши характер пове-
дінки і залежності складових системи, стає мож-
ливою побудова відповідної задачі Коші. Існуючий 
математичний апарат дозволяє не тільки передба-
чити поведінку і розвиток системи безпосередньо 
використавши розв’язок такої системи, але також 
проаналізувати її керованість, тобто зробити 
висновки, чи можливо систему за наявності пев-
них важелів впливу (наприклад інвестицій) пере-
вести у бажаний стан. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Аналізу і побудові динамічних моделей для сис-
тем, до складу яких соціальні, екологічні або еко-
номічні системи входять, як підсистеми, присвя-
чені роботи сучасних вітчизняних та зарубіжних 
учених: В. В. Вітлінського, В. М. Даніча, В. Б. Занга, 
М. М. Іванова, Ю. Г. Лисенка, Н. К. Максишко, 
О. М. Марюти, В. М. Порохні, С. К. Рамазанов, 
Л. Н. Сергєєвої, В. М. Тимохіна та ін.

При побудові динамічних систем досить часто 
виникає ефект запізнення – затримка в реакції 
системи на певний проміжок часу. В економіці 
причинами цього ефекту найчастіше є інертність 
системи щодо вхідних чинників. Таким чином, для 
наближення до реального перебігу процесів, у 
динамічні системи, що описують ці процеси, вво-
диться елемент, який має запізнення в часі. При 

наявності можливості впливу на динамічну сис-
тему також постає питання керованості, тобто 
питання можливості за допомогою певних ресур-
сів приведення системи до бажаного стану, вихо-
дячи із початкових умов і параметрів системи.

Задачами, пов’язаними із диференціальними 
рівняннями із запізненням займалися такі вчені, 
як: Вольтерра В., Норкин С. Б., Мышкис А. Д., Хуса-
їнов Д. Я., Баштинець Я. (J. Baљtinec), Діблік Й.  
(J. Diblнk), Ружічкова М. (M. Rщћiиkovб). Розроб-
кою і дослідженням математичного апарату для 
встановлення керованості динамічних систем 
присвячено статті Хусаїнова Д. Я., Ружічкової М. 
(M. Rщћiиkovб), Баштинця Я. (J. Baљtinec), Під-
дубної Г. К.

Постановка завдання. Метою дослідження 
є питання можливості застосування існуючого 
математичного апарату з теорії диференціальних 
рівнянь із запізненням та теорії керованості до 
реальних проблем економіки. Окремою задачею 
виноситься питання керованості економічною сис-
темою.

Виклад основного матеріалу дослі-
дження. Побудуємо динамічну модель для 
соціально-еколого-економічної системи. Нехай 
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 є вектором стану еконо-
мічної системи, де кожна з трьох компонент відпо-
відає за динаміку відповідно соціальної, екологіч-
ної і економічної складової. Кожна складова може 
нести в собі інформацію щодо декількох показ-
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ЗАСТОСУВАННЯ ТЕОРІЇ КЕРОВАНОСТІ ЛІНІЙНИХ  
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ІЗ ЗАПІЗНЕННЯМ В ЕКОНОМІЦІ
APPLYING OF CONTROLLABILITY THEORY  
OF LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH DELAY IN ECONOMICS

Стаття присвячена застосуванню існу-
ючих результатів теорії керування в еко-
номіці. Для соціально-еколого-економічної 
системи продемонстровано шлях побудови 
відповідної лінійної диференціальної стаціо-
нарної системи із запізненням. Побудовано 
відповідну систему керування. Проведено 
аналіз керованості лінійної стаціонарної 
динамічної системи із запізненням. Наве-
дено необхідні та достатні умови керова-
ності системи. Розраховано чисельний при-
клад застосування необхідних і достатніх 
умов керованості.
Ключові слова: соціально-еколого-еконо-
мічна система, диференціальні рівняння із 
запізненням, лінійні стаціонарні системи, 
системи керування, керованість.

Статья посвящена применению существу-
ющих результатов теории управления в 
экономике. Для социально-еколого-економи-
ческой системы продемонстрировано спо-
соб построения соответсвующей линейной 
диференциальной стационарной системы 
с запаздыванием. Построено соответсву-
ющую систему управления. Проведено ана-
лиз управляемости линейной стационарной 

динамической системы с запаздыванием. 
Приведены необходимые и достаточные 
условия управляемости динамической 
системы. Рассчитан численный пример 
использования необходимых и достаточных 
условий управляемости.
Ключевые слова: социально-еколого-еко-
номическая система, дифференциальные 
уравнения с запаздыванием, линейные 
стационарные системы, системы управле-
ния, управляемость.

This paper is devoted to applying of existed 
results on control theory in economics. For social-
environmental-economic system the way of cor-
respondent linear differential stationary system 
with delay was demonstrated. The correspondent 
control system was constructed. Analysis of con-
trollability of linear stationary dynamical system 
with constant aftereffect was conducted. Neces-
sary and sufficient conditions for controllability 
were shown. Numerical example of necessary 
and sufficient conditions usage was calculated.
Key words: social-environmental-economic 
system, differential equation with delay, linear 
stationary system, commutative matrices, con-
trollability.
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  МАТЕМАТИЧНІ МЕТОДИ, МОДЕЛІ ТА ІНФОРМАЦІЙНІ ТЕХНОЛОГІЇ В ЕКОНОМІЦІ

ників кожної складової, тобто бути вектором цих 
величин, але для цього випадку наведені нижче 
викладки будуть повністю збігатися, тому не пору-
шуючи загальності, вважатимемо систему систе-
мою розмірності 3. 

На першому етапі побудови математичної 
моделі динамічної системи необхідно побудувати 
лінійну залежність процесу розвитку системи. 
Нехай, проаналізувавши залежності між цими 
складовими та безпосередньо сам процес, нам 
вдалося визначити коефіцієнти лінійних залеж-
ностей між ними. З цих коефіцієнтів ми можемо 
побудувати матрицю констант А розмірності 3х3, 
що характеризує характер розвитку системи, а 
тому можемо говорити про динамічну систему (1):
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                           (1)

Нехай нам відомо, що система демонструє 
стале запізнення стану на деяку сталу величину 
часу τ. Системи, що демонструють таку поведінку, 
називаються системами із чистим сталим запіз-
ненням (2):
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.                         (2)
Зрозуміло, що для однозначного визначення 

розв’язку такого рівняння одного початкового 
стану буде недостатньо, тому необхідно визна-
чити початкову функцію на цілому інтервалі:
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,                    (3)
це означає, що для застосування теорії дифе-

ренціальних рівнянь із запізненням, необхідно 
мати дані про перебіг розвитку динамічної сис-
теми за певний час, тобто мати історію розвитку.

Таким чином, ми отримали задачу Коші (2)-(3), 
яка була розв’язана Д. Я. Хусаїновим, так звану 
«спізнюючу» експоненту [2, 6]. 

Для застосування існуючих результатів, на 
другому етапі побудови математичної моделі, 
необхідно визначити коефіцієнти лінійної залеж-
ності елементів системи, що мають сталу часову 
затримку. Нехай нам вдалося виділити окремо 
чинники, що впливають на систему миттєво та 
чинники, на які система демонструє постійне 
запізнення. У такому випадку ми можемо сформу-
лювати перебіг розвитку динамічної системи, виді-
ливши окремо «миттєву» та запізнюючу складову:
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.                 (4)
Задачею Коші для цього рівняння буде сис-

тема (4)-(3) і її розв’язанню присвячено ряд робіт 
[3, 4, 5]. Зокрема було побудовано розв’язки для 
випадків однакових матриць 
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, перестав-
них матриць 
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, а також для загального 
випадку [3, 5]. Маючи розв’язок системи у явному 
вигляді, неважко спрогнозувати стан системи в 
довільний момент часу, просто застосувавши 
формулу розв’язку. Для знаходження розв’язку є 
необхідним етапом проведення і структурування 

історії розвитку динамічної системи на період 
часу, що дорівнює часу запізнення системи, тобто 
приведення її до вигляду (3).

На практиці для дослідження певної соціально-
еколого-економічної системи просто знати стан 
системи в певний момент часу зазвичай недо-
статньо. За наявності певного впливу на систему 
можна говорити про задачу керування, для якої 
важливим є питання керованості, тобто можли-
вість переведення системи в бажаний стан. Для 
цього в систему вводять вектор функцій керування 
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, де кожна компонента є 
функцією впливу відповідно на соціальну, еколо-
гічну і економічну складові системи. У класичній 
теорії керування, для задачі Коші (1), складається 
відповідна задача керування:
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                     (5)

Початковий стан системи x0 називається керо-
ваним, якщо існує така функція u(t), і такий момент 
часу t1, що
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.
Якщо кожен початковий стан системи є керова-

ним, то таку систему називають керованою.
Для задачі керування (5) є відомим наступний 

критерій керованості:
Теорема. Динамічна система (5) буде керова-

ною тоді і тільки тоді, коли матриця
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є матрицею повного рангу, тобто рангу n, де 
n є розмірністю системи (5).

Подібний результат було отримано і для задачі 
Коші побудованої для диференціальних рівнянь 
із запізненням. Задача керування, що відповідає 
системі (4), буде мати наступний вигляд:
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,          (6)
де матриця В є матрицею констант, яка скла-

дається із коефіцієнтів впливу керуючої функції 
на кожну складову соціально-еколого-економіч-
ної моделі. Визначення значень цих констант слід 
розрахувати виходячи із наявних ресурсів і важе-
лів впливу на систему.

Критерій керованості у формі, подібній до кла-
сичного критерію, для системи (6) був сформульо-
ваний також у вигляді теореми.

Теорема. Динамічна система (6) буде керова-
ною тоді і тільки тоді, коли матриця
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є матрицею повного рангу, тобто рангу n, де 
n є розмірністю системи (6).

Слід зазначити, що згідно постулатам класич-
ної теорії керування, якщо система визначена, як 
керована, то існує нескінченна кількість можливих 
функцій керування. У публікаціях [3, 5] наведено 
приклад побудови однієї з таких функцій з вико-
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ристанням явного вигляду розв’язку динамічної 
системи. 

Оскільки задача керування (6) була нами побу-
дована для соціально-еколого-економічної сис-
теми, візьмемо для моделі розмірність n=3, тоді 
зазначена в критерії матриця набуває спрощеного 
вигляду
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,
а тому дослідити стійкість такої системи буде 

досить неважко. Наведемо числовий приклад 
застосування критерію керованості для соціально-
еколого-економічної системи.

Приклад. Нехай ми маємо систему (6) із ста-
лим запізненням τ=1 і нехай нам вдалося визна-
чити матриці сталих коефіцієнтів:
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.

Тоді характеристична матриця набуває вигляду:
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яка має ранг 3, тобто є матрицею повного рангу. 
Тому ми робимо висновок, що за таких умов і за 
такого вектора коефіцієнтів вектора керування, 
система є керованою.

Розглянемо ту ж динамічну систему, але з 
іншим вектором коефіцієнтів біля вектору керу-
вання:
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,

Бачимо, що ми втратили безпосередній вплив 
на одну із складових динамічної системи (про це 
свідчить 0 в другому рядку). За цих умов характе-
ристична матриця набуває вигляду:
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яка має ранг 3, тобто є матрицею повного рангу. 
Тому ми робимо висновок, що і за такого вектора 
коефіцієнтів вектора керування система є також 
керованою. Таким чином, для керованості сис-
теми із такими коефіцієнтами досить мати вплив 
не на усі три чинники, а лише на два.

Візьмемо інший вектор керування:
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Бачимо, що ми втратили безпосередній 
вплив вже на дві складові динамічної системи. 
За цих умов характеристична матриця набуває 
вигляду:
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яка має ранг 2, тобто вже не є матрицею 
повного рангу. Тому ми робимо висновок, що при 
такому векторі коефіцієнтів вектора керування, 
дана динамічна система не є керованою. Таким 
чином, на цьому прикладі показано, що для керо-
ваності системи може бути достатньо мати вплив 
на два чинники, але при можливості вплинути 
лише на один, керованість системою втрачається.

Висновки з проведеного дослідження. Про-
ведене дослідження показало можливість засто-
сування математичного апарату дослідження 
керованості диференціальних систем із запізнен-
ням. Для застосування необхідно:

– чітко виділити складові економічної моделі, 
які демонструють стале запізнення в часі;

– провести додатковий аналіз для розрахунку 
констант (матриць констант), які відповідають час-
тині динамічної системи, що реагує миттєво, і час-
тині, яка демонструє стале запізнення;

– надати у відповідній формі дані розвитку 
економічної системи на відрізок часу, що дорівнює 
часовому запізненню (початкові умови для задачі 
Коші). Ця умова є обов’язковою у випадку необхід-
ності знаходження стану системи в певний момент 
часу, для задачі дослідження на керованість, ця 
умова не є обов’язковою;

– сформулювати попередні оцінки для керу-
ючої функції (інвестиційної складової) у формі 
матриці констант.

Дослідження показало, що при виконанні вка-
заних підготовчих етапів, можливо дати оцінку 
керованості динамічної системи, тобто відповісти 
на питання, чи можна за наявної системи і зада-
ного вектора керування привести економічну сис-
тему до бажаного стану.
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ДИНАМІЧНА МОДЕЛЬ СТАЛОГО РОЗВИТКУ  
ТЕРИТОРІАЛЬНОЇ ГРОМАДИ
DYNAMICAL MODEL OF LOCAL COMMUNITIES  
SUSTAINABLE DEVELOPMENT

У статті розглянуто задачу моделювання 
складових сталого розвитку територіаль-
ної громади. Територіальна громада розгля-
дається як складна слабоструктурована 
динамічна саморегулююча система. Для 
аналізу та дослідження системи запропоно-
вано використовувати методи економічної 
динаміки. Математичну модель терито-
ріальної громади побудовано, як систему 
диференціальних рівнянь. Запропоновано 
задачу управління сталим розвитком тери-
торіальної громади представити, як задачу 
мінімізації часу перехідного режиму.
Ключові слова: соціально-еколого-еконо-
мічна система, динамічна модель, сталий 
розвиток, оптимізація, оптимальне управ-
ління.

В статье рассмотрена задача моделирова-
ния составляющих устойчивого развития 
территориальной общины. Территориаль-
ная община рассматривается как сложная 
слабоструктурированная динамическая 
саморегулирующаяся система. Для анализа 
и исследования системы предложено исполь-
зовать методы экономической динамики. 

Математическую модель территориаль-
ной общины построено как систему диффе-
ренциальных уравнений. Предложено задачу 
управления устойчивым развитием терри-
ториальной общины представить как задачу 
минимизации времени переходного режима.
Ключевые слова: социально-эколого-эко-
номическая система, динамическая модель, 
устойчивое развитие, оптимизация, опти-
мальное управление.

In the article the problem of modeling the compo-
nents of sustainable development of local com-
munities was considered. Territorial community 
was considered as a complex dynamic semis-
tructured self-regulating system. To analyze and 
study the system was proposed to use methods 
of economic dynamics. Mathematical model of 
territorial community was built as a system of dif-
ferential equations. A problem of local communi-
ties sustainable development was proposed to 
be present as a problem of transitional regime 
time minimizing.
Key words: social-ecological-economic system, 
dynamic model, sustainable development, opti-
mization, optimal control.

Постановка проблеми. Питання сталого роз-
витку є одним з ключових напрямів у державному 
управлінні як на національному, так і на регіональ-
ному рівні. Особливої актуальності це питання 
набуває в умовах децентралізації влади, коли час-
тина повноважень та бюджетів передано органам 
місцевого самоврядування. Для того, щоб реалі-
зовувати такі повноваження найбільш успішно, 
необхідні економічно обґрунтовані заходи, впро-
вадження яких надасть можливість оптимально 
використовувати ресурси територіальних громад. 

Ефективним теоретичним інструментарієм 
побудови механізмів та систем управління еко-
номічним розвитком територіальної громади є 

розробка комплексу моделей сталого розвитку 
для визначення оптимальних значень параметрів 
управління.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Моделюванню сталого розвитку та удосконаленню 
механізмів управління соціально-еколого-еконо-
мічними системами присвячені роботи таких вче-
них, як: О. Амоши, В. Василенко, В. Вітлінського, 
В. Гейця, О. Гранберга, Т. Клебанової, В. Макси-
мова, С. К. Рамазанов, та ін. Науковцями і прак-
тиками побудовані різні економіко-математичні 
моделі, на основі яких можливо розробляти сце-
нарії сталого регіонального розвитку та надавати 
обґрунтовані пропозиції щодо управління терито-


