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У роботі проведені дослідження необхідних умов і вимог до алгоритмів стикування, із 
заданим порядком гладкості, дискретних моделей фрагментів криволінійних поверхонь за 
допомогою комплексів операцій над матрицями з певними властивостями. Розроблені 
алгоритми дозволяють будувати дискретні моделі достатньо складних просторових 
криволінійних об’єктів на рівномірних сітках із найпростішою програмною реалізацією на ЕОМ. 

Ключові слова: дискретне геометричне моделювання, статико-геометричний метод, 
матриця, числова послідовність, дискретний аналог диференціальних характеристик. 

 
геометричним моделюванням складних за формою поверхонь покриття, як правило, 

використовуються саме дискретні моделі, оскільки дискретна інформація є найбільш 
сприятливою, як для подальших розрахунків на міцність і розробки відповідної технології 
зведення покриттів, так і для ефективної роботи ЕОМ. 

Серед відомих методів дискретного геометричного моделювання певний інтерес 
представляє методика формоутворення криволінійних образів довільної розмірності за допомогою 
апарату матричного числення [3,4,5,6]. Застосування у якості алгоритмів формоутворення, 
комплексів операцій над таблицями чисел з певними властивостями, у ряді випадків, дозволяє 
істотно спростити процеси отримання дискретних геометричних моделей складних об'єктів, що, в 
свою чергу, забезпечує скорочення термінів їх проектування. Однак, залишається актуальним 
питання дослідження можливостей, а також геометричних критеріїв умов стикування окремих 
фрагментів, побудованих таким способом моделей з наперед заданим порядком гладкості. 

Аналіз останніх досліджень. Питанням дискретного формоутворення кривих ліній і 
поверхонь, локального коригування їх елементарних ділянок, з урахуванням різного роду 
вихідних умов (конструктивних, технологічних, функціональних чи естетичних) присвячено 
чимало робіт вчених Київської та Мелітопольської шкіл прикладної геометрії. Серед них, 
особливо слід виділити статико-геометричний метод проф. Ковальова С.М. [1], який і далі 
успішно розвивається ним та його учнями. Завдяки знайденому взаємозв'язку між системами 
скінченно-різницевих рівнянь статико-геометричного методу і рекурентними формулами 
числових послідовностей, розробленому алгоритму переходу від рекурентних формул до їх 
замкнутого виду, була знята певна проблема вищезгаданого методу, пов'язана із складанням та 
розв’язанням громіздких систем лінійних рівнянь [2]. 

Враховуючи, що скінченномірні числові послідовності довільної розмірності можна 
задавати не тільки рекурентними формулами або в замкнутому вигляді, але і таблицями чисел, в 
роботах [6,7] було запропоновано ряд алгоритмів дискретного формоутворення криволінійних 
поверхонь із заданими властивостями за допомогою комплексів операцій над матрицями різних 
розмірностей. 

Відомі роботи, де за допомогою матричної алгебри вирішувалися питання апроксимації 
поверхонь елементами паркету із заданою геометрією, досліджувалися можливості врахування 
при моделюванні сіток заданих дискретних аналогів диференціальних характеристик окремих 
елементів, однак, практично відсутні дослідження можливостей та умов стикування окремих 
дискретних моделей фрагментів криволінійних поверхонь із заданим порядком гладкості.  

Формулювання цілей роботи. Метою даної статті є дослідження необхідних умов і вимог 
до алгоритмів стикування, із заданим порядком гладкості, дискретних моделей фрагментів 
криволінійних поверхонь за допомогою комплексів операцій над матрицями з певними 
властивостями. 

Основна частина. При дискретному моделюванні геометрично складних криволінійних 
поверхонь, за допомогою апарату матричного числення, можна побудувати будь-які залежності 
між вузлами фрагментів елементарних відсіків. Однак, коли мова йде про можливість їх 
стикування, основним завданням є врахування певних диференціальних вимог (дискретний аналог 
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порядку гладкості) при різних комбінаціях геометричних характеристик сумарної моделі поверхні. 
Однак, матричний підхід має одну вагому перевагу перед статико-геометричним методом 
моделювання - він не вимагає постійного складання і розв’язання громіздких систем лінійних 
рівнянь. 

 z

i j 

 
Рис. 1. Дискретні моделі елементарних відсіків криволінійних поверхонь 

 
Нехай дискретні моделі 4-ох елементарних відсіків криволінійних поверхонь  на рівномірній 

сітці (рис. 1) задані числовими масивами у вигляді матриць, елементами яких є значення аплікат 
вузлів просторових об’єктів. Для формування сумарної дискретної моделі криволінійної поверхні 
її елементарні відсіки слід розмістити у тривимірній глобальній системі координат, план якої 
зображено на рис. 2.  

Елементарні відсіки можуть мати різну кількість вузлів, однак ця кількість повинна бути 
узгодженою у відповідних напрямах майбутнього стикування. Параметри дискретизації v  і w  на 

початковій стадії формування елементарних відсіків приймаються рівними 0. Відтак (рис. 2), 
перша матриця має розмірність 1 1m n , друга - 2 1m n , третя - 1 2m n , четверта - 2 2m n . При 
цьому матриці Z1, Z2, Z3, Z4 значень аплікат 4-ох елементарних відсіків дискретних моделей 
криволінійних поверхонь матимуть  наступний вигляд: 
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Рис. 2. План глобальної системи координат для 4-ох дискретних моделей елементарних відсіків 
криволінійних поверхонь 

 
Самі числові масиви значень матриць, як моделей фрагментів дискретно представлених 

поверхонь, можна отримати, наприклад, за допомогою подвійних числових послідовностей 
замкнутого виду, які докладно описані у роботі [8]. 

Кількість вузлів граничних кривих елементарних відсіків, а значить розмірність матриць, 
що несуть інформацію про їх контури, є узгодженими. Залежно від виду практичних задач 
моделювання, наприклад, проектування складених оболонок, утворених  із окремих, геометрично 
складних елементів, можна виділити кілька підходів до постановки задачі стикування 
елементарних відсіків.  

Перший і найпростіший - передбачає умову повного співпадання геометрії граничних 
контурів фрагментів в місцях стикування (рис. 3). При цьому параметри стикування набувають 
значень: 0v   і 0w  . 
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Рис. 3. Перший спосіб стикування елементарних відсіків 
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Другий підхід передбачає наявність окремих фрагментів з опорними контурами, що мають 
певне допустиме відхилення на граничних ділянках, гладкість стикування яких забезпечується за 
рахунок введення одного ряду додаткових вузлів (рис. 4). Тоді параметри стикування набувають 
значень: 2v   і 2w  . 

 
Рис. 4. Другий спосіб стикування елементарних відсіків 

 
На практиці така гладка стиковка проводиться шляхом влаштування монолітних швів між 

відсіками фрагментів поверхонь покриття.  
Третій, найбільш загальний, передбачає розробку алгоритмів стикування окремих 

фрагментів з довільними опорними контурами і довільною геометрією самих поверхонь. При 
чому, основним критерієм стикування окремих фрагментів повинно бути забезпечення заданої, у 
дискретному розумінні, гладкості стикування заданих елементарних відсіків дискретними 
моделями поверхонь зшивки.  

Сформулюємо основну, за визначенням гладкості стикування, вимогу до розробки алгоритмів 
розрахунку дискретних моделей поверхонь зшивки для 4-ох заданих елементарних відсіків: 
швидкість зміни кутів дискретних аналогів дотичних до окремих ліній дискретного каркасу 
поверхонь зшивки (дискретний аналог кривини лінії каркасу) не повинна перевищувати швидкості 
зміни кутів нахилу дискретних аналогів дотичних на чотирьох, заданих матрицями (1), відсіках 
дискретно представлених криволінійних поверхонь, розрахованих в обох напрямах ліній каркасу. 

Виходячи із цього, формуємо 8 матриць, значення яких є дискретною множиною кутів нахилу 
дискретних аналогів дотичних до ліній каркасу елементарних поверхонь у напрямах i  та j . 

Значення кутів нахилу дискретних аналогів дотичних ліній каркасу 4-ох елементарних 
поверхонь напряму i  знаходимо із виразів (2): 

 
першої   -                                    jijiji ZZarctg ,,1,1   , 

11...0  mi  
1...0 nj   

 
другої   -                                    jijiji ZZarctg ,,1,2   , 

121...1  mvmvmi  
1...0 nj    

(2) 
третьої   -                                   jijiji ZZarctg ,,1,3   , 

11...0  mi  
21...1 nwnwnj   

 
четвертої  -                                jijiji ZZarctg ,,1,4   , 

121...1  mvmvmi  
21...1 nwnwnj   
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де: ,i jZ  - аплікати вузлів дискретних моделей елементарних поверхонь. 

Елементи матриць напряму j  - , , , ,1 , 2 , 3 , 4i j i j i j i j     визначаються аналогічно. 

Значення знайдених 8 матриць , , , ,1 , 2 , 3 , 4i j i j i j i j     та , , , ,1 , 2 , 3 , 4i j i j i j i j     є вихідними 

для формування ще одного масиву із 8 матриць, які характеризуватимуть швидкість зміни кутів 
дискретних аналогів дотичних множини ліній каркасів 4-ох елементарних поверхонь у напрямах i 
та j . Одночасно, такі матриці, опосередковано, будуть давати інформацію про кривину у вузлах 
ліній каркасу дискретних моделей елементарних поверхонь.  

Швидкість зміни кутів дискретних аналогів дотичних ліній каркасу у напрямі i  
визначаються за формулою: 

                                
1, , 2,

, , 1,

1, , 2, 1,

2
1 1

1
i j i j i j

i j i j i j
i j i j i j i j

Z Z Z
nC arctg

Z Z Z Z
    


  

 
  

  
,                           (3) 

Відповідно:  11...0  mi ,  1...0 nj   - для першої дискретної моделі елементарної поверхні; 

                      121...1  mvmvmi , 1...0 nj   - для другої; 

                      11...0  mi , 21...1 nwnwnj   - для третьої; 

                      121...1  mvmvmi , 21...1 nwnwnj   - для четвертої. 
Аналогічно визначаються значення зміни кутів дискретних аналогів дотичних у вузлах ліній 

каркасу елементарних поверхонь напряму j  - , , , ,1 , 2 , 3 , 4i j i j i j i jC C C C    . 

Процес зшивки заданих елементарних поверхонь проводимо у такій послідовності. 
Відповідно до рис. 2, вибираємо один із напрямів зшивки, наприклад i . Для визначення параметру 
v  дискретизації відсіків поверхонь зшивки 1 та 2 і 3 та 4 елементарних поверхонь, із множини 
значень матриць , , , ,1 , 2 , 3 , 4i j i j i j i jC C C C     вибираємо максимальне. Із матриць 

, , , ,1 , 2 , 3 , 4i j i j i j i j     формуємо підматриці кутів нахилу граничних ланок елементарних 

поверхонь 1 - 2 та 3 – 4, вибираючи із них максимальні значення. 
 

                                                        jvmjmjГР ,1,11 2112max     

                                                      jvmjmjГР ,1,11 4334max                                                     (4)  

 
Параметр v  дискретизації визначається із виразу: 
 

                                                 
 

 CCCC
ГРГР

v jj

4,3,2,1max

34,12max




 ,                                                      (5) 

 
за яким, використовуючи числові послідовності виду:  
 

                 
12

, 1 1, 1 1,
1 1 1 1

12 (1 ) ,
3 3 3

jv t t
i i

i j m j m v j s s
t s t s

j j jz z z kP kP
v v v



  
   

    
               (6) 

 
де:     11...11  vmmi , 1...0 nj   та 

                 
12

, 1 1, 1 1,
1 1 1 1

34 (1 ) ,
3 3 3

jv t t
i i

i j m j m v j s s
t s t s

j j jz z z kP kP
v v v



  
   

    
               (7)  

 
де: 11...11  vmmi , 21...1 nwnwnj  ,  

i
skP  - параметри зовнішнього формоутворюючого навантаження,  

формуємо матриці аплікат дискретних моделей поверхонь зшивки напряму i. 
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Рис. 5. Відсіки поверхонь зшивки та зшиті поверхні 1-2 і 3-4 у напрямку і 

 
Сумарні матриці зшитих поверхонь 1-2 та 3-4 формуються наступним чином: 

 
 2,12,112 ZZZSZ  , 

                                                               4,34,334 ZZZSZ  .                                                         (8) 
 

Наочне зображення результатів роботи алгоритму даного етапу для відсіків поверхонь 
зшивки 12Z  і  34Z  та сумарних складених поверхонь 12Z S і 34Z S  наведені на рис. 5. 

Відповідно алгоритму знаходження параметру v , шукається параметр дискретизації w  для 
напряму j . 

 

                                     
 
 CCCC

SГРSГР
w jj

4,3,2,1max

34,12max




                                                       (9) 

 
За формулою, аналогічною (6) або (7), будується каркас поверхні зшивки 1234Z S  для 

побудованих 12Z S і 34Z S . Сумарна результуюча складена поверхня розраховується 
стикуванням наступних матриць: 

 

                                                      12 , 1234 , 34ZS Z S Z S Z S ,                                                     (10) 

 
наочне зображення якої наведено на рис. 6.                

 

 
Рис. 6. Сумарна результуюча поверхня, складена із елементарних відсіків 
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Сумарна результуюча поверхня, подана у дискретному вигляді, є достатньо складним 
геометричним об’єктом із заданими властивостями, який математично і алгоритмічно 
реалізований  за допомогою достатньо простих операцій над комплексами матриць. Такий підхід є 
основою для створення алгоритмів моделювання складених дискретно представлених поверхонь 
на сітках з нерівномірним кроком вузлів.  

Висновки. У даній роботі проведені дослідження необхідних умов і вимог до алгоритмів 
стикування, із заданим порядком гладкості, дискретних моделей фрагментів криволінійних 
поверхонь за допомогою комплексів операцій над матрицями з певними властивостями. 
Розроблені алгоритми дозволяють будувати дискретні моделі достатньо складних просторових 
криволінійних об’єктів на рівномірних сітках із найпростішою програмною реалізацією на ЕОМ. 
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С. И. Пустюльга, В. П. Самчук, Ю. В. Клак. Стыковка  дискретно представленных участков 

криволинейных поверхностей с заданным порядком гладкости с помощью операций над матрицами. 
В работе проведены исследования необходимых условий и требований к алгоритмам стыковки, с 

заданным порядком гладкости, дискретных моделей фрагментов криволинейных поверхностей с 
помощью комплексов операций над матрицами с определенными свойствами. Разработанные алгоритмы 



© Пустюльга С.І., Самчук В.П., Клак Ю.В. 2014 
 

СУЧАСНI ТЕХНОЛОГII В МАШИНОБУДУВАННI ТА ТРАНСПОРТI, 2014, №2 111
 

позволяют строить дискретные модели достаточно сложных пространственных криволинейных объектов 
на равномерных сетках с простой программной реализацией на ЭВМ.  

Ключевые слова: дискретное геометрическое моделирование, статико-геометрический метод, 
матрица, числовая последовательность, дискретный аналог дифференциальных характеристик. 
 

S. Pustiulga, V. Samchuk, Y. Klak.  Dock of discretely represented section of curved linear surface with a 
certain order of smoothness using matrix operations.   

In this paper it is analyzed the necessary conditions and requirements for docking algorithms with of 
certain order of smoothness of discrete models of curved surfaces fragments using complex matrix operations with 
certain properties. These algorithms allow to create discrete models of quite complex spatial curved objects on 
uniform grids with a simple software implementation on a computer.  

Key words: discrete geometric modeling, static-geometric method, matrix, numerical sequence, the discrete 
analogue of differential characteristics. 
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